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序

在过去的20年，伴随中国经济的高速增长，中国金融市场和金融学教育及研究出现了跨越式的发展。以股票市场为例，自1990年12月第一批股票在上海证券交易所和深圳证券交易所上市交易以来，新中国股市从无到有，已发展成为上市公司达1800多家，总市值22.8万亿元，日均股票成交金额2400多亿元的世界前五名的股票市场
〔1〕

 。与股票市场相比，发展相对缓慢的金融衍生产品市场和其他金融产品市场在近年也加快了发展的步伐。股指期货在2010年4月16日正式推出并上市交易，股票期权交易亦指日可待。与此同时，中国金融市场面临的独特问题和挑战提供了许多非常有价值的金融研究课题。可以说，中国金融学研究者和业界人士正经历着一个黄金时代。

中国金融市场的快速发展凸显了对金融人才和金融知识的迫切需求及严重短缺性。就金融学教育而言，在过去的20年中同样经历了前所未有的发展。随着中国综合性大学和理工类大学商学院规模的不断扩大，金融学作为一门主要的学科已经成为最热门的专业之一。此外，财经类高校更是经历了跨越式发展，其中发展最快的学院之一就是金融学院。可以说，金融学作为一门独立的学科已经完成了从无到有的转变。目前，我国已有300多所综合性大学和理工类大学开设了金融学相关专业，40多所财经类大学中有10多所拥有独立的金融学院。相对于金融学科的快速发展，金融学教科书的开发则显得有些滞后。尤其是，目前还没有一本比较适合我国高年级本科生和研究生使用的中文版《金融计量学》教材。据我所知，不少商学院仍沿用传统的计量经济学教材来给金融学专业的学生提供定量分析的训练。在这一背景下，姜近勇和潘冠中两位博士所著《金融计量学》一书的出版可谓恰逢其时。此书将为中国的金融教育者和研究者提供一本不可或缺的教科书和参考书。

《金融计量学》不仅填补了国内经济金融类教科书的一个空白，而且还是国内学者与海外学者合作研究的成果。在过去的几十年，我国引进和翻译出版了很多优秀的国外经济学和金融学教材。这些引进和翻译版本在中国经济学教育早期是非常必要的，并发挥了重要的作用。但是到了中国经济发展的现阶段，仅仅依靠引进和翻译出版的教科书是远远不够的。著名经济学家、普林斯顿大学经济学教授邹至庄先生最近在主题为“中国经济学教育的研究与方向”的报告中谈到，“中国经济学家（应）会撰写自己的教科书，当然可以采用美国教科书的理论框架，关于中国经济的研究成果应该融入到这些教科书中，从而给学生提供现实生活中的实例。”
〔2〕

 本书作者姜近勇和潘冠中两位博士近几年就中国金融市场的一系列研究课题开展了深入合作。两位作者不仅确立了长期合作研究计划，而且还致力于金融学学科建设和教学工作。2010年潘冠中博士受姜近勇博士的邀请，赴美国亚利桑那大学访问半年，工作内容的重点便是本书的写作。因此，本书吸收了最新的国际前沿水平的金融计量学成果。与此同时，它还避免了翻译版本教科书的一些不足。我深信这是一本适应中国特色教育体制并将受到广大师生欢迎的教材。

《金融计量学》具有自己独特的风格。第一，全书内容覆盖了金融计量学的主要问题，且具有清晰的框架结构。全书共十四章，分为离散时间模型和连续时间模型两大部分。离散时间模型部分共八章，其内容包含了与现代金融学研究相关的方法，如资产定价模型的检验、与市场有效性相关的随机游走检验、事件研究方法和资产收益的波动率模型等。值得指出的是，其中一些内容尽管非常重要，但在我们现有的金融学课程体系中大多被忽视。例如，本书详述了资产定价模型的横截面检验方法和面板数据模型。连续时间模型部分共六章，主要包括金融中用到的随机微积分知识、金融中常用的连续时间模型、连续时间模型的各种估计方法、高频金融数据分析方法等等。连续时间模型在金融中的重要性毋庸置疑，目前我国金融学课程体系在这一方面仍显薄弱。第十章给我留下的印象尤为深刻，作者花了大量的时间和精力来介绍金融中常用连续时间模型的统计性质。读者将发现这些内容无论对于教学还是科研来说，都非常方便有用。有鉴于此，本书也是一本非常好的参考书。第二，本书内容由浅入深，其风格和采用的许多例子显示了本书是作者在国内外从事教学和研究工作十几年经验的结晶。比如，在资产定价模型估计和检验的阐述中，本书从大部分学生都熟悉的、最简单的单因子CAPM开始，一步步地拓展到更一般的模型。连续时间模型的估计技术性要求高，是学习的难点。本书从最基本的估计方法开始介绍，如矩估计、GMM、MLE等，然后再过渡到更为复杂、更为高深的估计方法，如半参数与非参数方法、ECF方法等。此外，全书使用大量的实证例子来帮助学生理解一些重要的理论和概念。这些例子还能帮助学生培养独立实证研究的技巧和能力。第三，如前所述，本书是国内与海外学者合作研究的成果，不是纯粹的翻译，其内容和风格反映了我国课程体系建设和学生的需求。并且本书的实证分析和案例中大量地采用了中国金融市场的数据，同样体现了与中国金融市场实践的紧密结合。最后，作为教科书，本书在每章末附有习题。这些习题分为概念、理论与实证问题三类，对帮助学生牢固地掌握书本内容非常重要。

金融学的研究和教育在中国正在蓬勃发展，很多国外先进的金融研究方法和工具日益应用到我国金融问题的研究之中。但是，相比欧美发达国家的金融学研究水平，由于起步晚、基础薄，我国的金融学研究仍待进一步深化。《金融计量学》内容全面，吸收了具有国际前沿水平的金融计量学的最新研究成果，其由浅入深的风格使得本书具有很强的可读性。本书在一定程度上填补了我国金融学课程体系的空白，并将对进一步推进我国金融学研究作出贡献。

鉴于以上原因，我毫无保留地向所有学习金融的学生、研究金融问题的学者及业界人士推荐此书。
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中国社会科学院数量经济与技术经济研究所所长、研究员

注释


〔1〕
 数据来自中国证监会网站（www.csrc.gov.cn）公布的“证券市场月报，2010年4月统计数据”。根据世界证券交易所联合会（WFE）（www.world-exchanges.org）2009年底的数据，依市值（单位：万亿美元）排名，美国股市15.08排名第一，中国股市（上证和深证交易所）3.57排名第二，接下来依次是日本3.53，泛欧股市（NYSE Euronext）2.87，英国股市2.80。


〔2〕
 中国经济学教育与研究论坛暨邹至庄教授八十华诞庆典主题发言，2010年6月21日。


前言

在过去的几十年，作为经济学一门分支的金融学取得了长足进展，并已发展成为一门自成体系的学科。与其他学科相比，金融学有自己独特的研究问题、丰富的数据和特有的研究方法。作为金融学的有机组成部分，金融计量学对于金融学领域研究方法的开发和创新起着重要作用。金融计量学的核心在于开发金融学研究中的定量方法。它包括利用现有数学、统计学、计量经济学等领域的知识，为金融学研究提供理想的工具。此外，金融计量学研究者的任务还包括开发新的研究理论和方法，以处理金融学中独特的问题。作为一个特定的研究领域，金融计量学涉及的课题包括开发理论模型、研究模型的各种性质、使用市场数据进行模型的统计推断，如模型估计、模型设定检验，等等。金融学一方面来源于实践，另一方面又是一门深奥的学问。研究者感兴趣的金融学问题大多来源于实践。但是，解决这些问题的方法往往比较复杂。这使金融学的研究方法与众不同，在直观的同时还必须巧妙构思并具严谨性。这一特点也决定了本书的风格。

本书是作者在国内外从事教学和研究工作十几年经验的结晶。作者希望本书能填补国内金融学领域系列教材的空白。

从全书的内容来看，作者努力保持两方面的平衡。第一是全面性与侧重性的平衡。作者试图介绍尽可能多内容的同时，依然保持全书一个清晰的结构。全书的内容分为两部分：第一部分是离散时间模型，第二部分是连续时间模型。离散时间模型部分围绕四个主题展开：资产定价模型的检验、与市场有效性相关的随机游走检验、事件研究方法和资产收益的波动率模型。通过以上章节内容读者可以清楚地看到，本书的组织结构建立在金融学研究的需要之上。独特的研究问题、丰富的数据和研究方法使金融计量学与传统的计量经济学区分开来。尽管与统计学和计量经济学的联系非常紧密，但金融计量学具有自己的体系框架和研究问题的焦点。金融领域的研究者从计量经济学汲取知识，但有时还必须开发自己的工具来解决金融学问题。因此，与计量经济学教科书不同的是，本书侧重于介绍与金融计量学内容相关的统计和计量方法。例如，我们对时间序列模型的介绍中没有包括AR、MA或ARMA模型。这是因为，一方面这些模型是基本的计量经济学知识，另一方面这些模型本身在金融中并没有被广泛应用。

在本书的第一部分，我们首先介绍金融资产收益率的计算、常用金融数据及统计软件。接下来直接阐述资产定价模型的检验。具体来说，第二章我们介绍资产定价模型，包括CAPM与多因子模型的时间序列估计与检验；第三章是资产定价模型的横截面检验，重点是排序法与Fama-MacBeth回归；第四章是面板数据模型与混合回归，重点介绍参数估计量的方差估计。

金融学中的一个基本问题是金融资产的收益率是否可以预测。第五章阐述随机游走检验，包括三种不同假设的随机游走过程。第六章介绍金融学中另一个重要研究方法——事件研究，包括事件研究的步骤、超常收益率的计算以及检验统计量的构造等。资产收益波动率的建模也是金融学的重要主题。第七章和第八章阐述了两类波动率模型。第七章介绍各类ARCH/GARCH模型，包括模型的设定、模型的统计性质和极大似然估计等。第八章是随机波动率模型，重点是模型的设定并导出模型的矩条件以应用于GMM估计。

金融学不同于经济学的另一重要特点是其广泛地使用连续时间模型。这些模型包括Black和Scholes（1973）奠基期权定价理论的文章中使用的简单模型——几何布朗运动，到最近提出的许多复杂高深的模型。伴随众多新模型的提出，金融学研究者同时也投入大量精力解决连续时间模型的估计和统计推断问题。因此，金融计量学在这方面的研究也对统计学与计量经济学的文献作出了贡献。

本书第二部分是连续时间模型。第九章介绍由布朗运动和泊松过程驱动的随机过程，重点是在资产定价理论中非常重要的随机积分和伊藤引理。第十章总结了迄今金融中常用的连续时间模型。为后面模型估计方法的应用作准备，我们导出了各种模型的转移密度函数、特征函数或矩条件。

本书主要介绍连续时间模型的三种估计方法。第十一章介绍累积量匹配、矩方法（MM）、广义矩方法（GMM）、极大似然估计（MLE）等常用的参数估计方法。第十二章介绍有关瞬时利率模型的几种半参数与非参数估计方法，如AÏt-Sahalia的半参数估计、Stanton的非参数估计以及Jiang和Knight的非参数估计。当一个模型的转移密度函数不存在解析形式时，MLE方法变得不可行。但有时模型的特征函数有可能存在解析形式，因而特征函数可以用作模型的估计。我们在第十三章介绍基于特征函数的估计方法。

近年来，金融高频数据的出现推动了金融学中新的研究方法的发展。高频数据的主要应用领域是波动率估计和跳跃检验。本书最后一章第十四章叙述了高频金融数据领域研究的最新进展。我们首先介绍二次变差（QV）、已实现方差（RV）和幂变差的概念，然后阐述基于高频数据的各种跳跃检验，最后讨论市场微观结构噪声对已实现方差的估计和对跳跃检验的影响以及调整的方法。

本书作者试图保持的第二个平衡是简洁与严谨的平衡。如前所述，金融学研究大多由实际问题引发。除此之外，金融研究的结果往往需要报告给金融业界人士和普通公众。因此，研究方法最好能简单而且直观。本书的一大特点是，在介绍不同金融概念和理论时，我们确保用简单但不失严谨的方式阐述。更为重要的是，当阐述复杂的研究方法时，我们力图保持叙述方式的简洁和直观。我们通常的叙述方式是，首先从简单情况开始，然后才过渡到更为一般的情况。这一方式在叙述资产定价模型的检验中就体现得非常清楚。第二章资产定价模型的时间序列检验中，我们从单资产的CAPM检验开始，它就是一个简单的一元线性回归。然后我们拓展到多资产的一元线性回归组模型。最后，我们拓展到多资产多元模型的情形，即多元线性回归组模型。在第三章资产定价模型的横截面检验中，我们同样从最简单的单资产CAPM检验开始，介绍了单排序法和一元Fama-MacBeth回归。然后我们拓展到多元模型，介绍双排序法和多元线性回归。对于多资产的多元模型，我们在第四章面板数据模型的框架下考察了资产定价模型的检验问题。

在阐述连续时间模型的估计方法时，我们采用了同样的原则。在第十一章以更为基础的参数估计方法开篇，接下来在第十二章介绍半参数与非参数方法，然后第十三章介绍基于特征函数的估计方法。特别地，在第十一章参数估计方法我们重点介绍了普遍应用的矩方法、广义矩方法（GMM）、极大似然估计（MLE）等。

在本书每一章的最后，我们回顾了主要概念和主要结果，并提供一定数量的习题。通过做这些习题，学生可以更牢固地掌握并加深对基本概念的理解。实证方面的习题还能帮助学生熟悉实证研究的步骤、数据处理和编程等方面的工作。对于实证练习中用到的数据，读者可以在作者的个人主页（http://www.u.arizona.edu/～gjiang/）上下载。

本书的另一个特点是我们提供了各种模型的路径模拟，以说明模型的动态特征。这些模型的路径模拟在直观上能帮助学生更好地理解模型的性质。此外，我们还提供了各种模型路径模拟的详细算法。因此，学生可以通过这些练习加深对模型性质的理解，并且能很容易地把这些算法应用到将来的研究项目中去。

本书的定位是硕士研究生水平以及具有较强技术基础的高年级本科生的金融计量学教科书。当然，博士研究生同样也会发现本书具有一定的参考价值。本书的部分内容，对一些高年级本科生尤其是较少技术背景的学生，将具有一定的难度。考虑到不同章节的难易程度，对于各层次学生的学习内容，我们的建议如下：

·对于硕士研究生，第十二章和十三章的内容可以跳过；

·对于高年级本科生，除第十二章和十三章的内容之外，第八章、第十四章的大部分内容都可跳过。

这将帮助教师和学生决定一个学期的课程可以讲授哪些内容。另外，本书还舍弃了某些高难度内容。例如，最近的文献提出了不同的模拟方法来估计连续时间模型，但由于技术上要求过高，我们不予介绍。

在本书的写作过程中，很多国内外学界同仁提出了非常好的意见和建议。这些意见和建议使本书进一步完善。在此，我们对以下学者表示诚挚的谢意：

丁剑平——上海财经大学

万解秋——苏州大学

于孝建——华南理工大学

马晓兰——云南财经大学

王仁曾——华南理工大学

王文举——首都经济贸易大学

王明进——北京大学

王耀东——上海财经大学

卢亮亮——上海财经大学

白仲林——天津财经大学

石　磊——云南财经大学

龙　超——云南财经大学

乔云霞——北京工商大学

刘立新——对外经济贸易大学

孙坚强——华南理工大学

汤　珂——中国人民大学

宋　军——复旦大学

吴鑑洪——浙江工商大学

张书华——天津财经大学

张涤新——南京大学

李春琦——上海财经大学

李腊生——天津财经大学

沈根祥——上海财经大学

周　勇——上海财经大学

庞　皓——西南财经大学

罗玉波——北京工商大学

苑　莹——东北大学

郑振龙——厦门大学

金　淦——中山大学

赵卫亚——浙江工商大学

赵进文——东北财经大学

饶育蕾——中南大学

徐龙炳——上海财经大学

彭兴韵——中国社会科学院

曾　勇——电子科技大学

程展兴——上海财经大学

路万忠——上海财经大学

Li Xuan-University of Arizona

本书大部分内容的写作是在姜近勇博士访问云南财经大学和潘冠中博士访问亚利桑那大学期间完成的。作者对两校的支持表示感谢。作者还要感谢亚利桑那大学和云南财经大学的同事，他们在本书写作过程中提供了很多帮助，并一直给予关注和支持。

在本书写作过程中，University of Arizona、ALBA Graduate Business School、上海财经大学等院校的学生也对本书内容提出了很多好的意见和建议，我们在此表示感谢。

此外，我们要感谢中国财政经济出版社编辑付克华先生，他为本书的出版做了大量的工作。同时还要感谢中国财政经济出版社的推荐，使得本书列入财政部规划教材。

中国社会科学院数量经济与技术经济研究所汪同三研究员阅读了本书初稿之后，欣然为本书作序。我们衷心感谢他的支持和鼓励。

本书的编写历时两年多，我们投入了大量的时间和精力。我们也尽可能地采纳了来自各方面的建议和修改意见。但是由于时间限制，一些非常好的建议未能纳入本版内容之中。此外，本书肯定还会存在其他的不足之处。我们欢迎读者继续提出建议和意见。待本书再版时，我们将改进这些不足，力求更加完善。

姜近勇　潘冠中

2011年5月

于云南财经大学，云南昆明
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第一章　收益率的计算、常用数据库及统计软件


收益率
 衡量金融证券、投资组合和各种投资策略的业绩表现，因此，可以说是金融中最重要的概念。在本章，我们首先定义单个资产的简单收益率和对数收益率，后者又称为连续复利的收益率
 ，然后介绍如何把多个时间段的收益率加总（收益率的时间加总），以及如何把组合中不同证券的收益率加总（收益率对证券加总）的方法。对于收益率的时间加总，我们考虑了买入持有的被动投资策略和积极调整的动态调整策略。对于组合中收益率对证券加总，我们将介绍金融学中常用的三种赋予组合权重的方法：等权重组合、价值权重组合和价格权重组合。在本章的阐述中，我们会时常加入一些实证例子以进一步阐明这些概念。

在前言部分我们提到，金融的特点之一就是数据的丰富性。在本章，我们简要地介绍金融中常用的一些数据库。这些数据库记录了上市公司季度和年度财务报表、金融证券（如股票、债券、外汇等）价格和收益率、金融市场的交易活动等等。它们不仅在金融业界的实践中广泛应用，而且对金融研究也是不可或缺的。此外，海量的金融数据也给金融研究中的数据处理和统计方法带来了挑战。在本章，我们还对金融业界和金融研究中常用的各种统计软件进行简明的介绍。

1.1　收益率的计算


资产的收益率
 是金融学的核心研究对象，最常见的金融资产包括股票、债券（国库券、公司债券等）、外汇等。记t－1期末资产的价格为Pt－1
 ，t期末资产的价格为Pt
 （我们有时也将t期末称为t时刻），t时期（不包括t期始）资产红利为Dt
 （参见图1-1）。我们称Xt
 ≡Pt
 ＋Dt
 为资产在t时期的支付。t时期的简单收益率
 Rt
 定义为：

[image: alt]


我们也将Rt
 称为净收益率
 。与之对应，1＋Rt
 称为总收益率
 。与简单收益率相对应的是连续复利收益率
 rt
 ，它的定义为：

[image: alt]


由于它是Xt
 与Pt－1
 取自然对数相减而得，我们往往也称之为对数收益率
 。

[image: alt]


图1-1　时期、资产价格与红利

在没有红利的情况下，即Dt
 ＝0时，我们有：

[image: alt]


显然，根据简单收益率和对数收益率的定义，我们有：

[image: alt]


在以下的分析中，为简单起见，我们假设资产不分红利，即Dt
 ＝0。

1.1.1　收益率的时间加总

在实际应用中，我们通常有单期收益率的数据，但需要计算多期收益率。从单期的收益率求多期的收益率，称为收益率的时间加总。根据投资策略的不同，多期收益率分为买入持有策略（Buy-and-Hold）的收益率和动态调整策略（Dynamic Re-balancing）的收益率，它们的计算各有不同。买入持有策略和动态调整策略的定义将在接下来的内容中给出。

在以下分析中，我们把各种收益率的符号规定如下：

●对于单期收益率，我们记为：

[image: alt]


●对于多期收益率，我们使用R［t，t＋k］
 来表示时期［t，t＋k］之间的收益率。特别地，我们有R［t，t＋1］
 ≡Rt＋1
 。

买入持有策略的收益率


买入持有策略
 是指购买股票后就一直持有，直到投资期末才卖出全部股票，兑现收益的策略。这种投资策略通常称为被动策略
 。我们记k期买入持有策略的简单收益率为[image: alt]
 ，简称为k期收益率。有时，为符号简便起见，在不需要强调的情况下，我们也将[image: alt]
 简记为R［t，t＋k］
 。

利用简单收益率来计算买入持有策略的收益率，不是简单地把单期收益率加总就可以，而是要计算其复合收益率。例如，若已知k个相连时期的收益率Rt＋1
 ，…，Rt＋k
 ，那么k期收益率为：

[image: alt]


正确的计算公式应该是：

[image: alt]


此处，计算的关键就是在多个时期计算复利。也就是说，上一期的投资盈利直接影响下一期的投资额。


【例1-1】
 　假设t时刻某股票价格为100元，t＋1时刻下跌到50元，t＋2时刻又上涨到100元（见图1-2）。我们首先用简单收益率求该股票的各期收益率。


[image: alt]


图1-2　股票收益率计算：一个简单的例子


解：
 根据简单收益率的定义，我们有：

[image: alt]


类似地，［t，t＋2］之间的简单收益率是：

[image: alt]


此外，我们也可以通过公式（1.7）计算两期收益率[image: alt]
 ：

[image: alt]


但是，

Rt＋1
 ＋Rt＋2
 ＝-50％＋100％＝50％

因此，

0＝[image: alt]
 ≠Rt＋1
 ＋Rt＋2
 ＝50％

相对于以上复合计算公式，使用对数收益率来计算买入持有策略的收益率只需简单地把单期收益率加总就可以。若已知k个相连时期的对数收益率rt＋1
 ，…，rt＋k
 ，则k期收益率是单期收益率的简单求和：

[image: alt]


以上等式的推导过程如下：

[image: alt]



【例1-2】
 　在例1-1中，我们用简单收益率计算了k期收益率，现在用对数收益率来重新计算。



解：
 根据对数收益率的定义，我们有：

rt＋1
 ＝ln50－ln100＝-69.31％

rt＋2
 ＝ln100－ln50＝69.31％

类似地，时期［t，t＋2］之间的对数收益率是：

r［t，t＋2］
 ＝ln100－ln100＝0

此外，通过公式（1.8），我们有：

r［t，t＋2］
 ＝rt＋1
 ＋rt＋2
 ＝0

动态调整策略的收益率

上面介绍的买入持有策略是一种在整个投资期间不作调整的被动投资策略。与之相比，动态调整策略则是指在每期都调整投资组合的策略，因此，它又被称为积极投资策略。在此，我们考虑最简单的一种动态调整策略，即在每期期初调整投资组合，但是每期的投资额保持不变的策略，我们把它称为等投资额动态调整策略，或简称为动态调整策略
 。我们记动态调整策略在时期［t，t＋k］之间的收益率为[image: alt]
 。动态调整策略的多期收益率为：

[image: alt]


动态调整策略的含义是，投资者在每期期初投入相等的金额（比如说1元），每期期末不管盈亏，兑现收益，然后重新开始投入相等金额，一直到整个投资期结束。图1-3解释了这一过程。

[image: alt]


图1-3　动态调整策略

动态调整策略与买入持有策略的区别是前者每期都调整投资额，而后者在整个投资期内从不调整，并且后者的多期收益率涉及到复利问题。收益率指标[image: alt]
 在金融文献中广泛地用于评价积极投资策略的绩效。在本书第三章考察资产收益率的横截面检验时，我们将使用这一收益率指标。


【例1-3】
 　作为实例，我们使用2009年上证指数月末收盘价计算了买入持有策略和动态调整策略的收益率。表1-1列出了计算结果：对上证指数而言，2009年买入持有策略的收益率是79.98％，动态调整策略的收益率为65.66％。


表1-1　收益率的时间加总计算：以上证指数2009年月末收盘价为例

[image: alt]


[image: alt]


注：本表中的股票价格是指2009年各月月末（即每月最后一个交易日）上证指数收盘价，月收益率＝（本月末收盘价－上月末收盘价）／上月末收盘价；买入持有策略的累积收益率根据式（1.7）计算，动态调整策略的累积收益率根据式（1.9）计算。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

1.1.2　收益率的证券加总

计算资产组合的收益率就是收益率的证券加总
 。一个投资组合就是投资者所持有的所有资产的集合，它通常由各资产的投资权重
 来表示。简单收益率具有一个良好的性质，就是资产组合的收益率可以通过单个资产的收益率简单求和而得。金融研究中常用的两种资产组合的收益率是等权重
 （Equal Weighted）资产组合的收益率与价值权重
 （Value Weighted）资产组合的收益率。此外，我们还考虑价格权重
 （Price Weighted）资产组合的收益率。在以下的讨论中，我们假设有N只股票，它们在时期t的收益率分别记为R1，t
 ，…，RN，t
 。股票在期初的市值分别为V1
 ，…，VN
 ，股票在期初的价格分别为P1
 ，…，PN
 。

等权重资产组合的收益率

在等权重资产组合
 中，每个资产的投资额相等，都是总投资额的1/N。因此，整个组合的收益率为：

[image: alt]


简称为等权重收益率
 。

式（1.10）中等权重收益率Rew，t
 与股票的市值Vi
 无关。以下我们用一个简单的例子来阐明上述公式。假设总投资额是1元钱，那么等权重组合中每只股票的投资额都是1/N元。期末各股票带来的总收益分别为{[image: alt]
 （1＋Ri，t
 ），i＝1，…，N}，因此，等权重组合的总收益为：

[image: alt]


从而等权重组合净收益率等于[image: alt]
 。

等权重收益率在金融学研究中经常应用到，其关键在于不管公司市值的大小，其投资额都是相等的。由于股票的相对价格经常变动，因此，等权重组合需要频繁调整以保持相等的权重。

价值权重资产组合的收益率

在价值权重资产组合
 中，每个公司的市值决定对单个资产的投资比重，具体来说，整个投资组合在一个特定公司的投资比重与其市值成正比，即：

[image: alt]


因此，价值权重组合的收益率为：

[image: alt]


简称为价值权重收益率
 。

式（1.11）和式（1.12）显示，市值Vi
 越大，股票i的收益率对组合收益率的影响越大。


评注
 ：价值权重收益率和等权重收益率的区别是，前者中小企业股票的比重要小得多。相对而言，等权重收益率更多地受到小企业股票的影响，价值权重收益率更多地受到大企业股票的影响。一些重要的股票指数，如标准普尔100指数（S&P100）和标准普尔500指数（S&P500），我国的上证指数，都是价值权重指数。


价格权重资产组合的收益率

在价格权重资产组合
 中，每只股票的价格决定对单只股票的投资比重，具体来说，整个投资组合在一只特定股票的投资比重与其价格成正比，即：
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因此，价格权重组合的收益率为：
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简称为价格权重收益率
 。

根据以上定义，价格权重资产组合中每只股票的股数相等，简单来说，就是在每只股票投资一股，股价Pi
 越大，股票i的收益率对组合收益率的影响越大。最有名的价格权重股票指数当属道·琼斯工业平均（DJIA）指数，它现在的成分股是30家著名的美国大型工业公司股票。在每个投资期初，购买30只成分股中每只股票各一股，构造投资组合，便可以模仿道·琼斯工业平均指数。


【例1-4】
 　我们选择四只在上交所和深交所上市交易、不同市值规模的股票来计算以上三种不同赋权方式的资产组合的收益率：超大盘股中国石化、大盘股深发展A、中盘股南方航空和小盘股昆明机床。我们使用以上四只股票2009年1月的相关数据。表1-2是计算结果，等权重收益率、价值权重收益率和价格权重收益率分别等于20.85％、13.58％和22.78％。我们看到价值权重收益率由超大盘股中国石化主导，它所占的权重是91.3％。


表1-2　资产组合收益率的计算：2009年1月的数据
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注：本表中的期初股价是2009年1月的上月最后一个交易日（即2008年12月31日）收盘价，总市值是此收盘价与当日总股本的乘积；收益率＝（2009年1月末收盘价－上月末收盘价）／上月末收盘价；等权重收益率、价值权重收益率和价格权重收益率的计算公式分别为式（1.10）、式（1.12）和式（1.13）。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

1.2　常用金融数据库

1.2.1　常用美国金融数据库

CRSP

CRSP是证券价格研究中心（Center for Research in Security Prices）的英文首字母简写，附属于美国芝加哥大学Booth商学院。CRSP搜集了美国股票市场最详尽的历史数据。因其深具准确性和权威性，自1960年成立以来，即成为学术界及商界的主要数据来源。

CRSP收录的股票数据主要包括：（1）自1925年12月起纽约证券交易所（NYSE）股票的日频和月度价格与收益率数据。起初CRSP只包括1925年12月到1962年NYSE股票的月度数据和1962年以后的日频数据，2005年CRSP把1962年以前的日频数据也补充进来；（2）自1962年7月美国证券交易所（AMEX，现在称为Alternext）股票的日频和月度价格与收益率数据；（3）自1972年12月14日起纳斯达克（Nasdaq）股票的日频和月度价格与收益率数据，这些数据于1987年加入CRSP。

Compustat数据库

Compustat数据库是美国著名的信用评级公司标准普尔的产品。收录了自1950年起美国和加拿大企业财务分析数据库与全球财务分析数据库。其中，美国和加拿大企业财务分析数据库包括一万多家美国和加拿大企业的公司名称、地址及主要成员数据、营运部门数据、经济产业资料、公司行业描述，及完整财务报表数据、股价、股利及盈余和350种年度资料、48种季报、240种月报历史资料等数据。全球财务分析数据库提供自1982年起，包括美国和加拿大以外的19000家公司及5560个美国和加拿大地区中型公司的产业分析与市场资料。Compustat数据库涵盖了80个国家有公开交易的公司，所占全球市场资本额超过80％。

TAQ数据库

TAQ是交易与报价（Trade and Quote）的英文首字母简写。TAQ数据库包含每一交易日内所有在NYSE、Nasdaq和AMEX上市股票的交易数据和报价数据。交易数据包括所有的成交地点、成交价格、成交量和成交时间。报价数据包括所有的买价与卖价，任意买价或卖价之一发生的变化都有记录。

CRSP共同基金数据

CRSP共同基金数据是专为评价开放式基金历史业绩而开发的无生存偏差（Survior-Bias-Free）的数据。所有数据包括1962—2003年出现过的开放式共同基金，数据每季度更新一次，滞后一个季度。其内容主要包括每一共同基金的名称、投资风格、费用结构、持有资产组合、资产配置、月度总收益率、月度总净资产、月度／日频净资产价值和分红等历史数据。

IBES数据库

IBES数据库由Thomson Financial公司提供，它包括全球范围内证券分析师估计的每股盈利及推荐情况，这一数据库内容非常全面。除盈利估计数据之外，IBES还包括营业收入、现金流、运营资金（FFO）、税息折旧及摊销前利润（EBITDA）、目标价格、长期增长率等指标的估计值。

OptionMetrics

OptionMetrics是金融业界期权价格历史数据和分析工具最主要的提供商，其数据包括美国、欧洲和亚洲市场的股票期权、指数期权的价格数据及隐含波动率数据等。目前很多金融机构和大学使用其产品来进行期权定价、隐含波动率计算、波动率曲面分析和其他期权分析等。

Datastream数据库

Datastream数据库为Thomson Financial公司提供，涵盖全球逾60个市场、175个国家的数据，包括各国总体经济研究、利率、汇率、各国货币、股价、债券指数、证券信息、企业财务报表数据、期权及期货等内容。

WRDS

WRDS是Wharton Research Data Services的首字母简写，它是美国宾西法尼亚大学沃顿商学院提供的一个数据库服务平台。订购了CRSP、Compustat、TAQ等数据库的用户可以通过WRDS提供的服务方便地使用数据，大大简化了用户数据的使用、储存等管理。

1.2.2　常用中国金融数据库

CSMAR数据库

中国股票市场交易数据库（CSMAR）是国泰安公司联合香港大学，针对高等院校、金融证券机构的专家学者，对于中国股票市场分析研究的需要，而设计研发的高级专业金融会计数据库系统，提供全面、真实、准确的中国证券市场交易数据。在股票市场交易数据库的开发过程中，CSMAR借鉴了CRSP等国际知名财经数据库系统的专业数据调整技术，并结合中国股票市场自身特点及实际情况进行校正。

Wind中国金融数据库

Wind中国金融数据库由万得公司提供，数据内容涵盖中国股票、基金、债券、外汇、保险、期货、金融衍生品、现货交易、宏观经济、财经新闻等领域。

CCER中国经济金融研究数据库

CCER中国经济金融研究数据库由北京大学中国经济研究中心发起成立的北京色诺芬信息服务有限公司提供，主要包括资本市场、货币市场与宏观经济数据三个部分。资本市场部分包括中国上市公司的财务数据和股票价格、指数、国债和公司债的交易数据。货币市场部分包括银行间市场拆借与回购利率、外汇交易和黄金交易数据。

1.3　常用统计软件

SAS

SAS是统计分析系统（Statistics Analysis System）的英文首字母简写，最早只是一个数学统计软件，由北卡罗来纳州立大学的两位生物统计学的研究生编制。后于1976年成立SAS公司，并正式推出SAS软件。SAS公司不断地与各行各业共同开发商业资料分析与预测技术，重要应用领域涵盖政府的经济决策与企业的决策支援应用等，并已成为全球第五大软件公司。SAS软件是用于决策支援的大型集成资讯系统，但该软件系统最早的功能限于统计分析。至今，统计分析功能也仍是其重要模组和核心功能。经过多年的发展，SAS已经遍布全世界，使用的单位遍及金融、医药卫生、生产、运输、通讯、科学研究、政府和教育等领域；在资料处理和统计分析领域，SAS系统被誉为统计软件界的巨无霸。

SAS是一个模块软件系统，它由多个功能模块组合而成。美国加州大学洛杉矶分校（UCLA）统计系网站（http://www.ats.ucla.edu/stat/seminars/）提供SAS入门等在线视频和其他学习资料。

SAS是金融中应用得广泛的统计软件，其优势在于：（1）很多金融数据都是以SAS文件的形式储存；（2）金融实证分析中数据的加工处理在SAS中非常方便，如数据合并、排序等等。

Stata

Stata是一款统计与计量分析软件，它由Statacorp公司于1985年提供，在全球范围内被广泛应用于企业和学术机构。许多使用者为从事经济学、社会学、政治学及流行病学等领域研究的学者。Stata较好地实现了简单易学和功能强大两者的结合。美国加州大学洛杉矶分校（UCLA）统计系网站（http://www.ats.ucla.edu/stat/seminars/）提供Stata入门等在线视频和其他学习资料。Stata在金融中也被很多研究者应用，它在金融中的应用排名紧跟SAS之后。

MATLAB

MATLAB是一种由美国MathWorks公司出品的商业数学软件，是一种数值计算环境和编程语言。MATLAB基于矩阵运算，其全称MATrix LABoratory即得名于此。在数学类科技应用软件中，MATLAB的数值计算功能首屈一指。MATLAB可以进行矩阵运算、绘制函数和数据、实现算法、创建用户界面、连接其他编程语言的程序等，主要应用于工程计算、控制设计、信号处理与通讯、图像处理、信号检测、金融建模设计与分析等领域。1984年，MathWorks公司成立并正式把MATLAB推向市场。

MATLAB最强大的部分是它的工具箱，每一代MATLAB都会增加一些工具箱，而且很多科学家还在不断地完善这些工具箱，一些爱好者也会在新闻组中发布自己的工具箱。金融分析中常用的工具箱有Financial、Financial Derivatives、Fixed-income、Econometrics、Optimization、Global Optimization、Partial Differential Equation等。MATLAB自带的帮助文档提供了入门和其他学习视频，MathWorks公司网站（http://www.mathworks.com/）上还有最新的一些使用MATLAB的讲座视频。

RATS

RATS是时间序列回归分析（Regression Analysis of Time Series）的首字母简写，由Estima公司开发提供，是一款计量尤其侧重时间序列分析的统计软件。RATS相比前面介绍的大型商业软件SAS和MATLAB来说，价格非常便宜，但用于计量分析的功能仍然强大。RATS的另一个优势是它提供了大部分流行的计量经济学教材中的数据和实例的RATS程序，如Greene（2005），Hamilton（1994），Hayashi（2000），Tsay（2005），Wooldridge（2002），Wooldridge（2009）等，还有复制许多实证文献结果的RATS程序也可在Estima公司网站（http://www.estima.com/）下载，这特别有利于辅助计量经济学的学习。

R和Splus

R语言是主要用于统计分析、绘图的语言和操作环境。R是基于S语言（S语言是由AT&T贝尔实验室开发的一种用来进行数据探索、统计分析、作图的解释型语言。）的一个GNU（自由软件计划）项目，所以它是完全免费的，可以自由下载。它可以当作S语言的一种实现，通常用S语言编写的代码都可以不作修改地在R环境下运行。Splus是S语言的商业实现。

R内建多种统计及数字分析功能。R的功能也可以通过安装套件增强。因为S的血缘，R比其他统计学或数学专用的编程语言有更强的面向对象（面向对象程序设计）功能。R的另一个强项是绘图功能。虽然R主要用于统计分析或者开发统计相关的软件，但也可以用作矩阵计算，分析速度甚至可媲美MATLAB。R现在有上千种不同的套件，广泛地应用于经济计量、金融分析等领域。

本章回顾

主要概念

简单收益率　对数收益率　连续复利收益率　收益率的时间加总　收益率的证券加总　买入持有策略　动态调整策略　等权重收益率　价值权重收益率　价格权重收益率

主要结果

1．简单收益率Rt
 与对数（或连续复利）收益率rt
 之间的关系是：
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2．给定k个相连时期的简单收益率Rt＋1
 ，…，Rt＋k
 ，则时间加总的买入持有收益率为：
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3．给定k个相连时期的对数收益率rt＋1
 ，…，rt＋k
 ，则时间加总的买入持有收益率为：
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4．给定k个相连时期的简单收益率Rt＋1
 ，…，Rt＋k
 ，则时间加总的动态调整收益率为：
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5．给定资产组合中每一证券的简单收益率R1，t
 ，…，RN，t
 ，则等权重收益率为：
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6．给定资产组合中每一证券的简单收益率R1，t
 ，…，RN，t
 ，期初市值V1
 ，…，VN
 ，则价值权重收益率为：
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其中，wi
 是根据市值计算的权重，即：
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7．给定资产组合中每一证券的简单收益率R1，t
 ，…，RN，t
 ，期初证券价格P1
 ，…，PN
 ，则价格权重收益率为：
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其中，[image: alt]
 是根据价格计算的权重，即：
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8．常用的美国金融数据库有CRSP、Compustat和TAQ等。

9．常用的中国金融数据库有CSMAR、Wind中国金融数据库、CCER中国经济金融研究数据库等。

10．金融中常用的统计软件有SAS、Stata、MATLAB等，其中，SAS是金融中应用最广泛的统计软件。

习题

1．根据简单收益率和对数（或连续复利）收益率的定义，请说明：

（a）股票简单收益率的取值范围是［-1，+∞）；

（b）股票对数收益率的取值范围是（-∞，+∞）。

提示：由于有限责任，股票的价格不会小于0。

2．推导出简单收益率Rt
 与对数收益率rt
 之间的关系式。

3．表1-3给出上证指数2008年月收益率数据。请计算：

（a）累积买入持有收益率；

（b）每月初调整1次、初始投资额相等的累积动态调整收益率。

表1-3　上证指数2008年的月收益率
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注：本表中的股票价格是指2008年各月月末（即每月最后一个交易日）上证指数收盘价，月收益率＝（本月末收盘价－上月末收盘价）/上月末收盘价。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。此表数据可以在作者的个人主页（http://www.u.arizona.edu/～gjiang/）上下载。

4．表1-4给出了2008年1月在上海证券交易所交易的四只股票的收益率以及期初股价、市值。以这四只股票构造资产组合，请计算等权重、价值权重和价格权重收益率。

表1-4　2008年1月在上交所和深交所交易的四只股票数据
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注：本表中的期初股价是2008年1月的上月最后一个交易日（即2007年12月28日）收盘价，总市值是此收盘价与当日总股本之乘积；收益率＝（2008年1月末收盘价－上月末收盘价）／上月末收盘价。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。此表数据可以在作者的个人主页（http://www.u.arizona.edu/～gjiang/）上下载。





第二章　资产定价模型的时间序列估计与检验





在刚刚过去的半个世纪，金融研究的核心问题是力图理解金融资产收益率的决定因素。为这一目的，研究者开发了许多资产定价模型，如Sharpe（1964）和Lintner（1965）的简单单因子资本资产定价模型（CAPM），Ross（1976）的套利定价理论，Fama-French三因子模型，还有其他各式各样的多因子统计模型和宏观经济变量模型，等等。

俗话说“风险高，收益高”。在金融学中，这意味着要使人们承担高风险，必须给予他高的期望收益。反之，如果投资者追求高的期望收益，那么他必须承担高风险。资产定价的核心问题是识别风险因子并量化风险与收益之间的权衡关系。另外，我们需要区分金融中的两个重要概念，系统风险与非系统风险。系统风险是不能通过分散化投资化解的风险，因此它需要风险溢价。另一方面，非系统风险是某个公司或股票特有的，可以通过分散化投资化解，从而不需要风险溢价。由此可见，资产定价模型的关键在于首先识别系统风险，然后量化系统风险所需要的风险溢价。本章的主要内容是介绍如何在线性回归模型的框架下检验资产定价模型，主要包括单因子的资本资产定价模型（CAPM）与多因子的套利定价理论（APT）模型。

本章的重点是资产定价模型的时间序列检验。资产定价模型的时间序列含义是，如果模型中的定价因子能够完全解释资产的风险溢价从而完全解释资产的期望收益率，那么回归模型的截矩项应该等于0。这在金融学中，通常表示为α＝0。

本章首先简要地回顾CAPM、APT和其他一些多因子资产定价模型，然后再介绍模型的时间序列检验。对于CAPM（单因子模型）和多因子模型，我们先从单资产的时间序列检验开始介绍，然后再扩展到多资产的检验。具体来说，本章首先从单资产的单因子模型时间序列检验讲起，然后是多资产的单因子模型检验，再是单资产的多因子模型检验，最后是多资产的多因子模型检验。为帮助进一步理解，我们还加入了实证例子——单资产和多资产的单因子模型检验。

2.1　资本资产定价模型

现代资产组合理论
 主要基于Markowitz（1952）的开创性工作。他假设投资者只关心资产组合的两个指标：期望收益率和方差。并且，投资者喜欢高的期望收益率，但不喜欢方差。因此，在期望收益率相等时，投资者选择具有最低方差的投资组合。在方差相等时，投资者选择具有最高期望收益率的投资组合。具有以上性质的投资组合称为有效投资组合
 。投资者具体选择哪一个有效组合，依投资者风险厌恶程度而定。资产组合的风险（方差）不仅与单个资产的方差有关，更重要的是，单个资产之间的联动关系（协方差）也起着重要的作用。由于单个资产之间的联动关系，在保持期望收益率不降低的情况下，分散化投资往往可以降低风险。这就是Markowitz均值—方差理论的主要内容。

在Markowitz均值—方差理论的框架下，Sharpe（1964）和Lintner（1965）引入了更多的假设条件：

（1）投资者对未来具有相同的信念；

（2）完全竞争市场，投资者是价格的接受者；

（3）无税收和交易成本；

（4）所有的风险资产都可以交易；

（5）投资者可以相同的无风险利率借贷。

在以上五个假设条件下，Sharpe和Lintner导出了无风险资产存在时的资产定价均衡模型，即所谓的资本资产定价模型（CAPM）
 ：
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其中，E［Ri
 ］是资产i的期望收益率，Rf
 为无风险利率，E［Rm
 ］为市场组合的期望收益率，βim
 为资产i关于市场组合的贝塔系数
 ，即：

[image: alt]


以上模型被称为CAPM的Sharpe—Lintner版本。


评注2.1
 　与所有的资产收益率模型一样，CAPM的核心是资产的期望收益率。期望收益率度量投资者对某一资产将来收益率的预期值，它与第一章我们介绍的实现的收益率不同，实现的收益率衡量的是一个资产在某一特定时期的历史表现。这两个概念的关系是实现的收益率由两部分组成：期望收益率和没有预期到的对收益率的冲击。


在CAPM框架下，我们可以将一个资产（或资产组合）的收益率分解成两部分，期望收益率部分和没有预期到的部分：

Ri
 ＝E［Ri
 ］＋vi


Rm
 ＝E［Rm
 ］＋vm


其中，

vi
 ≡Ri
 －E［Ri
 ］

vm
 ≡Rm
 －E［Rm
 ］

因此，我们有：

E［vi
 ］＝0

E［vm
 ］＝0

CAPM可以写成：

Ri
 －Rf
 ＝βim
 （Rm
 －vm
 －Rf
 ）＋vi


整理得：
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其中，i
 ≡vi
 －βim
 vm
 。我们把上式记做：
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其中，Zi
 ≡Ri
 －Rf
 称为资产i的超额收益率，Zm
 ≡Rm
 －Rf
 称为市场组合的超额收益率。下面来计算市场组合的超额收益率Zm
 与扰动项∈i
 的协方差：

[image: alt]


因此，式（2.2）告诉我们，如果CAPM成立，那么资产的超额收益率可以分解为两个不相关的部分，βim
 Zm
 和∈i
 ，分别称为系统风险
 与个体风险
 部分。我们说β值度量了资产的系统风险就缘由于此。并且Cov［Zm
 ，∈i
 ］＝0意味着：

Var［Zi
 ］＝[image: alt]
 Var［Zm
 ］＋Var［∈i
 ］

上式表明，一个股票的风险可以分解成两个部分：系统风险部分[image: alt]
 Var［Zm
 ］和非系统风险部分Var［∈i
 ］。另外，需要强调的是，CAPM是一个单因子模型，它唯一的因子是市场因子。在此模型中，市场组合的收益率完全决定了单个资产的期望收益率。

当市场上不存在无风险资产，也就是说无风险利率不存在时，Black（1972）导出了类似的资产定价模型：

E［Ri
 ］－E［R0m
 ］＝βim
 （E［Rm
 ］－E［R0m
 ］）

其中，R0m
 是零贝塔资产组合的收益率，零贝塔组合是所有与市场组合的相关性等于零的资产组合中方差最小的组合；贝塔系数βim
 的定义与前面相同。以上模型被称为CAPM的Black版本。本书的重点集中在CAPM的Sharpe—Lintner版本上。

2.2　CAPM的估计与检验

2.2.1　最小二乘估计

首先我们考虑最简单的线性回归模型，将股票i的超额收益率Zi
 对市场组合的超额收益率Zm
 作回归：
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其中，Zi
 称为因变量或被解释变量，Zm
 称为自变量或解释变量，∈i
 称为扰动项，它包括了所有除自变量Zm
 之外影响因变量Zi
 的其他因素，αi
 、βi
 是模型的未知参数，分别称为截矩
 和斜率
 。以上模型是回归方程的总体模型，金融学中一般把它称为市场模型
 。由于市场模型中假设Cov［Zm
 ，∈i
 ］＝0，所以有：

[image: alt]


由此可得：
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比较βi
 与CAPM式（2.1）中的βim
 ，它们相等，所以贝塔系数也就是资产收益率对市场组合收益率的回归系数。估计线性模型式（2.3）中的斜率就是估计风险资产的贝塔系数。

假设观察到总体的T个样本，也就是说，我们有资产i收益率和市场组合收益率的T个观测值，那么有下面的时间序列线性回归：
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我们把αi
 、βi
 的估计量分别记为[image: alt]
 、[image: alt]
 ，eit
 ≡Zit
 －[image: alt]
 －[image: alt]
 Zmt
 称为回归方程的残差项或残差。扰动项∈it
 与残差eit
 的之间关系如图2-1所示。
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图2-1　线性回归模型的扰动项与残差项

一个非常简单而又直观的估计方法就是选择[image: alt]
 和[image: alt]
 ，使所有残差eit
 ，t＝1，…，T，的平方和最小，即求解最优化问题：
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以上最优化问题的一阶条件是：

[image: alt]


求解得：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


以上估计量就称为αi
 和βi
 的普通最小二乘（OLS）估计
 。有关OLS估计的详细阐述，请参阅苏良军（2007）。

在假设条件Cov［Zm
 ，∈i
 ］＝0下，OLS估计量是相合的，也就是说当样本数趋近于无穷大时，OLS估计量[image: alt]
 和[image: alt]
 收敛于真实的参数值αi
 和βi
 。相合性是一个好的估计量必须具备的基本性质。


评注2.2
 　相合性对应的英文是“consistency”。它的正式定义是，若估计量[image: alt]
 依概率收敛于真实参数值θ，即对于任意∈＞0，


[image: alt]


那么，我们称[image: alt]
 具有相合性，或[image: alt]
 是θ的一个相合估计量，或简称为[image: alt]
 是相合的。式（2.5）的含义是，当样本t趋于无穷大时，[image: alt]
 的密度函数f（[image: alt]
 ）逐渐收拢于一点θ，如图2-2所示。也就是说，f（[image: alt]
 ）合于一点θ。将“consistency”译为相合性能够形象地体现这一特点。国内出版或引进的一些概率统计、计量经济学教材已经采用这一译法，如陈希孺（1992）、张定胜（2005）、苏良军（2007）、陈希孺（2008）、雨宫健（2010）（朱保华、周亚虹等译）等。
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图2-2　估计量的相合性

此外，国内教材对“consistency”的另外一个译法为“一致性”，如庞皓（2010）、靳云汇、金赛男等（2007）、沈根祥（2010）、J.M.伍德里奇（2007）（费剑平译）、张晓峒（2000）等。


评注2.3
 　在通常的教科书中，OLS估计的假设是严格外生性的，即E［∈i
 |Zm
 ］＝0。在这一假设条件下，OLS估计量是无偏的，即：


E［[image: alt]
 ］＝αi


E［[image: alt]
 ］＝βi


相比较而言，Cov［Zm
 ，∈i
 ］＝0这一条件要比严格外生性弱一些。具体来说，在Cov［Zm
 ，∈i
 ］＝0条件下，[image: alt]
 是相合的，但不一定是无偏的。如果有联合正态分布假设的话，Cov［Zm
 ，∈i
 ］＝0意味着Zm
 与∈i
 独立，所以严格外生性条件满足，从而[image: alt]
 和[image: alt]
 是无偏的。希望对此问题作进一步了解的读者，可以参阅Wooldridge（2002），第四章。


评注2.4
 　与上一评注相关的是，尽管在许多教材和研究论文假设检验CAPM的市场模型中∈i
 服从正态分布，对股票收益率来说，这一假设严格来说是不成立的。这是因为股票是有限责任的证券，股票的收益率不可能小于-1，即Ri
 ≥-1。正态分布随机变量的取值范围是（-∞，+∞），因此，∈i
 在严格意义上不服从正态分布。


2.2.2　检验CAPM

比较CAPM导出的式（2.2）和简单线性回归模型式（2.4），CAPM蕴含的零假设是截矩项等于0，对于单个资产，即：
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对所有的资产而言，即：
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单资产检验

如果只考虑单个资产i，在经典线性回归模型的假设条件下，可以用t比率统计量式（2.28）来检验CAPM，现有金融文献中大多使用这一方法。经典线性回归模型假设主要是自变量的严格外生性和扰动项独立同正态分布，详细讨论请参阅见下一小节多因子模型的估计和检验。我们将单资产的CAPM检验步骤总结如下：

（1）用OLS估计市场模型式（2.4），得到αi
 的估计值[image: alt]
 ；

（2）利用式（2.28）计算检验αi
 ＝0的t比率统计量；

（3）确定显著性水平，比较t比率统计量与对应的t分布或大样本下标准正态分布分位数或计算检验的p值，作出统计推断。t比率统计量和相应的p值一般统计软件都会自动报告。

多资产的联合检验

如果同时考虑N个资产，那么CAPM蕴含的零假设是：

[image: alt]


即，所有的α同时等于0。

为什么需要联合检验呢？第一，单资产检验时不拒绝H0
 （即对于任意i不拒绝αi
 ＝0）并不意味着所有资产的α值都同时等于0。由于数据的协方差结构，联合检验的零假设并不是单独检验的简单加总。第二，在联合检验的零假设成立时，也并不意味着对所有的单资产检验的零假设成立。由于取样的随机性，即使不拒绝联合检验的零假设，也可能会有少量的α在单资产检验中显著不等于0。在这种情况下，如果我们只采用单资产检验，就作出了错误的统计推断。

为了叙述的简便，下面我们使用矩阵符号与矩阵运算。对于矩阵符号与矩阵运算不熟悉的读者请参阅Greene（2005）或苏良军（2007）。把N种资产的超额收益率合起来记为一个向量：

Zt
 ＝（Z1t
 ，…，ZNt
 ）┬
 ，　t＝1，…，T

并假设（Zt
 ，t＝1，…，T）服从独立同分布（iid）的多元正态分布，记为：

Zt
 ～iid[image: alt]
 （μ，∑）

其中，μ为均值向量，∑为方差―协方差矩阵。把单个资产对市场组合的回归方程垒加起来，并作一些额外的假设以便导出检验统计量的分布：

[image: alt]


其中，α＝（α1
 ，…，αN
 ）┬
 ，β＝（βn
 ，…，βN
 ）┬
 ，∈t
 ＝（∈1t
 …，∈Nt
 ）┬
 。这一模型称为多变量线性回归模型
 ，在金融学文献中也称为多变量市场模型
 。

可以用上一小节介绍的OLS方法来估计市场模型式（2.9）的参数。因为这里假设了Zt
 服从正态分布，所以也可以用极大似然估计（MLE）来求出参数的估计值。关于MLE的详细讨论，可以参阅苏良军（2007）。下面我们介绍MLE的过程。

在给定Zmt
 的条件下，Zt
 的密度函数为：
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因为Zt
 是独立同分布的，所以它们的联合密度函数为：
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对数似然函数为：

[image: alt]


最大化对数似然函数L（α，β，∑）的一阶条件为：

[image: alt]


求解对数似然函数最大值的一阶条件，得到参数的极大似然估计值：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


用MLE估计市场模型的参数得到的结果和OLS是一样的。市场模型估计量［[image: alt]
 ┬
 ，[image: alt]
 ┬
 ］┬
 的渐近方差―协方差矩阵（Greene，2005）为：

[image: alt]


其中，μm
 ＝E［Zmt
 ］，[image: alt]
 ＝Var［Zmt
 ］。

我们可用样本值[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 分别代替总体值μm
 、[image: alt]
 、∑来估计以上渐近方差—协方差矩阵，其中，[image: alt]
 与[image: alt]
 分别为式（2.10）和式（2.12）。
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估计模型的参数之后，下面我们来构造CAPM的多资产联合检验，此时零假设和备择假设分别是：

H0
 ：α＝0，H1
 ：α≠0

有三种渐近等价的检验方法：Wald检验、似然比（LR）检验和Lagrange乘子（LM）检验。Wald检验只需要估计无限制模型，LM检验只需要估计限制模型，而LR检验对限制模型和无限制模型都需要进行估计。所谓的限制模型是指在原模型式（2.9）中加入零假设限制α＝0后的模型，无限制模型就是原模型式（2.9）。下面我们具体介绍三种检验方法：

（1）Wald检验。Wald检验统计量由下一节中的式（2.29）给出。具体到模型式（2.9），我们令式（2.29）中的r＝0，矩阵为：

[image: alt]


其中，I为N×N的恒等矩阵，O为N×N的零矩阵。由参数估计量的渐近方差―协方差矩阵式（2.15），我们有α的渐近方差―协方差矩阵为：

[image: alt]


Avar［[image: alt]
 ］一个非常自然的相合估计是：
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其中，[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 分别由式（2.10）、式（2.11）、式（2.14）、式（2.16）和式（2.12）给出。将[image: alt]
 ，Avar［[image: alt]
 ］代入式（2.29），我们可以得到Wald检验统计量：
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Wald检验是大样本检验，Gibbons、Ross和Shanken（1989）给出了F检验统计量精确的有限样本分布：

[image: alt]


上述检验的直观含义是，如果零假设α＝0成立，那么定价误差[image: alt]
 与零偏离小，因此，统计量J1
 、J2
 的值应该小。当J1
 、J2
 的值小于给定显著水平的临界值时，我们不拒绝零假设，认为CAPM成立。反之，则拒绝零假设，认为CAPM不成立。

（2）似然比检验
 。通过比较限制模型和无限制模型的对数似然函数值，我们可以得到似然比检验统计量：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 由式（2.12）给出，[image: alt]
 *
 是在限制α＝0的条件下，使用极大似然方法估计市场模型的参数时得到的估计量：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


LR检验的直观含义是，如果零假设α＝0成立，那么加上限制与否得到的参数极大似然估计值没有差别，因此，log|[image: alt]
 *
 |与log|[image: alt]
 |之间应该没有太大的差别，从而统计量J3
 的值比较小。当J3
 的值小于给定显著水平的临界值时，我们不拒绝零假设，认为CAPM成立。反之，则拒绝零假设，认为CAPM不成立。Gibbons（1982）和Stambaugh（1982）用MLE估计了模型参数并且使用了LR检验。

（3）LM检验
 。记L为非限制模型的对数似然函数，[image: alt]
 是限制模型（α＝0）中参数的极大似然估计值，那么：

[image: alt]


也就是说，S（0）是非限制模型的得分向量在α＝0和[image: alt]
 的取值。LM检验统计量为：

[image: alt]


其中，I（0）为非限制模型的信息矩阵在α＝0和[image: alt]
 的取值。

直观来说，如果零假设α＝0成立，那么L在α＝0和[image: alt]
 取到最大值，因此，一阶条件得分向量S（0）在α＝0和[image: alt]
 的取值接近零，进而LM检验统计量的值较小。当其值小于给定显著水平的临界值时，我们不拒绝零假设，认为CAPM成立。反之，则拒绝零假设，认为CAPM不成立。

关于Wald检验、LR检验和LM检验更详细的阐述，请参阅Greene（2005）。

2.3　实证例子

我们选择在上交所交易的大中小盘股票做CAPM检验的实证分析：中国石化（600028）、南方航空（600029）和文山电力（600995），括号内的数字为上市公司代码。数据时间跨度三年，即2007年1月至2009年12月，共计36个月的月度收益率数据和无风险利率数据，数据来源是CSMAR中国股票市场交易数据库，简称CSMAR。实证中用到的数据有：每只股票的收益率数据，具体是考虑现金红利再投资的月个股回报率（Mretwd），括号内为CSMAR中的字段名称；市场收益率数据具体是考虑现金红利再投资的综合月市场回报率（Cmretwdeq），市场类型为综合A股市场；无风险利率是当月第一天的月度化无风险利率（Nrrmtdt）。表2-1列出了这些数据。

表2-1　市场、个股和无风险利率月度数据：2007年1月至2009年12月
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注：此表列出了本章实证例子所用数据。其中，Rm
 是考虑现金红利再投资的综合月市场回报率，市场类型为综合A股市场；Rf
 是当月第一天的月度化无风险利率（Nrrmtdt），三只个股分别为中国石化（600028）、南方航空（600029）和文山电力（600995），其收益率是考虑现金红利再投资的月个股回报率。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

图2-3至图2-5是三只股票的OLS估计拟合直线与散点图，横轴为市场超额收益率，纵轴为个股的超额收益率。表2-2给出了CAPM的单资产时间序列检验结果：首先，截矩项α估计值的t统计量都很小，分别为-0.21、-0.37和0.08，因此，我们可以推断α与零没有显著差别，对每只股票都没有拒绝α＝0的零假设。其次，α估计值的绝对值很小，都没有超过1％。最后，拟合优度R2
 都在30％以上，最高是南方航空，达到61％。这表明市场收益率能够解释相当部分的股票收益率变动。以上单资产检验的结果支持CAPM。
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图2-3　OLS估计拟合直线与散点图：中国石化
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图2-4　OLS估计拟合直线与散点图：南方航空
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图2-5　OLS估计拟合直线与散点图：文山电力

表2-2　CAPM的单资产时间序列检验
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注：此表报告了CAPM的单资产时间序列检验结果。它基于三只在上交所交易的大中小盘股票，中国石化、南方航空和文山电力。数据时间跨度三年，2007年1月至2009年12月，共计36个月的月度收益率数据和无风险利率数据。检验的回归模型：Zi
 ＝αi
 ＋βi
 Zm
 ＋∈i
 ，i＝1，…，N，N＝3，T＝36。其中，Zm
 表示市场组合的月度超额收益率，Z1
 、Z2
 、Z3
 分别表示中国石化、南方航空、文山电力的月度超额收益率。括号内的值为标准差，**表示在1％水平显著。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

表2-3给出了CAPM的多资产时间序列联合检验结果：三个检验统计量J1
 、J2
 、J3
 的值都比较小，并且p值都很大，在80％以上。因此，我们没有拒绝α1
 ＝α2
 ＝α3
 ＝0的零假设。进而多资产的联合检验结果也支持CAPM。当然，这只是一个简单的实证练习，仅检验了一个较短时间三只股票的样本。严格地说，要检验CAPM，必须对所有的股票进行联合检验。

表2-3　CAPM的多资产时间序列联合检验
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注：此表报告了CAPM的多资产时间序列联合检验结果。我们使用的数据与表2-2相同。检验统计量，J1
 、J2
 、J3
 的计算分别根据式（2.19）、式（2.18）和式（2.20）。括号内为p值。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

评注2.5　Roll评论

请注意，我们以上实证分析用的是CSMAR综合月市场回报率作为市场收益率。对美国股市研究的金融文献中一般用S&P500指数或CRSP指数收益率作为市场收益率。Roll（1977）指出，真正的市场组合是不可观察的（比如人力资本就是不可交易的资产），实证研究中使用的是市场组合的替代物。因此，即使我们拒绝零假设α＝0，也不表示真正的市场组合不是有效资产组合，我们实际上只是拒绝了市场组合替代物的有效性。

2.4　多因子模型的估计与检验

大量的实证研究的证据表明，CAPM不是一个令人满意的资产定价模型，单单市场组合收益率还不足以解释众多股票的收益率。因此研究者致力于在CAPM的基础上发展多因子模型。多因子模型最一般的框架是Ross（1976）的套利定价理论（APT）
 。本小节我们首先阐述APT的一般形式，然后介绍一些具体的多因子模型。

套利定价理论假设资产的收益率由K个因子生成，即：

Ri
 ＝ai
 ＋b1，i
 f1
 ＋…＋bK，i
 fK
 ＋∈i


记bi
 ＝（b1，i
 ，…，bK，i
 ）┬
 ，f＝（f1
 ，…，fK
 ）┬
 ，我们将它写成如下形式：
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其中，f是K个因子组成的列向量，对所有的资产都相同；Ri
 是资产i的收益率；ai
 是截距项；bi
 是K维列向量，称为资产i对因子的敏感度向量；∈i
 ，i＝1，…，N称为扰动项，它们的方差小于等于一个有限的数σ2
 。

Ross（1976）证明，在完全竞争和无摩擦的市场，若市场不存在套利机会，资产的期望收益率与风险因子之间有如下近似的等式关系：
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其中，μ是N维的期望收益率向量，它的元素是μi
 ≡E［Ri
 ］，i＝1，…，N；ι＝［1，…，1］┬
 ；λ0
 称为零贝塔参数，若存在无风险资产，它则等于无风险利率；B＝（b1
 ，…，bN
 ）┬
 ，是一个N×K矩阵；λK
 ≡（λ1
 ，…，λk
 ）┬
 称为风险因子对应的风险溢价向量。在（2.22）中，B度量的是资产收益率对所有风险因子的负载，BλK
 是单个资产的风险溢价。此外，CAPM可以作为APT的一个特例而导出，即模型中只有唯一的风险因子，也就是市场组合的超额收益率。

2.4.1　常用的多因子模型

CRR宏观经济变量模型

Chen、Roll和Ross（1986）用宏观经济变量来解释资产收益率的变化，建立如下模型：

Z＝α＋βMP
 MP＋βDEI
 DEI＋βUI
 UI＋βUPR
 UPR＋βUTS
 UTS＋∈

其中，Z是资产的超额收益率，MP是工业产值增长率，DEI是期望通货膨胀率的变化，UI是实现的通货膨胀率与期望通货膨胀率之差，也称为出乎意料的通货膨胀率，UPR是Baa级债券与长期国债收益率之差，也称为风险溢价，UTS是长期国债与短期国债收益率之差，也称为期限结构的斜率。这一模型就是根据APT的思想发展而来。

Fama-French三因子模型

Fama和French（1996）用三个资产组合的收益率作为因子来解释所有资产收益率的变化：

Z＝α＋βm
 Zm
 ＋βs
 SMB＋βh
 HML＋∈

其中，Z是资产的超额收益率，Zm
 是市场组合的超额收益率，SMB是市值小的资产组合与市值大的资产组合收益率之差，HML是高B/M（账面值／市值）比率资产组合与低B/M比率资产组合的收益率之差。他们的实证结果表明，除惯性（momentum）之外，三因子模型能解释许多其他CAPM不能完全解释的因素。Fama和French认为他们的三因子模型与Merton（1973）的跨期CAPM和APT的思想是一致的。由于这一模型脱胎于他们对CAPM的实证检验研究，因此可以看做是CAPM的拓展与改进。

Carhart四因子模型

Carhart（1997）在Fama-French三因子模型的基础上加入第四个因子，即惯性来解释资产收益率，并用来评价基金的业绩：

Z＝α＋βm
 Zm
 ＋βs
 SMB＋βh
 HML＋βp
 PR1YR＋∈

前三个因子与Fama-French三因子模型相同，第四个因子PR1YR是前一年收益率最高的股票组成的资产组合与前一年收益率最低的股票组成的资产组合收益率之差，也称为惯性组合的收益率
 。

其他多因子模型

Carhart的四因子模型还可以加上流动性因子成为五因子模型。还有一些运用统计方法从股票收益率提取得到因子的模型，如Chamberlain和Rothschild（1983）、Connor和Korajczyk（1988）等。

因子构造

风险因子可以是能够直接观察的经济变量，如Chen、Roll和Ross（1986）中的宏观经济变量。但大多数因子不可直接观察得到，需要通过其他变量构造，如Fama和French（1996）构造的SMB、HML因子和Carhart（1997）构造的惯性因子。

具体来说，SMB和HML的构造如下：在每年的6月底，依市值的中位数将所有股票分成两个组合：小盘股和大盘股；依B/M比率从大到小，分位点为第30个百分位和第70个百分位，将所有股票分成三个组合：价值股、中性股和成长股；通过上述独立排序（参阅本书第三章第3.2节排序分析），我们构造6个投资组合：小盘价值股（SV）、小盘中性股（SN）、小盘成长股（SG）、大盘价值股（BV）、大盘中性股（BN）和大盘成长股（BG）；SMB就是三个小盘股资产组合的平均收益率与三个大盘股资产组合的平均收益率之差，即：
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HML就是两个价值股的平均收益率与两个成长股的平均收益率之差，即：
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惯性因子PR1YR或UMD的构造如下：每个月按市值排序，依中位数将所有股票分成两个组合：小盘股和大盘股；按前2～12个月的收益率排序，分位点为第30个百分位和第70个百分位，将所有股票分成三个组合：高收益率股、中收益率股和低收益率股；通过上述独立排序，我们构造6个投资组合：小盘高收益率股（SU）、小盘中收益率股（SM）、小盘低收益率股（SD）、大盘高收益率股（BU）、大盘中收益率股（BM）和大盘低收益率股（BD）；UMD就是两个高收益率股组合的平均收益率与两个低收益率股组合的平均收益率之差，即：
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更具体的构造过程可以参阅Fama和French（1996），Fama和Carhart（1997）的原文。French构造的因子数据可以在French的个人主页（http://mba.tuck.dartmouth.edu/pages/faculty/ken.french/index.html）上下载，该网站上也包括因子构造过程的详细说明。

2.4.2　多因子模型的最小二乘估计

当描述资产收益率变动的因子有两个或两个以上时，我们需要多元线性回归模型（为简化符号，我们省略了表示特定资产的下标i）：
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上述模型有K个自变量，f1
 ，…，fK
 ，上一小节介绍的简单回归模型是K＝1的特殊形式，并且唯一的自变量是市场组合超额收益率Zm
 。假设观察到T个样本，即：
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多元线性回归模型的分析需要使用矩阵符号和矩阵代数运算。记做：
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等式（2.27）可以写成：

Zt
 ＝[image: alt]
 β＋∈t
 ，　t＝1，2，…，T

记做：
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最终可以把等式（2.27）写成紧凑的矩阵形式：

Z＝Xβ＋∈

OLS估计

模型参数估计与假设检验的实施需要一些前提假设，经典线性回归模型的假设有以下几条（Greene，2005）：

第一，不存在多重共线性：矩阵X的秩等于K＋1。

第二，严格外生性：E［∈|X］＝0。

第三，条件同方差与无自相关性：E［∈ ∈′|X］＝σ2
 I。

第四，正态性：∈|X～N［0，σ2
 I］。

其中，I是T×T的恒等矩阵，即对角线元素全为1，其他元素全部等于0的矩阵。

经典多元线性回归模型中，需要估计的未知参数有β≡（α，β1
 ，…，βK
 ）和∈t
 的方差σ2
 。与简单回归模型一样，多元线性回归模型最常用的参数估计方法是普通最小二乘（OLS）估计，即选择一个[image: alt]
 ，使所有残差et
 ≡Zt
 －[image: alt]
 [image: alt]
 的平方和达到最小：
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通过一阶条件求解得到：
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 ＝（X┬
 X）-1
 X┬
 Z

这样得到的估计量[image: alt]
 称为β的OLS估计量。

∈t
 的方差σ2
 的OLS估计是指：
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OLS估计量有很多良好的统计性质。我们列举OLS的有限样本性质如下，具体证明请参阅Greene（2005）或苏良军（2007）：

（1）无偏性：在第一、第二假设条件下，E［[image: alt]
 |X］＝β。

（2）在第一至第三假设条件下，Var［[image: alt]
 |X］＝σ2
 ·（X┬
 X）-1
 。

（3）在第一至第三假设条件下，OLS估计量在线性无偏估计量中是有效的，即对任意其他关于Z线性的无偏估计量[image: alt]
 ′，Var［[image: alt]
 ′|X］≥Var［[image: alt]
 |X］。

（4）在第一至第三假设条件下，s2
 是σ2
 的无偏估计：E［s2
 |X］＝σ2
 。

对于统计推断来说，估计参数的方差非常重要。由以上性质2，β的方差―协方差矩阵Var［[image: alt]
 |X］一个非常自然的估计量是：
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正态分布下的假设检验

经典线性回归模型中的正态性假设可以使我们得到很多检验统计量具体的有限样本分布。常用的检验统计量有t比率和F比率统计量。

（1）t比率：在第一至第四假设条件下，检验H0
 ：βk
 ＝[image: alt]
 k
 的t比率统计量：
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服从自由度为T－K－1的t分布，t（T－K－1）。

（2）F检验：在第一至第四假设条件下，检验H0
 ：Rβ＝r（R是秩等于r的#r×K矩阵，#r表示列向量r的维度，即限制条件个数）的F比率统计量：
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服从自由度为#r和T－K－1的F分布，F（#r，T－K－1）。

大样本的假设检验

回归模型如果不满足正态性假设，那么t统计量和F统计量的有限样本性质很难得到，此时的统计推断需要引入大样本理论，即样本数趋于无穷大时统计量的性质。

假设我们知道了参数β的相合估计量b，渐近方差―协方差矩阵的一个相合估计量[image: alt]
 ，那么有：

（1）在零假设H0
 ：bk
 ＝[image: alt]
 k
 条件下，渐近t统计量为：
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（2）在零假设H0
 ：Rβ＝r条件下，Wald统计量为：
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2.4.3　多因子模型的检验

单资产检验

若只考察一个资产，与CAPM类似，多因子模型蕴含的零假设是市场模型式（2.26）的截矩等于0，即：

H0
 ：α＝0

因此，在线性回归模型的经典假设条件下，可以用t比率统计量［见式（2.28）］来检验多因子模型。

多资产联合检验

若同时考察N个资产，每个资产对应市场模型：

Zit
 ＝αi
 ＋[image: alt]
 f1t
 ＋…＋[image: alt]
 fKt
 ＋∈it
 ，　i＝1，…，N

多因子模型蕴含的零假设是所有的αi
 （i＝1，…，N）都等于0，即：

H0
 ：α1
 ＝α2
 ＝…＝αN
 ＝0

在市场模型满足线性回归模型经典假设条件下，Gibbons、Ross和Shanken（1989）构造了精确的F统计量来检验多因子模型：
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其中，
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当然，与单因子模型类似，MLE同样可以用于估计多因子模型，Wald检验、LR检验和LM检验同样能够应用于多因子模型的检验。

本章回顾

主要概念

资本资产定价模型（CAPM）　套利定价理论（APT）　风险因子　最小二乘法（OLS）　参数估计　统计检验　单资产检验　多资产联合检验

主要结果

1．对单个资产而言，CAPM与其他多因子资产定价模型的时间序列含义是资产的阿尔法（α）等于0。

2．对多个资产而言，CAPM与其他多因子资产定价模型的时间序列含义是多个资产的阿尔法（α）同时都等于0。

3．对于回归方程：

Zt
 ＝α＋βZmt
 ＋∈t
 ，　t＝1，…，T

有以下结果成立：

（a）如果Cov［Zmt
 ，∈t
 ］＝0，那么参数α和β的OLS估计是相合的；

（b）如果E［∈t
 |Zmt
 ］＝0，那么参数α和β的OLS估计是无偏的。

4．在回归模型满足经典假设条件时，CAPM的单资产时间序列检验可以利用t比率统计量来检验零假设H0
 ：α＝0。

5．若N个资产的超额收益率向量Zt
 服从独立同分布的多元正态分布，CAPM的多资产时间序列联合检验可以有Wald检验、F检验、似然比检验和LM检验等，零假设是H0
 ：α1
 ＝α2
 ＝…＝αN
 ＝0。其中，F检验有精确的有限样本分布，其余的检验是大样本的渐近分布。

6．Ross（1976）多因子模型是在套利定价理论（APT）的基础上发展起来的。在金融文献中，常见的多因子模型有CRR宏观经济变量模型、Fama-French三因子模型、Carhart四因子模型等。

习题

1．给定资产i的CAPM，

E［Ri
 ］－Rf
 ＝βim
 （E［Rm
 ］－Rf
 ）

请解释βim
 ，E［Rm
 ］－Rf
 和E［Ri
 ］－Rf
 的含义。

2．给定资产i以下形式的CAPM，

Zi
 ＝βim
 Zm
 ＋∈i


其中，Zi
 ＝Ri
 －Rf
 ，Zm
 ＝Rm
 －Rf
 。证明：

（a）Cov［Zm
 ，∈i
 ］＝0。

（b）Var［Zi
 ］＝[image: alt]
 Var［Zm
 ］＋Var［∈i
 ］。并解释等式右边两项各自的含义。

3．给定股票i的市场模型，

Zit
 ＝αi
 ＋βi
 Zmt
 ＋∈it
 ，　t＝1，…，T

假设你根据股票i和市场指数收益率的历史数据得到了参数估计[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 和R2
 。

（a）解释以上估计量的统计含义；

（b）解释以上估计量的金融含义。

4．表2-4是5只在上交所上市交易股票的三年期月度收益率：

（a）分别对每只股票估计市场模型并解释参数估计值[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 和R2
 的统计与金融含义，其中i＝1，…，5。

（b）分别对每只股票检验H0
 ：αi
 ＝0，其中i＝1，…，5。

（c）对所有股票作联合检验，H0
 ：α1
 ＝α2
 ＝…＝α5
 ＝0。

表2-4　市场收益率、无风险利率和股票收益率
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注：五只股票为上海汽车（600104）、钱江水利（600283）、昆明制药（600422）、工商银行（600398）和栖霞建设（600533）。数据说明与表2-1相同。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。此表数据可以在作者的个人主页（http://www.u.arizona.edu/～gjiang/）上下载。





第三章　资产定价模型的横截面估计与检验





上一章我们重点介绍了资产定价模型的时间序列含义以及对这些含义的实证检验方法。最重要的时间序列含义是，如果资产定价模型能够完全解释资产的期望收益率，那么不能解释的部分（α）应该等于0，即α＝0。本章我们的重点是资产定价模型的横截面含义及对此含义的实证检验。需要强调的是，资产定价模型的核心是风险因子。例如，CAPM就把市场组合的收益率作为唯一的风险因子。识别好风险因子之后，风险资产的期望收益率就可以表示成与风险因子对应的风险溢价之和。某一风险因子的负荷，即β系数，度量了对应此风险因子的风险大小。β值越高，资产的系统风险越大，因此，对应的风险溢价也越高。

本章我们重点介绍CAPM的横截面含义及对此含义的实证检验。在CAPM中，β系数度量了单个资产的市场风险或系统风险。另外，在CAPM的框架下，市场风险是唯一的系统风险因子，因此，它完全解释了资产的期望收益率。换句话说，如果某资产比另一资产具有更高的市场β值，那么CAPM的含义是此资产比后一资产具有更高的期望收益率。我们介绍两种方法来检验CAPM的横截面含义。第一种方法是排序法，第二种方法是Fama-MacBeth回归法。它们都是在金融研究中经常使用的研究方法。它们的应用甚至还不止于资产定价模型的检验。因此，我们将在一个比较一般的框架下介绍这两种方法。在应用部分，我们首先进行CAPM的横截面检验，然后再扩展到多变量和更一般的情况。为帮助进一步理解，在本章我们加入了一些实证例子。

3.1　CAPM的横截面含义

假设市场上有N种资产，首先回顾资本资产定价模型（CAPM）：

[image: alt]


CAPM的横截面含义是，资产的期望收益与其β值成正比。并且在β－E［R］平面上，所有资产的期望收益与β值对应的点，全部落在截距等于无风险利率Rf
 的直线上，这一直线称为证券市场线（SML）
 ，如图3-1所示。也就是说，高βi
 对应着高期望收益E［Ri
 ］。因此，对于不同的股票，β值的不同完全决定了期望收益率的不同。由于β值就是系统风险，所以SML描述了风险—收益之间的权衡关系。
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图3-1　证券市场线

以上系统风险β值与期望收益之间的权衡关系不仅对单个资产成立，而且对任意资产组合同样成立。下面我们阐明这一点。记p为一个资产组合，它持有N个资产的权重分别为{wi
 ，i＝1，…，N；[image: alt]
 ＝1}。对每一个资产有式（3.1）成立。由本书第一章计算组合收益率的公式可得到组合p的收益率为：

[image: alt]


把式（3.1）代入上式，我们有：

E［Rp
 ］＝Rf
 ＋βp
 （E［Rm
 ］－Rf
 ）

其中，βp
 ＝[image: alt]
 wi
 βi
 ，它就是单个资产β值的加权平均，权重就是对应的资产组合中的权重。βp
 衡量了组合p的系统风险。

3.2　排序分析

3.2.1　单变量排序—检验CAPM

根据CAPM的含义，β值高的资产或资产组合应该具有高的期望收益。我们现在介绍排序法检验CAPM的方法。具体步骤如下（参见表3-1）：

表3-1　单变量排序法
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注：此表描述了单变量排序检验CAPM的过程：

1．首先，在每一时期t（t＝1，2，…，T），利用前一时期t－1及此期之前的信息估计股票的β值，按照β值的大小将所有股票从低到高排序，然后计算t时期各序位股票组成的投资组合的收益率，最常用组合收益率有等权重收益率、价值权重收益率和价格权重收益率三种，计算方法参见第一章。

2．然后，计算各序位组合的平均收益率[image: alt]
 ，i＝L，…，N。

3．最后，用t比率统计量式（3.2）检验最高序位（H）组合的平均收益率[image: alt]
 H
 与最低序位（L）组合的平均收益率[image: alt]
 L
 有没有显著差别。

1．首先，我们利用时期t－1及此期之前的信息估计股票的β值，按照β值的大小将所有股票从低到高排序。按照这一排序将所有股票分配到不同的序位中去，最高序位的股票具有最高的β值，中间位股票的β值次之，依此类推，直到最低序位，其中的股票具有最低的β值。如Fama和French（1992）在每年的6月底利用前5年的股票月度收益率估计β值，按β值从低到高将所有股票分成10个序位（称为十分位）。这一过程通常称为资产组合的构造，时期t－1之前用来估计β值的信息称为资产组合构造信息，时期t－1称为资产组合构造期。

2．在资产组合构造完成后，我们接下来计算各序位股票组成的投资组合在未来的收益率，比如t时期。最常用的投资组合是等权重组合和价值权重组合，它们收益率的计算请参考第一章。这一时期通常称为投资组合的持有期。

3．在每一时期t（t＝1，2，…，T），我们都按上述步骤操作，即构造资产组合，并追踪其收益率。最后，每一序位都得到一个收益率的时间序列，如表3-1所示。由此我们可以计算各序位的平均收益率，如对最高的β序位和最低的β序位，我们有：
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4．最后，我们要对最高序位和最低序位之间的平均收益率之差进行统计检验。一般使用的统计量是t比率。如果CAPM成立，它意味着β值能够解释期望收益率的变化，那么平均收益率应该随β值的上升而增大，也就是说随组合序位的增大而增大。选择最高β值序位（H）与最低β值序位（L）的收益率时间序列构造t比率统计量：
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其中，
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t比率统计量可以用来检验零假设：
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若[image: alt]
 H
 和[image: alt]
 L
 没有显著差别，则说明β值对期望收益率没有解释能力，CAPM不成立。

需要注意的是，上述检验是基于收益率分布iid的假设之上，在本书第四章，我们将讨论违背这一假设条件时，如何作统计推断。

表3-2是Fama和French（1992）按β值排序的资产组合月平均收益率。在每年的6月底，他们使用前5年的月度收益率数据估计β值，按β值大小将股票先分入10个序位，然后再将最高和最低序位平均各分成两组，最后将所有股票分入12个序位。之所以要把最高序位平均分成两组，主要目的是表明结果的稳健性，并非由异常值导致。根据单个股票的月度收益率，他们接下来计算每个序位投资组合下一年的等权重月度收益率，然后由此计算每个序位的平均收益率。我们看到，表3-2的平均收益率并没有随β值的增大而上升，这说明CAPM在他们考察的样本期间内不成立。

表3-2　按β值排序的资产组合月平均收益率（[image: alt]
 ）

[image: alt]


注：1．本表内容取自Fama和French（1992）表II，收益率的时间跨度1963年7月至1990年12月。

2．在每年6月底，使用前5年的月度收益率数据估计β值，首先按β值由小到大排成10个序位，序位1具有最低的β值，序位10具有最高的β值，然后再把序位1和10分别均分成两个序位1A、1B和10A、10B，总共得到12个序位。

3．接下来的1年计算每个序位等权重组合月收益率，得到12个序位的月度收益率时间序列。[image: alt]
 就是整个样本期间月度收益率时间序列的平均值。

评注3.1　排序前β估计值与排序后β估计值

上面利用t时刻已知信息估计β值再进行排序，所以这样得到的β估计值称为排序前β估计值。Fama和French（1992）还估计了股票的排序后β值，具体步骤如下：第一步，在每年的6月底，首先按市值排序将股票分入10个序位，然后在每个序位内再按排序前β估计值又分成10个序位，这样把所有股票分成100个组合；第二步，计算这100个组合的等权重月收益率，获得每一个组合的月度收益率时间序列。根据这些月度收益率时间序列，可以估计得到每个组合的β值。第三步，对每个公司来说，它的β值就设定为所属组合的β值。因为这样得到的β值是根据整个样本期间数据来估计，所以这些时间序列称为排序后β估计值。

3.2.2　单变量排序——其他公司特征

金融学文献中还应用其他变量来给股票排序，考察这些变量对股票的收益率有没有解释能力，最常用的有市值（Size），账面／市值比率（B/M）等等，这些变量称为股票的特征变量。更多的特征变量请参见Fama和French（1992）、Fama和French（2008）。

表3-3是Fama和French（1992）按市值、B/M比率排序的资产组合月平均收益率。具体的做法是，在每年的6月底，根据市值和B/M比率由小到大分别将股票先分入10个序位，然后再将最高和最低序位平均各分成两组，最后将所有股票分入12个序位，计算每个序位投资组合下一年的等权重月度收益率，然后计算每个序位的平均收益率。我们看到明显的市值效应，即小股票比大股票具有更高的期望收益率，以及B/M比率效应，即高B/M比率股票（价值股）比低B/M比率股票（成长股）具有更高的期望收益率。

表3-3　按市值、B/M比率排序的资产组合月平均收益率
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组A：按市值排序
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组B：按B/M比率排序

[image: alt]


注：1．本表内容取自Fama和French（1992）表II和表IV，收益率的时间跨度1963年7月至1990年12月。

2．在每年6月底，根据市值和B/M比率由小到大分别将所有股票排成10个序位，然后再把序位1和10分别均分成两个序位1A、1B和10A、10B，总共得到12个序位。

3．接下来的1年计算每个序位等权重组合月收益率，得到12个序位的月度收益率时间序列。[image: alt]
 就是整个样本期间月度收益率时间序列的平均值。

以上介绍的收益率截面分析排序法既可以用来分析同期关系，也可以用来分析预测关系。也就是说，公司特征变量和收益率可以是同一时期，此时组合构造期与持有期重合。不过，最新的文献侧重于分析预测关系，即使用收益率实现之前的公司特征变量，组合的构造期在持有期之前。这样做的好处是实用性，预测关系的投资策略在金融市场上可实践、操作。


评注3.2
 　股票的β值是不可直接观察得到的，因此需要首先估计股票的β再进行排序分析。金融文献中一般采用t时刻之前的股票收益率数据来估计β值，然后根据这些估计值对股票进行排序。按特征变量排序也是使用t时刻已有的信息来进行排序。使用已有信息排序考察了β值和其他特征变量对股票收益率的预测能力，其最大的好处是形成了可执行的投资策略。但也有少量的金融文献使用全部数据估计出来的β值排序，如Fama和French（1992），这样做的主要目的是作为稳健性检验。


3.2.3　实证例子：上交所股票惯性效应或反转效应的实证检验

为进一步阐明排序法，本小节我们考查在上交所上市股票的惯性效应或反转效应。惯性效应
 是指过去表现好的股票（称为赢者）会继续表现好，过去表现差的股票（称为输者）会继续表现差。与惯性效应正好相反，反转效应
 是指过去表现好的股票接下来会表现差，过去表现差的股票接下来会表现好。使用美国股市收益率数据，Jegadeesh和Titman（1993）的研究显示，在考察期为3个月至12个月时，过去收益率高的股票接下来也会有高的收益率。他们把买进过去的赢者，卖空过去的输者的投资策略称为相对强度策略，往后的研究中一般称为惯性策略。惯性效应是金融文献中研究得最多、最具争议的股票收益率特征。这主要是因为惯性效应的预测变量就是过去的股票收益率，它可直接观测，并非常容易获取。

我们实证分析所用的数据是所有在上交所交易股票的月度收益率。在每一个月，首先我们计算过去1个月、3个月、6个月和12个月的累积收益率。然后，在每个月的月末，根据过去1个月、3个月、6个月和12个月的收益率，我们分别将所有股票根据过去的收益率由低到高排序，构造5个等权重投资组合。接下来持有这5个组合1个月、3个月、6个月或12个月。也就是说，我们调整组合的频率是每月1次，构造组合利用的信息分别是过去1个月、3个月、6个月或12个月的股票收益率，组合的持有期分别是1个月、3个月、6个月或12个月。

表3-4报告了以1990年1月至2009年12月作为投资组合构造期的每一分位投资组合的平均收益率。表3-4结果显示，当股票依过去1个月的收益率排序时，过去输者（第1分位股票）的表现实际上胜过了过去赢者（第5分位股票）：平均来说，过去输者的一个月持有期收益率为2.108％，然而过去赢者的一个月持有期收益率只有0.833％，它们的差是1.275％。其他3个月、6个月和12个月持有期收益率也具有同样的模式：过去输者与过去赢者的平均收益率之差分别等于1.877％、2.609％和1.058％。以上结果显示上海股市收益率具有反转特征，即过去的输者将表现好而过去的赢者将表现差。表3-4还报告了依过去3个月、6个月和12个月收益率给股票排序的结果，它们具有与过去1个月类似的反转特征。

表3-4　基于过去收益率构造的五分位投资组合的平均收益率
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注：此表报告了上海股市基于过去收益率构造的五分位投资组合的平均收益率，所用数据是所有在上交所交易股票的月度收益率，截止2010年4月。以1990年1月至2009年12月作为投资组合构造期，在每一个月，首先，我们计算过去1个月、3个月、6个月和12个月的累积收益率。然后，在每个月的月末，根据过去1个月、3个月、6个月和12个月的收益率，由低到高我们分别将所有股票排序，根据排序构造5个等权重投资组合。接下来这5个组合持有1个月、3个月、6个月或12个月。最后计算每个组合的平均持有期收益率。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

也有证据显示美国股市具有短期反转特征。具体来说，过去表现好具有高收益率的股票在紧接下来的1个月的表现变差，相反过去表现差、具有低收益率的股票在紧接下来的1个月的表现转好。为消除短期反转效应的影响，我们计算过去收益率，并利用它们在1个月后构造组合。也就是说，在每个月我们根据过去的收益率给股票排序，然后跳过1个月才开始持有组合。

表3-5报告了跳过1个月才构造投资组合的结果。我们看到，尽管反转特征有所减弱，上海股市依然没有惯性效应。以过去1个月的收益率排序为例，持有期为1个月、3个月、6个月和12个月的第1分位与第5分位投资组合的平均收益率之差（Q1－Q5）分别下降到了0.711％、0.942％、1.049％和0.914％。

表3-5　基于过去收益率（跳过1个月）构造的五分位投资组合的平均收益率
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注：此表报告了上海股市基于过去收益率（跳过1个月）构造的五分位投资组合的平均收益率，所用数据是所有在上交所交易股票的月度收益率，截止2010年4月。以1990年1月至2009年12月作为投资组合构造期，在每一个月，首先，我们计算过去1个月、3个月、6个月和12个月的累积收益率。然后，跳过1个月，在下月的月末，根据前面计算的过去1个月、3个月、6个月和12个月的收益率，由低到高我们分别将所有股票排序，根据排序构造5个等权重投资组合。接下来这5个组合持有1个月、3个月、6个月或12个月。最后计算每个组合的平均持有期收益率。

数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

3.2.4　双变量或多变量排序

CAPM的另一含义是，如果资产或资产组合的β值相等，那么它们的期望收益率相等，换句话说，β值完全能够解释股票期望收益率的横截面变化。如果除β值之外，其他特征变量仍然对股票期望收益率有解释能力，则说明CAPM不成立，我们需要多因子模型。在有两个因子的情况下，我们可以用双排序法来检验这一含义。双排序
 检验涉及到股票的β值和另一个我们想考察的特征变量，如市值、B/M比率等。在一般情况下，假设有两个变量，x1
 和x2
 。首先，双排序可以分为序贯排序与独立排序两种。

序贯排序


序贯排序
 就是在有两个变量的情况下，先后做两次单排序。与单排序类似，在t－1时刻使用已有的信息（见评注3.2），通过排序把所有的资产分配到不同的序位，然后计算投资组合的收益率，得到每一序位组合收益率的时间序列。在有两个变量x1
 和x2
 的情况下，首先要确定x1
 和x2
 的顺序。通常如果x1
 是我们要考察的预测变量，x2
 是控制变量，其顺序是先按x2
 排序，再按x1
 排序。下面我们用β值和公司市值这两个变量来阐明。与单排序不同的是，序贯排序多了一个步骤：在按β值排序把股票分成N组之后，还要按特征值的大小将每组股票再分成M组，总共得到N×M组股票。最后得到N×M个投资组合收益率时间序列。用t比率统计量检验相同β值排序的M个资产组合，看它们的平均收益率是否有显著差别。如有，则说明给定β值之后，另一特征变量仍然对股票期望收益率有解释能力，因此，单因子的CAPM不成立，需要引入多因子模型。

独立排序

在有两个变量x1
 和x2
 的情况下，独立排序
 的步骤是根据x1
 和x2
 分别排序。如果一个公司属于根据x1
 排序的第i个组合，以及根据x2
 排序的第j个组合，那么此公司就属于（i，j）组。以β值与另一公司特征变量为例，在调整组合时，首先将所有股票按β值排序获得N个分位，再将所有股票按另一特征值排序获得M个分位，最后所有股票根据这两类分位点分配成N×M个股票组合。

序贯排序和独立排序的区别

序贯排序的每一个子组基本上具有相同的公司数目。对于独立排序来说，这一点一般不成立。然而，当排序变量x1
 和x2
 独立时，序贯排序和独立排序没有区别。

双变量排序还可以推广到三个及以上的多变量排序
 ，步骤与双变量排序类似。

Fama和French（1992）使用双变量排序检验公司市值与股票β对股票平均收益率的解释能力。他们使用的数据有两类：CRSP中的非金融类上市公司的市场数据，涉及NYSE、AMEX和NASDAQ三个市场；1962—1989年Compustat中的上市公司损益表与资产负债表。他们的排序过程如下：在t年（t＝1963—1990）的6月份，将股票依市值分入10个分位，称为市值10分位；然后每一个分位的股票又根据排序前β值再分入10个分位，其中，股票的β值根据t年6月份之前2～5年（如果数据可得）的月度收益率数据估计得到；这样形成100个投资组合，每年调整组合1次，计算等权重收益率，最后计算组合收益率时间序列的均值。

表3-6是Fama和French（1992）按市值和β值两个变量进行序贯排序的结果。我们看到，市值与平均收益率之间趋于负向关系。但是，对于给定的市值分位，β值对股票的平均收益率没有解释能力。

表3-6　先按市值（ME）再按β值序贯排序的资产组合月平均收益率
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注：1．本表内容取自Fama和French（1992）表I，收益率的时间跨度为1963年7月至1990年12月。

2．他们使用的数据有两个来源：CRSP中的非金融类上市公司的市场数据，涉及NYSE、AMEX和NASDAQ三个市场；1962—1989年COMPUSTAT中的上市公司损益表与资产负债表。

3．排序过程如下：在t年（t＝1963—1990）的6月份，将股票依市值首先分入10个分位，称为市值10分位；其次每一个分位的股票又根据排序前β值再分入10个分位。其中，股票的β值根据t年6月份之前2～5年（如果数据可得）的月度收益率数据估计得到；这样形成100个投资组合。每年调整组合1次，计算等权重收益率，最后计算组合收益率时间序列的均值。

3.3　Fama-MacBeth回归

我们看到排序法的优点是简单直观、容易计算，但是推断变量对期望收益率的边际贡献则比较困难。而多元回归正是为了处理这一情况而设计的，它还能检验收益率与预测变量之间关系的函数形式。金融学文献中应用最多的横截面回归检验是Fama和MacBeth（1973）提出的方法：在每一时期作一个横截面回归，并记录每一期的系数估计值。由此我们得到回归系数估计量的一个时间序列。根据此时间序列，我们再用t比率进行有关假设检验。

3.3.1　Fama-MacBeth回归—检验CAPM

首先我们假定对任意给定时期t和不同的资产i，CAPM成立：

E［Ri
 ］＝Rf
 ＋βi
 （E［Rm
 ］－Rf
 ）

对于以上模型，如果我们设定以下的横截面回归模型：
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那么对上式两边取期望，得到CAPM的横截面含义是：
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在横截面层面上，Fama和MacBeth（1973）考虑了CAPM的三个可检验的含义：

假设1：任意资产（或资产组合）的期望收益是其系统风险β值的线性函数；

假设2：β值完全刻画了资产的系统风险，加入其他变量对期望收益没有影响；

假设3：高风险对应高的期望收益，即E［Rm
 ］－Rf
 ＞0。

为检验以上三个假设，最简单的是考察以下回归方程：

[image: alt]


其中，si
 是一个β值未能解释的风险度量指标，往往称为公司特有或特质风险；[image: alt]
 反映了可能存在的βi
 的非线性特征。

具体到回归方程式（3.4），CAPM可检验的含义是：

假设1：线性：E［γ2t
 ］＝0；

假设2：β值完全刻画了系统风险：E［γ3t
 ］＝0；

假设3：风险与期望收益之间的正向权衡关系：E［γ1t
 ］＞0。

Fama和MacBeth（1973）估计的具体回归方程是：
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其中，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是利用t时刻之前的数据估计得到的资产组合p的β估计值和残差项标准差的估计值。

Fama-MacBeth回归检验CAPM的步骤如下：

1．在每一时刻t（t＝1，…，T），以Rpt
 为因变量，[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 作为自变量估计回归方程式（3.5），每一个回归系数得到一个估计值的时间序列：

（[image: alt]
 i1
 ，[image: alt]
 i2
 ，…，[image: alt]
 iT
 ），　i＝1，2，3

2．根据系数估计值的时间序列计算以下的t比率：
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检验假设1、假设2和假设3的三个零假设。

为减轻回归方程式（3.5）中自变量β值是估计而得产生的变量误差的问题，他们将样本区间分成若干个滚动的分析周期。每一分析周期分成三段，前七年称为组合构造信息期。首先，使用这七年的数据估计股票的β值，然后，按β值从低到高排序，将所有股票分成20个投资组合。接下来5年时间的数据用来计算回归方程式（3.5）中的自变量，如重新估计每只股票的β值，将组合内股票的β值估计平均就得到该组合β值的估计。在每个分析周期的最后4年，每月估计下面的回归方程一次：
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分析周期每年滚动一次，最后每个回归系数都得到一条估计值的时间序列。Fama和MacBeth（1973）用这些估计值的时间序列来检验CAPM的三个含义。总的来说，他们的检验结果没有拒绝CAPM对期望收益率的三个含义：整个样本[image: alt]
 1
 的t值为2.57，支持期望收益率与β值之间的正向关系；[image: alt]
 2
 的t值较小，没有拒绝模型的线性关系；[image: alt]
 3
 的t值较小，没有拒绝公司特质风险对期望收益率没有系统影响的零假设。

评注3.3　贝塔值的估计与变量误差问题

由于资产的β值是不可直接观察的，所以需要先估计出β值，再代入回归方程式（3.4）进行估计。这样的话，由于β值是估计出来的，与真实的β值之间存在误差，这一问题即所谓的变量误差（Error-in-Variable）问题。其结果是β的系数估计值，即式（3.3）中的γ1t
 ，会下偏，截矩的估计值，即式（3.3）中的γ0t
 ，会上偏。一般处理这一问题的方法是利用投资组合的β估计值。其目的是减少β估计值的误差。但是这一处理方法的不足是，当投资组合扩大时，其β值会趋向于1，这样就会降低实证分析的统计功效。

3.3.2　Fama-MacBeth回归—其他公司特征

前文提及，还有其他与股票收益率有关的公司特征变量。如果要考察一些公司特征变量对期望收益率是否有解释能力，则可以直接把感兴趣的特征变量加入回归方程，然后再利用Fama-MacBeth回归的两个步骤进行检验。如Fama和French（1992）考察的变量有β值、市值（ME）、账面／市值比率（B/M）、盈利／市价比率（E/P）等等。在最近的一篇文章中，Fama和French（2008）考察了更多的变量，除市值和账面／市值比率之外，还包括惯性、股票净发行量、应计项目等。

下面我们以Fama和French（1992）为例，进一步阐述Fama-MacBeth回归在金融中的应用。Fama和French（1992）的回归方程是：
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其中，R为股票月度收益率，其来源是CRSP数据库，β为排序后β值，ME为公司市值，BE为公司普通股账面价值加上递延税项，A为公司总账面资产，E为公司盈利。在回归方程中，BE、A和E是公司日历年t－1之前的最新会计年度末之值，会计比率（BE/ME、A/ME）采用t－1年12月的ME为底，ln（ME）是t年6月份的值；如果盈利为正，E（＋）/P为盈利与市价的比率，E/P虚拟变量等于0；如果盈利为负，E（＋）/P等于0，E/P虚拟变量等于1。以上这些解释变量与t年7月到t＋1年6月的CRSP月度收益率匹配作回归。会计数据与收益率之间的时差保证了会计数据在收益率数据之前已经获得。

表3-7的结果显示，收益率与β值之间没有显著的关系，收益率对β值单变量回归的系数估计值等于0.15，t统计量只有0.46，不能拒绝回归系数等于0的零假设。在加入变量ln（ME）作回归后，β的回归系数的估计值甚至符号为负，t统计量仍然较小，同样不能拒绝回归系数等于0的零假设，这说明β值对股票收益率没有解释能力。与此相对应的是，收益率与市值有显著的负向关系，与BE/ME比率为显著的正向关系：单变量回归结果中，ln（ME）回归系数的估计值为-0.15，t统计量等于-2.58，ln（BE/ME）回归系数的估计值为0.50，t统计量等于5.71，它们都显著异于0。收益率对ln（ME）和ln（BE/ME）同时作回归依然没有改变它们各自回归系数的符号和显著性，加入其他特征变量的回归结果仍然如此。另外，当市值与BE/ME加入回归方程后，E/P与杠杆比率指标对收益率的影响被吸收。

表3-7　多变量Fama-MacBeth回归结果
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注：1．本表内容取自Fama和French（1992）表III，收益率的时间跨度为1963年7月至1990年12月。

2．回归的因变量为股票的月度收益率，自变量在表中第一行列出，β为排序后β值，ME为公司市值，BE为公司普通股账面价值加上递延税项，A为公司总账面资产，E为公司盈利。在回归方程中，BE、A和E是公司日历年t－1之前的最新会计年度末之值，会计比率（BE/ME、A/ME）采用t－1年12月的ME为底，ln（ME）是t年6月份的值；如果盈利为正，E（＋）/P为盈利与市价的比率，E/P虚拟变量等于0；如果盈利为负，E（＋）/P等于0，E/P虚拟变量等于1。以上这些解释变量与t年7月到t＋1年6月的CRSP月度收益率匹配作回归。会计数据与收益率之间的时差保证了会计数据在收益率数据之前获得。

3．每月做一次回归，得到斜率的一个时间序列，表中估计值为回归斜率的平均值，括号内此平均值除以时间序列的标准差得到的t统计量。

评注3.4　排序法与Fama-MacBeth回归的比较

（1）排序法的优势：排序法是非参数法，它没有函数形式的假设，因此它可以发现不同组之间的非线性关系。

（2）排序法的不足：因为观测值在每个组内平均，所以排序法体现不出组内的变量特征；特别是当变量的数目增加时，序贯排序与独立排序都变得非常繁琐。

（3）Fama-MacBeth回归的优势：回归可以容易地处理多变量情形，而且每一个观测值在模型按拟合时都起到作用。

（4）Fama-MacBeth回归的不足：回归模型具有特定的函数形式，因此，模型可能不正确。比如说，大部分的金融模型都是线性的，但金融变量之间的关系有可能是非线性的。当模型设定错误时，统计推断很有可能是错误的。

本章回顾

主要概念

β值　风险溢价　单变量排序　双变量序贯排序　双变量独立排序　Fama-MacBeth回归　变量误差问题（EIV）

主要结果

1．CAPM的横截面含义是，资产的β值越高，那么其期望收益率越高。

2．CAPM中的β系数不可直接观测，必须利用历史数据来估计。

3．在线性回归模型中，如果观测到的解释变量带有测量误差，将导致变量误差问题（EIV）。其影响是解释变量的系数估计值将偏向零。

4．排序法的优点有，它是非参数法，没有函数形式的假设，因此它可以发现不同组之间的非线性关系。其主要缺点有：因为观测值在每个组内平均，所以排序法体现不出组内的变量特征；特别是当变量的数目增加时，序贯排序与独立排序都变得非常繁琐。

5．Fama-MacBeth回归方法的优点是可以容易地处理多变量情形，而且每一个观测值在模型拟合时都起到作当模型设定错误时，统计推断很有可能是错误的。用。其主要缺点是回归模型具有特定的函数形式，

习题

1．讨论资产定价模型的横截面含义。解释为什么在CAPM中，具有较高β值的资产其期望收益率也较高。

2．（变量误差问题）假设作以下回归：

y＝a＋bx＋∈

但是y和x的观测值有测量误差，即你只能观测到[image: alt]
 和[image: alt]
 ，其中，

[image: alt]
 ＝y＋ey
 ，[image: alt]
 ＝x＋ex


（a）使用[image: alt]
 作以上回归的影响是什么？它是否导致了有偏的b估计值？

（b）使用[image: alt]
 作以上回归的影响是什么？它是否导致了有偏的b估计值？

3．讨论排序法与Fama-MacBeth回归法的主要区别，详细讨论每种方法的优点和缺点。

4．表3-8给出了2008年1月至2008年12月10只美国股票的月度收益率和市值数据。请检验假设：平均来说，小公司股票要比大公司股票具有更高的收益率。也就是说，公司市值与股票收益率成反比。

表3-8　10只美国股票的月度收益率和市值　单位：百万美元
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注：此表数据可以在作者的个人主页（http://www.u.arizona.edu/～gjiang/）

（a）运用排序法检验这一假设。具体做法是，首先在每一个月依市值将股票排序分成5个序位（每一序位有两个公司），计算每一序位股票的平均收益率，然后计算每一序位平均收益率时间序列（12个月）的均值，最后比较不同序位的收益率均值，讨论你所得到的结果。

（b）运用Fama-MacBeth回归检验这一假设。具体做法是，首先在每一个月用股票收益率对公司市值作回归，记录回归系数的估计值。然后，计算12个月系数估计值的均值。基于系数估计值的均值，讨论你所得到的结果。

（c）再次运用Fama-MacBeth回归检验这一假设。但此时在每一个月将股票收益率对公司市值的自然对数（即ln（ME））作回归，并记录回归系数的估计值。研究者在回归中经常使用ln（ME）的原因是市值的观测值往往会出现异常值，取对数之后可减轻异常值的影响。接下来，计算12个月系数估计值的均值。基于系数估计值的均值，讨论你所得到的结果。

（d）讨论（b）和（c）结果的差异，并回答：为什么你在（b）和（c）中会得到不同的结果？它说明了Fama-MacBeth回归的什么问题？





第四章　面板数据模型与方差估计





从前面的第二章和第三章我们看到，金融数据同时具有时间和截面结构。二者结合起来便是面板数据结构。本章将要阐述面板数据模型的各种设定形式以及它们的估计方法。在金融与会计研究文献中，有多种估计方法可以用来处理面板数据，如混合回归、Fama-MacBeth回归等。

面板数据模型的优势在于它能把我们第二章介绍的资产定价模型时间序列含义与第三章介绍的横截面含义联合起来进行检验。更为重要的是，面板数据模型能综合考虑数据时间序列方向的自相关结构与公司方向的协方差结构。这两种数据结构对资产定价模型的统计推断非常重要，因为正确的统计推断需要使用精确和稳健的标准差估计量，而要得到精确和稳健的标准差估计量必须考虑数据的自相关结构与协方差结构。本章我们重点介绍两种在金融中经常使用的面板数据模型估计方法，混合回归与Fama-MacBeth回归，以及几种标准差估计量，如Fama-MacBeth回归中的Fama-MacBeth标准差估计量、Hansen-Hodrick标准差估计量和Newey-West标准差估计量，面板数据模型中的OLS标准差估计量、White标准差估计量、Newey-West标准差估计量、公司集聚标准差估计量、时间集聚标准差估计量和公司与时间双重集聚的标准差估计量等。我们还将讨论这些估计量适用的具体假设条件，并提供它们在金融中应用的实证例子。

4.1　面板数据模型

4.1.1　资产定价模型的面板结构

如果我们在每一时刻t（t＝1，…，T）观察到N个资产的收益率，Rit
 ，i＝1，…，N，并且知道系统风险βit
 （前文提及，βit
 不可直接观察获得，一般用t时刻以前的信息估计，我们记这一估计值为[image: alt]
 it－1
 ），那么最基本的CAPM横截面检验就是估计以下简单回归方程：

[image: alt]


CAPM的横截面含义就是γ1
 大于0。Rit
 的数据具有如下结构：

[image: alt]


注意到在以上数据结构中，在每一时刻t都具有相同个数（N）的观察值，并且对任意i具有相同的T期数据。我们把这一数据结构称为平衡的面板数据
 。数据βit
 也具有相同的结构：

[image: alt]


如果观察值个数不尽相同，我们把这样的数据结构称为非平衡的面板数据
 ，比如：

[image: alt]


具体来说，对不同时期，公司的数目可能不同；对不同公司，它们的样本区间可能不一样。

相比横截面数据或时间序列数据，面板数据的一大优势是它使研究者在为不同公司间或不同时期的差异建模时具有更大的灵活性。下面我们介绍两种常用的面板数据模型设定，固定效应与随机效应的面板数据模型。在对它们的讨论中，我们都假设外生性条件：E［∈it
 |xi1
 ，…，xiT
 ］＝0。

4.1.2　固定效应

固定效应的面板数据模型是金融实证中的常用模型。值得指出的是，在模型中也可以将其他变量，如股票市值、B/M比率和惯性等，加入回归方程来检验CAPM或检验其他变量对收益率是否有预测作用。以下模型设定中，我们继续把Rit
 作为因变量，但是为体现一般性，我们记xit
 为自变量。

固定效应的面板数据模型是指如下设定：

Rit
 ＝αi
 ＋γxit
 ＋∈it
 ，　i＝1，…，N；t＝1，…，T

如果我们把αi
 看成一个待估计的参数，则αi
 称为“公司固定效应”。“固定”这一名称源于对公司i来说，αi
 不随时间变化。公司固定效应体现了公司与公司之间的差别。在金融中，固定效应也通常称为“公司效应”或“产业效应”。固定效应模型通常的处理方法是加入公司虚拟变量或产业虚拟变量。

固定效应也可以体现在时间上，如：

Rit
 ＝γt
 ＋γxit
 ＋∈it


如果我们把γt
 看成一个待估计的参数，则γt
 称为“时间固定效应”。γt
 体现了不同时间的差别。在金融中，时间固定效应通常指“季节效应”或“年份效应”，通常的处理方法是加入季节虚拟变量或年份虚拟变量。

固定效应也可以同时体现在公司和时间上，如：

Rit
 ＝αi
 ＋γt
 ＋γxit
 ＋∈it


固定效应面板数据模型的参数估计方法有最小二乘虚拟变量（LSDV）、平均数OLS估计和离差变换OLS估计三种，具体步骤参见Greene（2005）。

检验群组效应

如果我们想检验不同群组（如公司）之间的αi
 ，i＝1，…，N是否存在差别，即零假设为：

H0
 ：α1
 ＝α2
 ＝…＝αN


可以使用F检验。此检验用到的F比率统计量是：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是由LSDV和混合最小二乘法估计模型得到的拟合优度。此检验的思想是，如果零假设成立，即：

α1
 ＝α2
 ＝…＝αN


那么，[image: alt]
 和[image: alt]
 之间的差别应该很小。如果它们之间的差别较大，即超过了给定显著水平F分布的临界值时，我们就拒绝零假设，推断不同群组之间的αi
 ，i＝1，…，N存在差别。

4.1.3　随机效应

随机效应的面板数据模型是指如下设定：

Rit
 ＝γxit
 ＋αi
 ＋∈it
 ，　i＝1，…，N；t＝1，…，T

如果我们把αi
 看成一个随机变量，并且假设αi
 与自变量xit
 不相关，即Cov［αi
 ，xit
 ］＝0，那么αi
 称为随机效应。αi
 是一个公司的特定成分。随机效应也可以体现在时间上，如：

[image: alt]


随机效应也可以同时体现在公司和时间上，如：

[image: alt]


我们可以将αi
 （或γt
 ，或两者）分解成两部分：

αi
 ＝α＋ai


其中，α＝E［αi
 ］，E［ai
 ］＝0，Var［ai
 ］＝[image: alt]
 。由于假设αi
 与自变量xit
 不相关，所以ai
 与xit
 不相关。因此，将ai
 并入扰动项∈it
 形成新的扰动项uit
 ≡ai
 ＋∈it
 满足外生性条件Cov［uit
 ，xit
 ］＝0，从而系数γ的OLS估计是相合的。但是即使∈it
 是iid，uit
 也不再是iid，所以方差的OLS估计量不是相合的。另外，OLS估计还降低了参数估计量的有效性。当模型的协方差矩阵形式已知时，我们可以用广义最小二乘（GLS）法估计随机效应模型。当模型的协方差矩阵形式未知时，我们可以用可行广义最小二乘（FGLS）估计模型。具体步骤参见Greene（2005）和白仲林（2008）。

检验随机效应

随机效应模型中，Var［ai
 ］＝[image: alt]
 ＞0。因此，检验随机效应的零假设和备择假设可以设置为：

[image: alt]


观察到这一点，Breusch和Pagan（1980）提出以下统计量来检验随机效应：

[image: alt]


在零假设成立时，此统计量服从自由度为1的卡方分布χ2
 （1）。因此，若LM统计量的值大于给定显著水平χ2
 （1）分布的临界值时，我们就拒绝零假设，推断模型存在随机效应。


评注4.1　
 　从以上介绍我们看到，在传统的面板数据模型中，当αi
 被看成一个随机变量时，它被称为“随机效应”；对每一i，当αi
 被看成一个需要估计的参数时，称为“固定效应”。在一些近来的微观计量经济学教科书和文献中，如Wooldridge（2002），αi
 被看成是不可观测效应或不可观测异质性。他们的观点是，当从横截面获得大量的抽样时，那么总是可以将不可观测效应，即αi
 ，看成和Rit
 和xit
 一样，是从总体中获得的随机抽样。在这些文献中“随机效应”是指不可观测的效应和可观测的解释变量之间没有相关性，即Cov［αi
 ，xit
 ］＝0，t＝1，…，T。类似地，在微观计量经济学应用中，“固定效应”通常不是指将αi
 看成是非随机的，而是指不可观测的效应αi
 和可观测的解释变量之间可以存在任意的相关性。因此，如果αi
 被称为“个体固定效应”或“公司固定效应”，从实际应用的目的来看，“固定效应”是指αi
 与自变量xit
 存在相关性。值得指出的是，在近年新版的一些计量经济学教科书中，如Greene（2005），对面板数据模型设定也有类似的阐述。


4.2　混合回归与Fama-MacBeth回归

4.2.1　混合回归

在金融与会计文献中，一个简便的处理面板数据的做法就是把所有的数据堆垒起来，成为一个普通的回归模型。本小节我们首先介绍平衡的面板数据模型，然后是非平衡的面板数据模型。

面板数据最简单的模型设定是混合回归模型：

Rit
 ＝γ0
 ＋γ1
 xit
 ＋∈it
 ，　i＝1，…，N；t＝1，…，T

记xit
 ≡（1，xit
 ）┬
 ，β ≡（γ0
 ，γ1
 ）┬
 ，以上回归方程写成：

[image: alt]


把以上NT个方程堆垒起来，写成矩阵运算的简洁形式：

R＝Xβ＋∈

其中，

[image: alt]


非平衡面板数据模型的数据结构是：

[image: alt]


显然，对于混合回归来说，平衡与非平衡面板数据没有区别。对于平衡的面板数据和非平衡的面板数据，我们可以运用相同的估计方法。如果假设外生性条件（Cov［xit
 ，∈js
 ］＝0，[image: alt]
 i，j＝1，…，N; s，t＝1，…，T），则可以用普通最小二乘（OLS）法得到参数向量β的相合估计：

[image: alt]


它称为面板数据模型的混合最小二乘（Pooled OLS）估计
 。因为它就是将所有的数据{（Rit
 ，xit
 ），i＝1，…，N；t＝1，…，T}堆垒在一起，作为模型R＝x┬
 β＋∈的样本，再作OLS得到的估计量。

在∈it
 独立同分布（iid）并服从正态分布的假设条件下，[image: alt]
 具有上一章经典线性回归模型假设下参数OLS估计量的有限样本分布。

混合回归的优势在于非常简单，并且可以处理非平衡的面板数据。但是，混合回归丢失了扰动项∈it
 的方差―协方差结构，通常它的统计推断依赖于很强的假设条件：∈it
 独立同分布（iid），即没有自相关性，并且服从正态分布。当∈it
 不满足这些假设条件时，标准差的估计就可能不是相合的，从而导致错误的统计推断。

4.2.2　Fama-MacBeth回归

Fama-MacBeth回归就是在公司截面或时间序列作多个回归，再计算回归估计量的均值和样本方差以得到参数估计量和方差估计。它的计算简单，也可以处理非平衡的面板数据。

公司截面Fama-MacBeth回归

当公司截面的关系是研究的重点时，比如说研究的问题是股票收益率与公司市值之间的关系时，金融学中常用的方法是公司截面Fama-MacBeth回归。公司截面Fama-MacBeth回归的步骤如下：给定每一时刻t，式（4.4）都是一个线性回归方程，即：

Rit
 ＝γ0
 ＋γ1
 xit
 ＋∈it
 ，　i＝1，…，N

其中，t＝1，…，T。用OLS估计这一方程，得到一个β的估计值，因为总共有T期，所以有T个β的估计值，记为[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 T
 ，其中[image: alt]
 t
 ＝（[image: alt]
 0t
 ，[image: alt]
 1t
 ）┬
 ，t ＝1，…，T。β的Fama-MacBeth估计量定义为[image: alt]
 t
 的平均值。记[image: alt]
 ，我们有：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


如果[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 T
 独立同分布，则[image: alt]
 和[image: alt]
 的方差估计就是参数估计量时间序列的样本方差：

[image: alt]


以上估计量称为Fama-MacBeth标准差估计量
 。得到参数估计值和方差估计之后，最后可以用以下t统计量来检验回归系数等于零的零假设：

[image: alt]


不过需要强调的是，以上统计推断只有在[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 T
 独立同分布时才是正确的。

时间序列Fama-MacBeth回归

当研究的侧重点是时间序列关系时，比如说因子模型的估计，金融学中常用的方法是时间序列Fama-MacBeth回归。时间序列Fama-MacBeth回归的步骤如下：给定每一资产i，式（4.4）也是一个线性回归方程，即：

Rit
 ＝γ0
 ＋γ1
 xit
 ＋∈it
 ，　t＝1，…，T

其中，i＝1，…，N。同样运用OLS估计这一方程，对每个资产i我们得到一个β的估计值，即[image: alt]
 ＝（γ0i
 ，γ1i
 ）┬
 ，i＝1，…，N。因为有N个资产，最后会得到N个β的估计值，即[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 N
 。这些估计值的均值和样本方差就是时间序列Fama-MacBeth回归的参数估计值和方差估计。

从以上Fama-MacBeth回归的步骤我们看到，它最明显的优势是计算简便，并且对非平衡的数据也是可行的。除此之外，公司截面Fama-MacBeth回归自动地考虑了时间效应，时间序列Fama-MacBeth回归自动地考虑了公司效应。Fama-MacBeth回归的不足之处在于，公司截面Fama-MacBeth回归有可能没有考虑公司效应，时间序列Fama-MacBeth回归有可能没有考虑时间效应。此外，βt
 或βi
 可能不是独立的序列，从而使得以上统计推断可能不正确。

4.3　方差估计

前文提到，混合回归通常没有考虑扰动项∈it
 的方差―协方差结构。此外，我们假设Fama-MacBeth回归得到的βt
 或βi
 是独立同分布的序列并以此推出方差估计量。本小节我们将放松此假设，介绍在更一般情况下如何估计方差。除此之外，由于Fama-MacBeth回归有可能没有全面考虑公司效应或时间效应，我们还将介绍Petersen（2009）的更一般的估计方差的方法。

下面我们首先考虑放松Fama-MacBeth回归得到的βt
 是独立同分布时间序列的假设条件下的方差估计。当Fama-MacBeth回归得到的[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 T
 存在自相关时，方差估计需要进行调整。首先，我们引入v阶自协方差矩阵的一个相合估计是：

[image: alt]


这一结果可以参考Hamilton（1994）。接下来在介绍各种方差估计时，我们将频繁地用到这一结果。

4.3.1　Hansen-Hodrick方差估计

Hansen和Hodrick（1980）考虑了以下自相关结构的方差估计。Hansen和Hodrick（1980）的原文考虑的是未来q（q＞1）期变量的预测，但抽样频率是每期1次，这使得预测误差项之间部分重叠，因此产生自相关性。具体来说，如果自相关系数在不大于q阶时不等于0，而大于q阶时等于0，即：

[image: alt]


那么[image: alt]
 FM
 的方差―协方差矩阵的一个相合估计是：

[image: alt]


这一估计量称为Hansen-Hodrick估计。

4.3.2　Newey-West方差估计

Newey and West（1987）考虑了以下自相关性结构：当[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 T
 具有很长阶数的自相关性并随时间减弱时，即

Cov［βt
 ，βt－k
 ］＝Γk
 ≠0，　[image: alt]
 k

可以使用以下方差―协方差矩阵的相合估计：

[image: alt]


此估计量对异方差和自相关性都是稳健的，通常称为Newey-West方差估计
 。

4.3.3　Petersen方差估计

本小节主要介绍Petersen（2009）提出的金融实证中面板数据模型的方差估计。与混合回归和Fama-MacBeth回归相比，Petersen（2009）回到面板数据模型框架中来讨论方差估计问题。Petersen（2009）考虑了下面简单的面板数据回归模型，

Yit
 ＝Xit
 β＋∈it


其中，Xit
 与∈it
 独立，并且假设它们的均值等于0，方差有限，即：

[image: alt]


参数β的OLS估计量是：

[image: alt]


因为Xit
 与∈it
 独立，所以[image: alt]
 OLS
 是无偏的，即E［[image: alt]
 OLS
 ］＝β，它也是β的相合估计量。

为作统计推断，我们需要估计[image: alt]
 OLS
 的方差。以下我们介绍在不同情况下[image: alt]
 OLS
 的渐近方差估计。

扰动项独立同分布的方差估计

首先，最简单的情况是∈it
 为独立同分布，此时[image: alt]
 OLS
 的渐近方差等于：

[image: alt]


其中，由∈it
 独立得到第二个等式，由∈it
 条件同方差得到第三个等式。用[image: alt]
 ，其中残差[image: alt]
 it
 ≡Yit
 －Xit
 [image: alt]
 OLS
 ，代替式（4.7）中的[image: alt]
 ，用[image: alt]
 代替[image: alt]
 ，就得到[image: alt]
 OLS
 的OLS方差估计量。金融数据一般不满足∈it
 独立同分布的假设，因此，OLS估计量渐近方差的形式要比式（4.7）复杂，这种情况下OLS方差估计量不是相合的，依它而作出的统计推断可能不正确。

White异方差稳健方差估计

当∈it
 不存在自相关性，但有可能存在条件异方差性时，[image: alt]
 OLS
 的方差的一个相合估计是：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 it
 ＝Yit
 －Xit
 [image: alt]
 OLS
 。它是对条件异方差性稳健的方差估计量。White（1980）首先提出了此类估计量，因此称为White方差估计。


Petersen（2009）考虑了两种金融实证中经常遇到的违背∈it
 独立同分布的情况，公司效应与时间效应。

公司集聚方差估计

第一种不满足独立同分布假设的情况是公司效应。数据具有公司效应
 是指∈it
 和Xit
 都可以分解成两部分，一部分是公司特有成分，另一部分是独立同分布的成分。其结构可以用公式表示如下：

∈it
 ＝γi
 ＋ηit
 ，Xit
 ＝μi
 ＋vit


与前面介绍的随机效应模型相比较，以上模型不仅∈it
 含有公司特定成分，而且Xit
 含有公司特定成分。由于公司特定成分的存在，∈it
 和Xit
 不再是独立同分布的，不同时期的∈it
 、Xit
 ，即∈it
 和∈is
 、Xit
 和Xis
 具有相关性，其中t≠s。Petersen（2009）假设了以下结构：
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在以上结构中，对于不同的公司，自变量之间的相关性等于0，扰动项之间的相关性也等于0。对于同一公司，他们的相关系数等于一个常数，不随时距变化。

公司效应下OLS估计量的渐近方差为：
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比较式（4.7）与式（4.8），因为ρX
 与ρ∈
 都大于0，所以公司效应使OLS估计量的渐近方差增大。如果此时仍然使用OLS方差估计，那么将低估真实的方差，从而作出错误的统计推断。因为考虑到公司效应，我们需要使用公司集聚方差估计，即：
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当∈it
 和Xit
 各自在不同时期的相关性随时滞增加而递减，即ρX
 和ρ∈
 随时间递减时，我们可以使用面板数据模型下的Newey-West估计，它的关键部分是：
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如果上式中的滞后项等于0，即不存在自相关性时，我们得到White估计量的关键部分，即：
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它是对异方差稳健的估计量。White估计量可以写成：
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评注4.2
 　White估计量由White（1980）提出，它对任意形式的条件异方差（包括同方差）是稳健的，其计算也非常简便，因此越来越多的实证研究选择至少报告这一估计量得到的方差估计。Newey-West估计量由Newey和West（1987）提出，它同时对条件异方差和自相关稳健，但他的计算比较复杂，此外还需要选择自相关的滞后阶数。


时间集聚方差估计

当数据具有时间效应时，即∈it
 和Xit
 可分解成时间特有部分和独立同分布部分：

∈it
 ＝δt
 ＋ηit
 ，Xit
 ＝ζt
 ＋vit


与前面介绍的随机效应模型相比较，与公司效应相对应，时间效应不仅∈it
 具有时间特定成分，而且Xit
 也具有时间特定成分。时间效应使∈it
 和Xit
 产生了时间序列上的相关性。与公司效应类似，此时OLS方差估计量低估了真实的方差，我们需要使用时间集聚方差估计，它只需要把公司集聚方差估计中的N和T互换位置即可：

[image: alt]


双重集聚方差估计

当数据具有公司和时间双重效应时，即：

∈it
 ＝γi
 ＋δt
 ＋ηit
 ，Xit
 ＝μi
 ＋ζt
 ＋vit


其中，γi
 与μi
 是公司效应，δt
 与ζt
 是时间效应。此时，我们需要使用公司与时间双重集聚方差估计：

VFT
 ＝VF
 ＋VT
 －VWhite


这一估计量由Thompson（2011）和Cameron、Gelbach和Miller（2006）同时提出。

4.3.4　金融中的实例

为阐明不同方差估计方法的差别和对统计推断的影响，Petersen（2009）考虑了两个实证例子，它们分别具有公司效应和时间效应。

公司效应

表4-1是一个公司金融中资本结构影响因素实证分析的结果，研究目的是考察哪些因素对公司资本结构有显著影响。使用的模型是线性回归面板数据模型并加入时间（年份）虚拟变量，因变量是公司资本结构（公司市值／负债比率），自变量为表4-1第一列中影响公司资本结构的8个变量。它们包括ln（资产市值）、ln（1＋公司年龄）、利润／销售额、有形资产、M/B比率、广告投入／销售额、研发投入／销售额和研发虚拟变量。使用的数据是1965—2003年的年度数据，共计24286个公司的年度观察值。参数估计的方法有混合OLS和Fama-MacBeth两种，方差的估计方法有White、公司集聚、时间集聚、双重集聚和Fama-MacBeth五种。

表4-1　资本结构回归：公司效应
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注：本表使用的模型是线性回归面板数据模型并加入时间（年份）虚拟变量，因变量是公司资本结构（公司市值／负债比率），自变量是第一列的8个变量。参数估计的方法包括OLS和Fama-MacBeth两种，方差的估计方法包括White（I）、公司集聚（II）、时间集聚（III）、双重集聚（IV）和Fama-MacBeth（V）五种。括号中的数字为标准差，（*）表示5％的水平上显著，（**）表示1％的水平上显著。

比较表4-1中公司集聚（II）和White（I）方差估计的结果，前者估计得到的标准差是后者的3倍以上，表明扰动项具有显著的公司效应。例如，变量利润／销售额和广告投入／销售额回归系数的White标准差估计量分别等于0.0107和0.0841，而公司集聚标准差估计量分别等于0.0359和0.2617，后者是前者的3倍多。运用前者作统计推断，回归系数甚至在1％水平上具有显著性。但若运用正确的方差估计（公司集聚）作统计推断，这两个回归系数在5％水平上不具有显著性。表4-1中时间集聚（III）和Fama-MacBeth（V）方差估计得到的标准差和White（I）差别不大，并且双重集聚（IV）的标准差和公司集聚（II）的标准差差别非常小，表明时间效应不明显。仍以变量利润／销售额和广告投入／销售额为例，公司集聚标准差估计量分别等于0.0359和0.2617，公司与时间双重集聚标准差估计量分别等于0.0357和0.2609，差别很小。表4-1的结果表明，公司效应存在时，如果用White或时间集聚或Fama-MacBeth方差估计将低估真实的标准差。正确的方差估计是公司集聚方差估计。

时间效应

表4-2是一个资产定价的实证分析结果，主要目的是检验股票发行是否能解释收益率。使用的模型是线性回归面板数据模型并加入时间（月份）虚拟变量，因变量是股票月度收益率，自变量是第一列的4个变量，它们包括ln（B/M）t-5
 、ln（账面收益率）（前5年）、市场收益率（前5年）和净股票发行。使用的数据是从1968年6月至2003年12月的月度数据，共计844155个公司的月份观察值。参数的估计方法和方差估计方法和以上例子一样。

表4-2　资产定价应用：时间效应
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注：本表使用的模型是线性回归面板数据模型并加入时间（月份）虚拟变量，因变量是股票月度收益率，自变量是第一列的4个变量。参数估计的方法包括OLS和Fama-MacBeth两种，方差的估计方法包括White（I）、公司集聚（II）、时间集聚（III）、双重集聚（IV）和Fama-MacBeth（V）五种。括号中的数字为标准差，（*）表示5％的水平上显著，（**）表示1％的水平上显著。

比较表4-2中时间集聚（III）和White（I）方差估计的结果，前者估计得到的标准差是后者的两至三倍，表明扰动项具有显著的时间效应。例如，4个变量回归系数的White标准差估计分别等于0.0238、0.0385、0.0257和0.0426，而时间集聚标准差估计分别等于0.0924、0.0859、0.1和0.144。公司集聚（II）方差估计得到的标准差和White（I）方差估计差别不大，例如，4个变量回归系数公司集聚标准差估计分别等于0.0247、0.0396、0.0261和0.0427。双重集聚（IV）的标准差并没有比时间集聚（III）的标准差增加多少，表明公司效应不明显。例如，4个变量回归系数的双重集聚的标准差估计分别等于0.0926、0.0864、0.1001和0.1441。此外，Fama-MacBeth（V）方差估计的标准差与时间集聚（III）方差估计的标准差相差不大。例如，4个变量回归系数的Fama-MacBeth的标准差估计分别等于0.0795、0.0788、0.0893和0.1235。因此，在时间效应存在时，如果用White或公司集聚方差估计将低估真实的标准差，时间集聚（III）和Fama-MacBeth（V）方差估计是可行的选择。

本章回顾

主要概念

面板数据　面板数据模型　平衡的面板数据　非平衡的面板数据　固定效应　随机效应　混合回归　公司截面Fama-MacBeth回归　时间序列Fama-MacBeth回归　Fama-MacBeth标准差估计量　Hansen-Hodrick标准差估计量　Newey-West标准差估计量　OLS标准差估计量　White标准差估计量　公司集聚标准差估计量　时间集聚标准差估计量　公司与时间双重集聚标准差估计量

主要结果

1．因为股票收益率和公司特征变量在时间维度与横截面维度都有观测值，所以股票收益率和公司特征变量数据往往具有面板数据结构。面板数据模型可以设定为固定效应模型或随机效应模型，每一种模型中又可以有公司效应或时间效应，或同时包括公司效应和时间效应。

2．混合回归是一种处理面板数据模型的简单方法，它就是将所有公司的观测值堆垒起来作回归。这种方法的优势是简单方便，缺点是在堆垒所有公司观测值的过程中，没有考虑数据的协方差结构，即时间维度的自协方差结构和公司维度的协方差结构。因此，如果标准差的估计是基于扰动项iid的假设，那么很可能导致参数估计值的统计推断出现偏差。

3．因为公司截面Fama-MacBeth回归对每一时期都作一次回归，它考虑了时间效应，但它没有考虑可能的公司效应。与此对应的是，时间序列Fama-MacBeth回归对每个公司都作一次回归，所以它考虑了公司效应，但没有考虑可能的时间效应。

4．Fama-MacBeth回归主要的标准差估计量有Fama-MacBeth标准差估计量、Hansen-Hodrick标准差估计量、Newey-West标准差估计量。

5．面板数据模型主要的标准差估计量有OLS标准差估计量、White标准差估计量、公司集聚标准差估计量、时间集聚标准差估计量和公司与时间双重集聚标准差估计量。

6．当扰动项是iid时，可以使用OLS标准差估计量；当扰动项只存在条件异方差时，可以使用White标准差估计量；当模型存在公司效应时，应该使用公司集聚标准差估计量；当模型存在时间效应时，应该使用时间集聚标准差估计量；当两种效应都存在时，应该使用公司与时间双重集聚标准差估计量。

习题

1．解释平衡面板数据与非平衡面板数据的不同。为什么金融数据在很多时候都是非平衡的？

2．解释面板数据模型中的固定效应与随机效应。

3．解释处理面板数据的混合回归方法、公司截面Fama-MacBeth回归方法和时间序列Fama-MacBeth回归方法。讨论每种方法的优点与不足。

4．在Fama-MacBeth回归中，根据以下不同情况，陈述扰动项的假设条件：

（a）Fama-MacBeth标准差估计量；

（b）Hansen-Hodrick标准差估计量；

（c）Newey-West标准差估计量。

5．在面板数据模型中，根据以下不同情况，陈述扰动项的假设条件：

（a）OLS标准差估计量；

（b）White标准差估计量；

（c）Newey-West标准差估计量；

（d）公司集聚标准差估计量；

（e）时间集聚标准差估计量；

（f）公司与时间双重集聚标准差估计量。

解释为什么在估计标准差时，考虑数据的协方差结构如此重要。

6．使用第三章习题4的数据作以下分析：

（a）将所有数据堆垒起来作混合回归，因变量为月度收益率，自变量为公司市值。记录市值系数的估计值和iid假设条件下的标准差估计，以此计算t统计量并作统计推断。

（b）重复第三章习题4的公司截面Fama-MacBeth回归：在每个月，将股票收益率对公司市值作回归，记录β的估计值；然后，计算β估计值时间序列的均值和方差，利用它们计算t统计量并作统计推断。计算Fama-MacBeth回归的Hansen-Hodrick标准差估计量和Newey-West标准差估计量，利用它们计算t统计量并作统计推断。比较以上三种方差估计量的统计推断结果。

（c）作时间序列Fama-MacBeth回归：对每个公司，将股票收益率对公司市值作回归，记录β的估计值；然后，计算β估计值序列的均值和方差，利用它们计算t统计量并作统计推断并与（b）的结果进行比较。

（d）使用面板数据模型估计公司市值对收益率的影响，使用White方差估计量，记录市值系数的估计值和标准差估计，以此计算t统计量并作统计推断。

（e）使用面板数据模型估计公司市值对收益率的影响，使用公司集聚方差估计量，记录市值系数的估计值和标准差估计，以此计算t统计量并作统计推断。

（f）使用面板数据模型估计公司市值对收益率的影响，使用时间集聚方差估计量，记录市值系数的估计值和标准差估计，以此计算t统计量并作统计推断。

（g）使用面板数据模型估计公司市值对收益率的影响，使用公司与时间双重集聚方差估计量，记录市值系数的估计值和标准差估计，以此计算t统计量并作统计推断。

（h）比较以上Fama-MacBeth标准差估计量、Hansen-Hodrick标准差估计量、Newey-West标准差估计量、公司集聚标准差估计量、时间集聚标准差估计量和公司与时间双重集聚标准差估计量的统计推断结果。并讨论在本练习中，哪些方差估计量最有可能是正确的？





第五章　随机游走检验





资产收益率是否具有可预测性是金融实务中一个经久不衰并广受争议的问题。资产收益率的可预测性在理论与实践上都具有重要意义。在理论上，资产收益率的可预测性对市场有效性具有重要含义；在实践中，共同基金和对冲基金经理的许多投资策略都建立在资产收益率的可预测性之上。本章我们介绍随机游走模型的三种形式，从最强假设条件下的最简单形式到逐步放松假设条件后的更一般形式。随机游走模型的主要假设是将来的资产收益率与历史的资产收益率相互独立或者至少互不相关。

本章我们介绍随机游走模型几种不同的统计检验。不同的随机游走模型在不同的假设条件下的设定，它们的统计性质也随之不同。因此，不同模型的检验需要对应不同的方法。这些方法包括从基于资产收益率顺向和反向的简单方法到诸如方差比率检验的复杂方法等。为进一步阐明这些方法，我们使用方差比率法检验了上证指数日收益率的随机游走性质，同时还考察了中国股市涨跌停板制度对随机游走假说的影响。

由于假设将来的资产收益率与历史的资产收益率相互独立或者互不相关，随机游走假说显然不相容于金融文献经常涉及和金融业界广泛应用的技术分析。技术分析的主要前提是资产价格遵循特定的走势，并且历史往往重复出现。因此，通过考察历史价格的图表和走势，人们能够预测将来的价格走势。需要指出的是，技术分析使用的信息通常不止于历史价格，还包括成交量信息等，但是随机游走模型中的历史信息只限于历史价格。由于随机游走假说与技术分析的不相容，基于技术分析交易策略也可以用作随机游走的经济检验。本章我们对技术分析作全面的介绍，其中的重点是过滤策略。为进一步阐明经济检验方法，我们使用过滤策略检验了上证指数日收益率的随机游走性质。

前面提到，收益率的预测性对市场有效性具有重要含义。然而，一个普遍存在的误区是将随机游走假说等同于市场有效性（EMH）。本章我们将理清随机游走假说与市场有效性之间的关系和不同之处。特别地，我们将讨论EMH检验中的联合检验问题。有鉴于此，在诠释随机游走检验结果对市场有效性的含义时，我们需要小心谨慎。

5.1　随机游走的设定

以股票价格为例，本节我们介绍随机游走模型的三种形式，从最强假设条件下的设定形式开始，逐渐放松假设条件过渡到其他设定形式。以下我们记t时刻的股价为Pt
 。

5.1.1　随机游走I（RWI）：iid增量

最简单的随机游走模型是股价变动是独立同分布（iid）的随机变量，记为RWI，用以下公式表示：

[image: alt]


记股价变化ΔPt
 ≡Pt
 －Pt－1
 。根据以上模型设定，我们有：

E［ΔPt
 ］＝μ，Var［ΔPt
 ］＝σ2


因此，μ和σ2
 分别是股价变化的均值和方差，由于投资者风险厌恶的天性，一般来说μ大于零。∈t
 是均值等于0的随机变量，我们称为冲击
 或扰动项
 。

如果∈t
 服从正态分布，即：

∈t
 ～iid[image: alt]
 （0，σ2
 ）

我们称Pt
 是一个离散时间的布朗运动。

由于正态分布的支撑（取值范围）是（-∞，+∞），因此以上模型中，股价Pt
 的取值可以小于零，这与上市公司的有限责任性质不符。考虑到股票价格不可能为负的性质，我们一般假设对数价格（lnPt
 ）服从随机游走过程，即：
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以上模型也可以写成：
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其中，rt
 ≡lnPt
 －lnPt－1
 表示资产的对数收益率。根据以上模型设定，我们有：

E［rt
 ］＝μ，Var［rt
 ］＝σ2


因此，模型的经济含义非常明确，它表示各期的对数收益率是iid的随机变量，其中，μ表示对数收益率的期望值，σ2
 表示对数收益率的方差。换句话说，rt
 是均值和方差都是常数的随机变量，并且不同时刻的rt
 相互独立。

5.1.2　随机游走II（RWII）：独立增量

下面，我们放松扰动项∈t
 同分布的假设，只保留相互独立假设。换句话说，不同时期的∈t
 可能具有不同的方差甚至不同的分布。这就是独立增量随机游走模型，记为RWII，用公式表示如下：
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或等价形式：
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根据以上模型设定，我们有：

E［rt
 ］＝μ，　Var［rt
 ］＝[image: alt]


上式中收益率的方差[image: alt]
 中的下标t表示方差随时间变化而变化。这一性质称为收益率的异方差性
 。

5.1.3　随机游走III（RWIII）：不相关增量

最后，我们再进一步放松扰动项∈t
 的独立性假设，只假设它们互不相关。这就是不相关增量的随机游走模型，记为RWIII，用公式表示如下：
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或等价形式：
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根据以上模型设定，我们有：

E［rt
 ］＝μ

Var［rt
 ］＝[image: alt]


上式显示，与RWII类似，RWIII中收益率同样具有异方差性。

根据随机变量的性质，两个随机变量如果相互独立，那么它们一定互不相关，可是反过来不一定成立，互不相关并非一定相互独立。当随机变量都服从正态分布时，独立与不相关等价。因此，RWIII是比RWII更为一般的模型。

5.2　随机游走的统计检验

不同设定的随机游走过程有不同的检验方法，以下我们介绍随机游走的统计检验方法。为叙述的简便，我们记pt
 ≡lnPt
 。

5.2.1　顺向／反向比率检验

RWI最常用的检验方法是顺向／反向比率检验
 ，又称为Cowles-Jones比率检验，它由Cowles和Jones（1937）提出。

顺向／反向比率检验针对的是收益率均值等于0的RWI，即模型

pt
 ＝pt－1
 ＋∈t


∈t
 ～iid（0，σ2
 ）

下面我们介绍顺向和反向的定义。为引出它们的定义，首先需要定义表示股价是否上涨的指示函数dt
 ：
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也就是说，如果股价相对于前一交易日上涨，则dt
 等于1，如果股价没有上涨（下跌或不变），则dt
 等于0。

我们定义顺向Yt
 为：
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下面我们详细解释上式的含义。如果交易日t股价上涨，并且下一交易日t＋1股价也上涨，则我们记它为一个顺向；在这种情况下，式（5.8）右边第一项取值为1，第二项取值为0，因此Yt
 的取值为1。如果交易日t股价下跌，并且下一交易日t＋1股价也下跌，则我们同样记它为一个顺向；在这种情况下，式（5.8）右边第一项取值为0，第二项取值为1，因此Yt
 的取值同样为1。以上两种情况综合起来就是，如果相邻的两个交易日股价的涨跌情况一致，那么我们就记它为一个顺向。

我们记顺向个数为：
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不是顺向的两个相邻价格变化就是反向
 。记股价的观察值为p0
 ，p1
 ，…，pn＋1
 。对于每一交易日t（t＝1，…，n）来说，它不是顺向就是反向，因此反向个数为：

Nr
 ≡n－Ns


如果∈t
 对称（比如∈t
 服从标准正态分布[image: alt]
 （0，1）），那么有：

P（dt
 ＝1）＝P（dt
 ＝0）＝[image: alt]


如果股价服从RWI，每一交易日股价的涨跌相互独立，因此我们期待顺向与反向的个数相等，即它们的比率等于1。当观测值数目不大时，这一比率的样本值可能与1相差较大，但随着样本的增加，这一比率应该越来越接近1。基于这一观察，Cowles和Jones（1937）构造了以下统计量来检验RWI：
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其中，[image: alt]
 就是所谓的Cowles-Jones比率。在股价服从RWI的零假设下，它的极限分布为：

[image: alt]



评注5.1
 　在实际应用中，股票日收益率的平均值一般为正。这意味着正收益率比负收益率更有可能出现。因此股价数据中顺向出现的频率要高于反向出现的频率。这一现象将使Cowles-Jones比率统计量出现偏差。为克服这一问题，在作Cowles-Jones比率检验时，有必要首先去除日收益率的均值。


5.2.2　串（runs）检验

一系列连续的涨或一系列连续的跌称为一个串（runs）
 ，其中前者称为正串，后者称为负串。例如在收益率序列0110001100中（1表示涨，0表示跌或不变），有2个正串，11，11，和3个负串，0，000，00，总计串数目等于5。

串检验适用于带漂移项μ的RWI，即：

pt
 ＝μ＋pt－1
 ＋∈t
 ，　∈t
 ～iid（0，σ2
 ）

串检验的思想是，通过比较样本中的串数目与RWI期望得到的串数目，就可以得到RWI的一个检验方法。

记Nruns
 （1）为样本中的正串数目，Nruns
 （0）为负串数目，Nruns
 ＝Nruns
 （1）＋Nruns
 （0）为总的串数目，[image: alt]
 ＝Nruns
 （1）/Nruns
 为样本中正串出现的频率，可以得到如下RWI的一个检验统计量［Campbell、Lo和MacKinlay（1997）］：在RWI的零假设条件下（∈t
 ～iid（0，σ2
 ）），
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考虑到Nruns
 取整数，而以上z统计量的渐近分布标准正态分布是连续分布，应用中往往也使用修正的统计量：
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5.2.3　相关系数检验

RWIII意味着对数收益率rt
 的各阶自相关系数都等于0，因此通过考察样本收益率的各阶自相关系数，我们就可以检验RWIII。

首先回顾两个随机变量X和Y的相关系数
 的定义：

[image: alt]


其中，
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是X和Y的协方差
 。

记随机变量X和Y的n个样本分别为X1
 ，…，Xn
 和Y1
 ，…，Yn
 。X和Y的样本协方差
 [image: alt]
 和样本相关系数[image: alt]

 的定义分别是：
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假设{rt
 }是一个平稳的时间序列。所谓平稳时间序列，是指其均值、方差及各阶自协方差不随时间变化的时间序列。我们可以定义具有时滞的rt
 之间的协方差和相关系数，称为rt
 的自协方差和自相关系数。rt
 的第k阶自协方差
 的定义是：

γ（k）≡Cov［rt
 ，rt＋k
 ］

rt
 的第k阶自相关系数
 的定义是：
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给定对数收益率的样本r1
 ，r2
 ，…，rT
 ，样本自协方差
 和样本自相关系数
 定义为：
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其中，[image: alt]
 是样本均值。

检验时间序列m阶样本系数是否同时等于零的一个统计量是Box-Pierce Q统计量
 ：

[image: alt]


其中，χ2
 （m）表示自由度为m的卡方分布。

Box-Pierce Q统计量的有限样本修正是Ljung-Box统计量
 ：
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5.2.4　方差比率检验

Lo和MacKinlay（1988）提出的方差比率检验对三种类型的随机游走都适用。这一检验基于随机游走的一个重要性质：随机游走增量的方差是时长的线性函数。

以下分析首先假设对数收益率rt
 是一个弱平稳
 随机过程，即它的均值、方差和自协方差与时间t无关。

以两期收益率rt
 （2）≡rt
 ＋rt－1
 为例，我们定义方差比率
 ：
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其中，它表示两期收益率rt
 （2）的方差与两倍单期收益率rt
 的方差之比值。通过简单的计算我们有：
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如果股价是一个随机游走过程，rt
 的各阶自相关系数都等于0，那么我们有方差比率VR（2）＝1，即：

Var［rt
 （2）］＝2Var［rt
 ］

更一般地，对于q期收益率rt
 （q）≡rt
 ＋…＋rt－q＋1
 ，我们有：
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如果股价是一个随机游走过程，rt
 的各阶自相关系数都等于0，那么我们有方差比率VR（q）＝1，即：

Var［rt
 （q）］＝qVar［rt
 ］

也就是说，随机游走增量的方差是时长q的线性函数。

以上分析告诉我们，如果股价服从随机游走过程，则方差比率VR（q）＝1，[image: alt]
 q，方差比率的样本值不可能恰好等于1，但是应该与1相差不大。Lo和MacKinlay（1988）正是基于这一观察设计了随机游走的方差比率检验。

检验RWI

首先我们来看最简单的情况，怎样用方差比率来检验RWI：

H0
 ∶rt
 ＝μ＋∈t
 ，∈t
 ～iid[image: alt]
 （0，σ2
 ）

记{p0
 ，p1
 ，…，p2n
 }为对数价格的观察值，并且
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其中，[image: alt]
 是rt
 的样本均值，它是μ的无偏估计；[image: alt]
 是rt
 的样本方差，它是σ2
 相合但有偏的估计；[image: alt]
 是两期收益率rt
 （2）样本方差的二分之一，它是Var［rt
 （2）］/2相合但有偏的估计。

在H0
 成立时，Lo和MacKinlay（1988）证明：
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[image: alt]
 （2）可以很容易地拓展到[image: alt]
 （q）的情形，我们把q称为随机游走检验的时长
 。假设我们有nq＋1个观察值{p0
 ，p1
 ，…，pnq
 }。记：
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Lo和MacKinlay（1988）证明，在RWI的零假设条件下：
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在以上统计量的基础上，Lo和MacKinlay（1988）从两个方面作出修正，以改善检验统计量的有限样本性质：第一，使用交叠q期收益率估计方差，充分利用数据，提高估计量的有效性；第二，使用无偏估计来修正方差估计的偏差。最后，他们导出方差的估计量为：
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方差比率统计量为：

[image: alt]


Lo和MacKinlay（1988）证明，在RWI的零假设条件下：
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我们可以利用统计量ψ（q）来检验RWI。

检验RWII和RWIII

与RWI不同的是，RWII和RWIII的波动率可以随时间变化；对于RWIII，收益率甚至可以是不相互独立的。因此，检验RWIII的关键是获得一个对异方差和自相关稳健的统计量。当然，这样的统计量对检验具有独立性的RWII也适用。通过附加一些技术性条件，Lo和MacKinlay（1988）证明，在股票收益率服从RWIII的零假设条件下，以下统计量渐近服从正态分布，即：
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其中，

[image: alt]


统计量ψ（q）*
 是对条件异方差和自相关稳健的检验统计量。换句话说，在收益率序列存在条件异方差和自相关时，这一统计量也适用。金融数据一个重要的特征就是波动率聚类，即自回归条件异方差性（ARCH）。ARCH模型详细的介绍见本书第七章。此外，在5.2.5节的实证例子中，我们检验了上证指数收益率的ARCH效应。因此，这一统计量对检验金融数据的随机游走性质特别重要。

5.2.5　方差比率检验的应用：上证指数的随机游走检验

作为随机游走检验的实证例子，本小节应用方差比率检验来考察上证指数日收益率的随机游走假说。此外，我们将整个数据样本分为涨跌停板前和涨跌停板后两个子样本，以考察我国股市的涨跌停板制度对随机游走假说的影响。我们使用的原始数据包括1990年12月19日至2009年12月31日上证综合指数（简称上证指数）的交易日和对应收盘价的日频数据，数据来自国泰君安锐智版。这一交易系统可以在国泰君安的网站（www.gtja.com）上下载。

中国股市现行的涨跌停板制度始于1996年底，它由沪深两交易所于1996年12月13日发布，并在1996年12月26日开始实施。涨跌停板制度规定除上市首日之外，股票（含A、B股）、基金类证券在一个交易日内的交易价格相对上一交易日收市价格的涨跌幅度不得超过10％，以S，ST，S*
 ST开头的股票不得超过5％。

图5-1是整个样本区间1990年12月19日至2009年12月31日上证指数日收益率的时间序列，它体现了中国股市在这段时间内的发展历程。我们在图上标出了放开股价管制和宣布涨跌停板制度的日期。观察此图，可以对上证指数在不同历史阶段的表现有初步的印象。从图5-1明显看出，涨跌停板前上证指数具有很大的波幅，涨跌停板实施后，上证指数的波幅大大降低。
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图5-1　上证指数日收益率：涨跌停板前后

在1992年之前的发展早期，中国股市实行了比较严格的价格管制。1992年5月21日，沪市全面放开股价管制，上证指数从前一天的收盘价617.28点上涨到收盘1260.31点，暴涨72％（以对数收益率计算）。鉴于1992年之前的严格价格管制和全面放开管制第一天1992年5月21日股市的暴涨，我们的分析从1992年5月22日开始。为考察涨跌停板制度前后上证指数的表现，我们以1996年12月13日为界将数据截为两段：1992年5月22日至1996年12月13日的无涨跌停板限制阶段和1996年12月16日至2009年12月31日的涨跌停板限制阶段。为保持分析的完整性，我们还分析了整个时间段，包括无涨跌停板限制阶段和有涨跌停板限制阶段的数据。因此，我们考察三个时间段上证指数的随机游走假说：1992年5月22日至2009年12月31日、1992年5月22日至1996年12月13日和1996年12月13日至2009年12月31日。

从最基本的描述性统计量来看（表5-1组A），涨跌停板制度的实施使我国股市发生了一些变化。具体体现在，涨跌停板制度实施后，上证指数日收益率的标准差从之前的0.038下降到0.018，峰度从10.2下降到4.54，偏度由正的1.35变成负的0.31。

表5-1组B列出了三组收益率的1～20阶样本自相关系数：首先，它们的绝对值都很小，绝大多数都不超过0.06；其次，值得注意的是，就前两阶样本自相关系数而言，涨跌停板前后上证指数收益率的表现有所不同，涨跌停板实施前有一定的正自相关，涨跌停板实施后却具有弱的负相关。

表5-1　上证指数日收益率描述性统计量

组A：

[image: alt]


组B：
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在进行随机游走检验之前，我们先检验收益率是否具有条件异方差性，这将决定我们是否应该选择对条件异方差稳健的方差比率检验统计量。我们使用Engle（1982）提出的ARCH检验，对ARCH模型的详细介绍，请参见本书第七章。首先将收益率平方[image: alt]
 对其1至q阶滞后项作回归，即：
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记录以上回归的拟合优度R2
 。在收益率不存在ARCH效应的零假设条件下：
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若由以上检验得到的p值很小（一般以5％或1％为显著性水平），则我们拒绝收益率不存在ARCH效应的零假设。

表5-2列出了三条收益率时间序列的ARCH检验结果，滞后项分别等于6、12、18。在表5-2中，所有的p值都非常小（＜0.001），因此我们有较大的把握拒绝没有ARCH效应的零假设。也就是说，三条收益率的时间序列存在ARCH效应。因此，我们应该选择对条件异方差稳健的方差比率检验统计量（5.10）式来检验随机游走假设。

表5-2　上证指数日收益率ARCH检验结果
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注；本表的结果基于Engle（1982）的ARCH检验。表中的数值为ARCH检验统计量，括号内的值为p值，所有的p值都小于0.001。





我们选择了4个不同的时长：2、5、10、22天（分别对应上市交易的日，周，双周，月），来检验上证指数的随机游走假设。表5-3报告了检验结果。

表5-3　上证指数方差比率检验结果

[image: alt]


注：本表的结果来自Lo和MacKinlay（1988）的对条件异方差稳健的方差比率检验（5.10）式，表中的数值为方差比率（5.9）式，括号内的值为t值，**表示在1％水平上显著。

第一，就整个样本区间来看，方差比率大于1，这说明上证指数具有一定的惯性效应。在时长等于5，10和22天时，惯性效应在1％的水平上显著。不过，在时长等于2天时，惯性效应在5％的水平上不显著（临界值等于1.96），但在10％的水平上显著（临界值等于1.65）。

第二，子样本的结果。对于涨跌停板前的子样本，方差比率检验的结果与整个样本的结果类似，方差比率大于1，时长为5、10、22天的结果在1％的水平上显著，这意味着上证指数具有一定的惯性效应。对于涨跌停板后的子样本，检验的结果有所不同：（1）方差比率在时长等于2天时小于1，这说明上证指数具有反转效应，尽管这一效应并不显著；（2）在时长超过2天后，方差比率转而大于1，但只有在长达22天时，上证指数才具有显著的惯性效应，时长等于5和10天时，这一效应都不显著。

以上结果与我们事先预料的有些不一致。因为我们预计，在涨跌停板制度下，市场信息在一两天内不能完全体现在价格中，特别是当信息冲击非常显著时。因此，信息内容有可能需要超过一天的交易才完全被价格所吸收。这样会导致收益率正的自相关性，即惯性效应。但前面的实证结果显示，涨跌停板实施后，上证指数的惯性效应反而减弱。

我们推断，上证指数惯性效应的减弱很可能是因为近年来我国股市逐步走向成熟，市场有效性不断增强而使惯性效应不断减弱，并且这一方面的影响超过了涨跌停板制度对惯性效应的增强作用。

5.3　随机游走的经济检验

本节我们首先对技术分析作一简要的介绍，然后再重点阐述过滤策略检验，并运用过滤策略检验上证指数的随机游走假说（RWII）。

5.3.1　技术分析检验

根据Edwards和Magee（2007）的定义，“技术分析
 是一门科学，它通常用图的形式记录单只股票或‘整个市场’交易的历史情况（价格变化、成交量等），然后从记录下来的历史画面推测出将来的价格走势。”

下面我们介绍一下技术分析中常用的策略、图形和指标。

策略

（1）过滤策略
 ：根据这一策略，当资产价格上涨至少y％时，购买并持有资产，直到资产价格由接下来的一个“高点”下跌幅度超过y％，此时卖出手中持有的资产，并卖空资产；所谓“高点”，是指自上次买入后的最高收盘价。持有空头寸，直到资产价格由接下来的一个“低点”上涨至少y％，此时填补空头，并购买资产；所谓“低点”，是指自上次卖出后的最低收盘价。涨跌幅在y％以内的价格变动不操作。如此循环操作，直到投资期结束。过滤策略中的门阀值y％称为滤子。在下一小节，我们重点阐述如何用过滤策略检验RWII，并对上证指数的随机游走假说进行检验。

（2）追涨杀跌法与反向操作法。追涨杀跌法就是在股市上涨时买入股票，股市下跌时卖出股票的投资策略。反向操作法是在大家都看涨的情况下卖出股票，在大家都看跌的情况下买入股票的投资策略。

（3）其他如遗传算法和神经网络原理生成的交易策略等。

图形

（1）K线图：K线图源于18世纪日本，当时日本大阪米市的商人用来记录米市的行情与价格波动，后逐渐引入到股市及期货市场。单根K线由每个分析周期的开盘价、最高价、最低价和收盘价绘制而成。首先根据开盘和收盘的价格画图，它们之间的部分画成矩形实体。如果收盘价格高于开盘价格，则K线被称为阳线
 ，用空心的实体表示；反之称为阴线
 ，用黑色实体或白色实体表示。在国内股票和期货市场，通常用红色表示阳线，绿色表示阴线。由于形似一根根的蜡烛，K线图又称为蜡烛图。K线图有直观、立体感强、携带信息量大的特点，蕴涵着丰富的东方哲学思想，能充分显示股价趋势的强弱、买卖双方力量平衡的变化，预测未来市场走向较准确，是各类传播媒介、电脑实时分析系统应用较多的技术分析手段。

（2）移动平均线：移动平均线将一段时期内的股票价格平均值连成曲线，用来显示股价的历史波动情况，进而反映股价指数未来发展趋势。

（3）支撑线与阻力线。支撑线是指市场认同的支撑股票价位的移动平均线，当股票价格下跌到此点时通常会出现反弹。阻力线是指股票价格上升至某一高度时，出现大量的卖盘供应或是买盘接手薄弱，从而使股票继续上涨受阻的价格水平。

（4）圆弧顶底形态。圆弧顶指K线在顶部形成的圆弧形状，代表着趋势很平缓的、逐渐的变化。圆弧底形态属于一种盘整形态，多出现在价格底部区域，其形态表现在K线图中宛如锅底状。

（5）头肩顶底形态。头肩顶是K线图最为常见的倒转形态图表之一，图形以左肩、头、右肩及颈线组成，图中的曲线犹如人的两个肩膀扛着一个头。头肩底跟随下跌市势而行，并发出市况逆转的讯号，头肩顶的图形反转过来就是头肩底的图形。

技术指标

（1）KDJ随机指标：此指标由George Lane所创，K、D、J分别代表三条指标线，它通过当日或最近几日最高价、最低价及收盘价等价格波动的波幅，反映价格趋势的强弱。

（2）MACD指标：MACD是英文Moving Average Convergence and Divergence的首字母缩写，也就是指数平滑异同移动平均线，由Gerald Apple创造，是一种研判股票买卖时机、跟踪股价运行趋势的技术分析工具。

（3）RSI相对强弱指标：RSI是英文Relative Strength Index的首字母缩写。RSI相对强弱指标计算在某一段时间内股价上涨总幅度平均值占总涨跌幅度平均值的百分比，根据一段时间内价格的变动情况，以价格涨跌幅度显示市场的弱强，进而推测价格未来的变动方向。

（4）OBV能量潮指标：OBV是英文On Balance Volume的首字母缩写。OBV能量潮指标由Joe Granville所创，根据成交量数量化，制成趋势线，配合股价趋势线，从价格的变动及成交量的增减关系，推测市场气氛。

（5）VR成交量比率指标：VR是英文Volume Ratio的首字母缩写。VR指标是通过分析一定周期内的价格上升周期的成交量（或成交额）与价格下降周期的成交量的比值的一种中短期技术指标。

（6）SAR停损转向指标：SAR是英文Stop and Reverse的首字母缩写。由Wells Wilder创造，该指标帮助投资者设定一个止损价位，当股价向下跌破止损价位时，要及时抛出股票后持币观望；当股价向上突破SAR指标显示的股价压力时，要买入股票或持股待涨。

（7）DMI趋向指标：DMI是英文Directional Movement Index的首字母缩写。DMI趋向指标由Wells Wilder创造，通过分析股票价格在涨跌过程中买卖双方力量均衡点的变化情况，即多空双方力量的变化受价格波动的影响而发生由均衡到失衡的循环过程，从而提供趋势判断依据的一种技术指标。

（8）布林线指标：此指标由John Bollinger创造，因而得名。其利用统计原理，求出股价的标准差及其信赖区间，从而确定股价的波动范围及未来走势，利用波带显示股价的安全高低价位，因而也被称为布林带
 。

前文提及，RWII意味着历史信息对将来的价格走势没有预测作用，也就是说技术分析没有作用。如果某些技术图形或指标对将来的价格走势有预测作用，那么就意味着RWII不成立。这样我们就可以根据技术分析来检验资产价格是否服从RWII。

5.3.2　过滤策略检验

资产价格模型RWII意味着不同时间段的资产价格变化是相互独立的随机变量，其经济含义是，如果漂移项μ（资产的期望收益率）大于等于零（因此卖空操作的期望收益率为负），那么任何“证券与现金”的机械交易策略都不可能胜过最简单的买入持有策略。因此，通过将各种交易策略与买入持有策略的市场表现作比较，就可以检验资产价格是否服从RWII。若某种交易策略的市场表现要胜过买入持有策略，则我们拒绝RWII模型，反之则不拒绝RWII模型。

金融文献中常用于检验的一种交易策略是过滤策略（见上一小节技术分析中常用策略），过滤策略检验RWII的过程如下［Fama和Blume（1965）］：

（1）以样本数据的第一个交易日为起点，总的价格变化（按收盘价计算）高于或等于y％时进行第一次操作：涨幅超过y％购买资产，称为建立一个多头寸
 ；跌幅超过y％卖空资产，称为建立一个空头寸
 。此时也称为第一次建仓。第一次建仓日的收盘价定义了第一个参考价格。参考价格即是前期的高点或低点，是过滤策略的重要参数。

（2）在接下来的每个交易日，考察是否应该调整头寸（换仓）和更新参考价格：前一天是多头寸时，若当天价格比参考价格（前期高点）低y％，则卖出资产并卖空资产建立空头寸；前一天是空头寸时，若当天价格比参考价格（前期低点）高y％，则填补空头寸并买进资产建立多头寸。换仓时，参考价格更新，当日收盘价成为新的参考价格。我们看到，换仓包括两个操作，结仓与重新建仓。从建仓开始到下一次结仓称为一次交易。当头寸不需要调整时，还必须检查是否需要更新参考价格：持有长头寸时，若当前价格超过了参考价格（前期高点），则参考价格需要更新，当前价格成为新的参考价格；持有短头寸时，若当前价格低于参考价格（前期低点），则参考价格需要更新，当前价格成为新的参考价格；其他情况下参考价格保持不变。

为计算过滤策略和买入持有策略的收益率并最终进行比较，我们定义以下符号：

Pt
 ：第t次交易发生日收盘价，记共有T次交易发生，t＝1，2，…，T；

It
 ：第t次交易的总利润，即资本利得加上分红，空头寸时取其相反数；

nt
 ：第t次交易的时长；

N：总的交易时长，即N＝[image: alt]
 nt
 ；

rt
 ：第t次交易的日收益率，由下式计算而得：

Pt
 （1＋rt
 ）nt

 ＝Pt
 ＋It


我们有：
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rfilter
 ：过滤策略总的日收益率，即：
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Rfilter
 ：过滤策略总的年收益率，即Rfilter
 ＝Ny
 ×rfilter
 ，其中Ny
 是每年总的交易日天数。例如，上海股市平均每年交易242天，美国股市平均每年交易252天。

rBH
 ：买入持有策略总的日收益率，它的定义是：
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其中，
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RBH
 ：买入持有策略总的年收益率，即RBH
 ＝Ny
 ×rBH
 。

我们设定滤子的区间为［0.005，0.5］，其增量0.5％。也就是说，我们共计有100个滤子对上证指数进行了过滤策略检验，使用的数据与上节方差比率检验相同，即1990年12月19日至2009年12月31日上证指数的日收盘价。

表5-4报告了由过滤策略检验得到的10个代表性滤子的结果，包括过滤策略和买入持有策略的年收益率，以及交易次数。图5-2画出了全部100个滤子对应的过滤策略和买入持有策略的年收益率，其中横轴为滤子y％，纵轴为对应的年收益率。

表5-4　上证指数过滤策略检验结果
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从图5-2看到，过滤策略的收益率整体呈随滤子增大而减小的趋势；而买入持有策略的收益率变化不大，在0.2～0.5之间波动，它不是常数的原因主要是不同滤子的过滤策略首次建仓和最后一次结仓的时点可能不同。
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图5-2　上证指数过滤策略与买入持有策略的年收益率

图5-3画出了过滤策略收益率与对应的购股稳持收益率之差，在滤子较小时（小于10％），过滤策略一般要胜过买入持有策略，最大值为12％，发生在滤子4％；在滤子较大时（大于10％），买入持有策略一般要胜过过滤策略，即使过滤策略的收益率大于买入持有策略，相差幅度也在5％之内。
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图5-3　上证指数过滤策略与买入持有策略的年收益率之差

以上是没有考虑中国股市交易费用（印花税＋过户费＋券商佣金）和中国股市不能作空的结果。当滤子越小时，过滤策略的交易越频繁，交易次数越多，产生的交易费用也就越大。图5-4画出了过滤策略的交易次数，交易次数T随滤子的增大而迅速减少。另一方面，中国股市是世界上交易费用最高的市场之一。根据《中国资本市场发展报告》的数据，中国股市交易成本2006年平均为50个基点，而同期美国只有13个基点，日本只有14.4个基点。因此，若考虑到交易费用，小滤子的过滤策略对买入持有策略的优势可能不再存在。以每次长头寸交易（建仓、结仓）的交易费用为0.5％（0.1％印花税＋0.2％过户费＋0.2％券商佣金）作初步估算，平均每年只要有12次交易，产生的费用便可吞噬掉绝大部分过滤策略高于买入持有策略的收益。
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图5-4　上证指数过滤策略的交易次数

以上过滤策略对上证指数随机游走假说的经济检验结果表明，过滤策略并不优于买入持有策略，我们不能拒绝上证指数是RWII的零假设。

5.4　随机游走检验与有效市场假说

金融中的市场有效性是指资本市场能快速、充分地吸收信息，并最终反映到市场价格上的程度。在一个信息有效的市场上，证券价格能迅速、充分地反映所有公开的信息，如公司股本变动、产品、利润、管理水平和增长潜力等。当新的重要信息通过公众传媒到达市场时，公司股价会迅即调整，充分反映新信息带来的冲击。有关市场有效性最有影响的一篇文章是Fama（1970）：“有效资本市场：理论与实证文献回顾”。在这篇文章中，Fama基于三种不同形式（或程度）的有效市场假说（EMH）定义了市场有效性：弱式市场有效性、半强式市场有效性和强式市场有效性。

在弱式有效市场
 中，证券价格包含了所有相关的价格和成交量的历史信息。换句话说，研究过去的价格走势对投资来说徒劳无功，因为这样的研究对将来的价格走势没有预测能力。弱式有效性表明证券分析师广泛使用的各种形式的“技术分析”对预测将来的证券价格变化完全没有作用。

在半强式有效市场
 中，证券价格反映了所有相关的，公开可得的信息。这是一个比弱式有效性更强的概念，因为信息集包含的内容更广。在半强式的有效市场假说下，证券价格总是能反映相关的历史信息，并且在新信息通过公众媒介，如因特网、报纸、投资报告、电视、会议电话等披露时，总是能迅速充分地作出反应。半强式有效性意味着不仅技术分析，而且基本面分析都不能带来超额收益。

Fama定义的第三种程度的市场有效性称为“强式有效性”。在强式有效市场
 中，证券价格反映了所有可得的相关信息，包括公开信息，甚至私有信息。显然，私有信息只有公司内幕人士或极少数精明的投资者通过研究才能获得。下面一个例子可以较好地诠释强式有效性。某公司的高层（如CEO，CFO）掌握季度盈利将下降的情况。但这一信息在季度盈利报告发布之前只为公司高层所掌握，市场上的一般投资者并不知晓。在强式的有效市场假说下，一旦公司高层或内幕人士获悉盈利下降的信息，公司股价就会下降，而不必等到盈利报告发布时才出现变化。

在有些金融文献或教科书中存在一个普遍的误解，即将随机游走检验等同于有效市场假设（EMH）检验。准确地说，随机游走检验的零假设是收益率不可预测或收益率作为时间序列没有自相关。如果实证检验不能拒绝随机游走假设，那么这一结果对EMH有利。然而，不拒绝随机游走假设仅仅说明特定的资产收益率随机游走模型没有被拒绝，资产收益率有可能存在其他形式的可预测性。比如说，随机游走模型中没有出现的变量，如成交量，有可能对资产收益率具有预测能力。

更为重要的是，拒绝随机游走假设并不意味着同时拒绝EMH。拒绝随机游走假设意味着收益率序列相关并且在某种程度上能够预测。请注意，在一个没有磨擦的市场上资产收益率由两部分组成：期望收益率和不能预期到的部分。前者包括超出无风险收益率的风险溢价部分，后者是投资者对意料之外的信息冲击产生的理性反应。由于信息冲击的随机性，我们可以预计只有后者才是序列不相关的。风险溢价同时受风险水平和投资者的风险厌恶程度二者的影响。通常，我们假设投资者具有某种形式的效用函数来设定均衡模型，并依此来刻画和度量期望收益率或风险溢价。除非完全把握了风险溢价，否则任何EMH检验都涉及联合检验问题。如果拒绝资产收益率模型，有可能是因为市场不是有效的，也有可能因为置于期望收益率可风险溢价的假设——即均衡模型——是不正确的。因此，在诠释随机游走检验结果时，我们需要小心谨慎。由于联合检验问题，EMH检验仍然是金融文献中的一个挑战。

Campbell、Lo和MacKinlay（1997）提到，完全有效性不是一个现实的标杆，它在实际应用中不可能达到。即使在理论上，正如Grossman和Stiglitz（1980）显示，如果收集和加工信息需要成本，那么超额收益率可能存在。超额收益率的存在是必需的，以补偿投资者的信息收集和加工成本。当这些成本考虑进来之后，它就不应再被看成是超额收益率了。

本章回顾

主要概念

随机游走　顺向／反向比率检验　串检验　相关系数检验　方差比率检验　技术分析　过滤策略　有效市场假说　弱式有效性　半强式有效性　强式有效性

主要结果

1．随机游走模型的三种形式是：

（a）RWI：

rt
 ＝μ＋∈t
 ，∈t
 ～iid（0，σ2
 ）

（b）RWII：

rt
 ＝μ＋∈t
 ，∈t
 ～id（0，σ2
 ）

（c）RWIII：

rt
 ＝μ＋∈t
 ，Cov［∈t
 ，∈t－k
 ］＝0，[image: alt]
 k≠0

2．随机游走的统计检验方法有顺向／反向比率检验、串检验、相关系数检验和方差比率检验。其中顺向／反向比率检验和串检验适用于检验RWI，相关系数检验适用于RWIII，方差比率检验适用于RWI，RWII和RWIII。

3．随机游走的经济检验方法主要是各种技术分析检验，如过滤策略检验，它们适用于RWII。

4．证券价格能迅速、充分地反映所有公开的信息的市场称为有效市场。根据信息集的大小，有效市场又区分为三种形式：弱式有效市场、半强式有效市场和强式有效市场。

5．拒绝随机游走假设并不意味着同时拒绝有效市场假说（EMH）。任何EMH检验都涉及到联合检验问题。如果拒绝资产收益率模型，有可能说明市场不是有效的，也有可能是因为置于期望收益率可风险溢价的假设——即均衡模型——是不正确的。

习题

1．请写出随机游走模型的三种形式并讨论它们之间的差别。

2．任取三只上交所或深交所上市的股票价格日频数据（任一交易系统都可下载此数据，如国泰君安锐智版）。

（a）计算日收益率主要的描述性统计量，如均值、标准差、偏度、峰度、最大值、最小值等。

（b）计算日收益率的前20阶自相关系数，并解释它们的含义。

（c）运用方差比率检验三只股票的价格是否服从随机游走过程。

3．（a）请详细描述过滤策略。

（b）使用习题2中的股价日频数据，运用过滤策略对RWII作经济检验。比较经济检验与习题2中方差比率检验的结果。

（c）使用习题2中的股价日频数据，请考虑中国股市的交易费用和不能卖空的限制对过滤策略检验结果的解释以及对RWII检验的含义。

4．请给出有效市场假说（EMH）的定义，并讨论有效市场的三种形式及各自的含义。

5．请讨论随机游走检验与有效市场假设检验之间的区别与联系。





第六章　事件研究方法





事件研究是金融学中重要的研究方法之一。事件研究提出的最常见问题是：特定经济事件对公司价值影响几何？典型的经济事件有企业并购（M&A）、盈余发布、新债或新股的发行、股利变动、拆（合）股、宏观经济新闻等等。公司管理层和研究者最关心的问题是上述活动能否提升公司价值。具体地说，市场对上述事件会作出怎样的反应，即公司股价是涨还是跌？要回答这一问题，需要对同类历史事件进行研究。事件研究的结果将帮助管理者作出正确决策。

事件研究方法经历了一些重要的演变，从早期很多比较粗糙的研究，到后来才日渐成熟。最早的事件研究文献可以追溯到Dolley（1933）考察拆股对股票价格影响的研究。20世纪60年代后期，事件研究方法变得更加改良和成熟。事件研究的经典文献有Ball和Brown（1968）和Fama、Jensen、Fisher和Roll（1969）。Ball和Brown（1968）研究了盈余发布所包含的信息。Fama、Jensen、Fisher和Roll（1969）研究了去除股利同时发生的影响之后拆股事件的效应。这些文献在研究方法上有两个改进，第一，它们去除了整个市场对股票价格的影响；第二，它们分离了其他相伴事件的影响。Brown和Warner（1980）和Brown和Warner（1985）的研究考虑到早期事件研究中统计假设违背情况，进一步改进了事件研究方法中的统计推断。

本章我们介绍事件研究方法，包括估计资产期望收益率模型的详细介绍，如何计算超额收益率以及检验统计量的构造。为进一步诠释事件研究方法的应用，我们使用一个事件研究的实证例子一步一步解释事件研究的完成步骤。

6.1　事件研究的步骤

经过40多年的发展，事件研究方法已铸成熟，它广泛地应用于金融业界和金融研究之中。Campbell、Lo和MacKinlay（1997）把事件研究的过程总结为七个步骤：定义事件、取样、选择测定模型、估计测定模型并计算超常收益率、加总超常收益率并作假设检验、报告实证结果和解释与总结。本章的介绍将遵循这七个步骤：

第一步：定义事件

首先要确定我们要研究的事件，定义事件窗口，然后根据事件的发生划分时间轴。通常时间轴划分为三个窗口，估计窗口、事件窗口与事件后窗口，如图6-1所示。
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图6-1　事件研究的时间轴

其中：

t＝0：事件日
 。一般就是指事件发生日。例如，在考察公司盈利报告发布对股价影响的事件研究中，事件日一般确定为公司盈利报告发布的日期。事件日的确定至关重要，在它的基础上我们才能划分时间轴，即确定估计窗口、事件窗口与事件后窗口。

t∈（T1
 ，T2
 ］：事件窗口
 。这是我们用来测定事件产生影响的时间段。如果事件的影响只发生在事件日，我们将事件窗口就确定为事件日（t＝0）。但是在实际应用中，由于信息的提前泄露、投资者预期等因素，事件的影响可能在事件发布日（事件日）之前就已经产生，这时我们需要将事件日前的一些交易日纳入事件窗口。例如，并购交易有一个谈判过程，谈判进程往往披露于媒体。因此，在正式公布之前，并购交易的部分影响就已经反应在股价之中。有关研究发现，在收购交易中，一般在交易宣布前20个交易日，目标公司的股价就开始上升，因此我们需要将交易宣布前20个交易日归入事件窗口。另外，有时为考察事件发生后的影响，事件日后的一些交易日也归入事件窗口。例如，某些事件的影响可能持续一段时间并产生难以预料的后果。此类事件的实例有某些地区或国家之间发生的国际冲突。因此，事件窗口一般是以事件日为中心的一个时间段，具体时长依具体事件、研究目的而定。

t∈（T0
 ，T1
 ］：估计窗口
 。这是事件研究用来估计测定模型的数据窗口。估计窗口要尽可能地不受到事件的影响，即估计窗口不能与事件窗口重叠。此外，估计窗口不能太短，也不能太长或太过远离事件日。太短不能得到精确有效的参数估计，太长或太过远离事件日则可能受到其他事件的影响，得到不够准确的估计值。在已有事件研究实证文献中（Binder，1998），对于月度数据，研究者一般采用事件窗口前5～7年（60～84个数据）作为估计窗口；对于日频数据，一般采用事件窗口前1个季度到1年（60～250个数据）作为估计窗口。

t∈（T2
 ，T3
 ］：事件后窗口
 。它是事件窗口后的一段时间。它也可以用来估计测定模型，起到和估计窗口相同的作用，但更多地是用来作事件研究的稳健性检验。因此，它的时长选择与估计窗口类似。

在接下来的介绍中，我们记L1
 ＝T1
 －T0
 为估计窗口长度，L2
 ＝T2
 －T1
 为事件窗口长度，L3
 ＝T3
 －T2
 为事件后窗口长度。

第二步：取样

接下来是选取事件研究的样本公司，获得事件发生前后股价数据。最重要的是我们要选取清洁的事件数据，即没有其他事件相伴发生的事件样本，这样才能准确地测定我们感兴趣事件产生的影响。事件研究取样考虑的其他因素还有：研究的目的、数据的可得性、公司市值、产业代表性等。

第三步：选择测定模型

事件研究的关键是超常收益率的测定。与超常收益率对应的概念是正常收益率，它是指事件不发生条件下证券的期望收益率。我们一般使用模型来测定正常收益率，这一模型称为测定模型
 （各种具体的模型请参见本章6.2.1节）。超常收益率
 （一般考虑事件窗口内）是指实现的收益率减去正常收益率，用公式表示如下：

∈it
 ＝Rit
 －E［Rit
 ｜Xit
 ］

其中，∈it
 表示超常收益率，Rit
 表示t时期实现的收益率，它受到事件的影响，蕴含了事件带来的信息。显然，为测定超常收益率，我们需要估计正常收益率。正常收益率
 在实际中是不可直接观察的，它是在事件不发生条件下股票的期望收益率。在上面的模型中，Xit
 表示正常情况下（即事件不发生的情况下）收益率测定模型所依赖的信息。因此E［Rit
 ｜Xit
 ］就是事件不发生条件下股票的收益率期望值。由此，Rit
 分解成两部分，E［Rit
 ｜Xit
 ］和超常收益率∈it
 。Xit
 有两个最常见的选择：

（1）Xit
 ＝常数。此时测定正常收益率的模型称为常数均值收益率模型，或简称为常数模型。常数模型中，Rit
 的条件期望就是边际期望，即E［Rit
 ｜Xit
 ］＝E［Rit
 ］。

（2）Xit
 ＝Rmt
 （市场组合收益率）。此时测定正常收益率的模型一般选择市场模型。市场模型中，证券收益率Rit
 是市场组合收益率Rmt
 的线性函数：

Rit
 ＝αi
 ＋βi
 Rmt
 ＋∈it


市场模型、其他期望收益率模型以及计算期望收益率的详细讨论见本章6.2.1节。

第四步：估计测定模型并计算超常收益率

选择好事件研究的测定模型之后，接下来的步骤是使用事件发生前的某一时间段（称为估计窗口
 ）的数据来估计测定模型。前面提到，事件日与估计窗口要有一定的距离，以使事件的发生对测定模型的估计结果没有显著的影响，以得到合理的正常收益率测定值。市场模型常用的估计方法是最小二乘法，详细步骤请参见本章6.2.2节。获得测定模型参数估计值后，结合事件窗口的数据（如测定模型是市场模型，则使用事件窗口的市场收益率）来计算超常收益率（参见本章6.2.3节）。

第五步：加总超常收益率并作假设检验

首先定义事件研究的零假设（一般为事件的发生对股票收益率没有影响）。通过对超常收益率在时间上和证券上加总，获得事件研究的检验统计量。在零假设为真条件下，结合模型的假设条件，导出检验统计量的分布，最后作假设检验。超常收益率的加总及检验统计量的分布见本章6.3节。

第六步：报告实证结果

实证结果的报告与一般实证分析类似，需要以表格的形式报告超常收益率的测定值及对应的标准差估计（或t统计量），报告其显著性等。根据不同情况，还有必要进行各种诊断与稳健性检验。

第七步：解释与总结

事件研究的最后一个步骤是对实证结果作出解释与总结。实证结果有可能加深我们对事件影响证券价格机制的理解。在某些情况下，我们还需要考察多种可能的解释，并建立模型进行比较、验证和深入分析。

6.2　测定与分析超常收益率

上一节我们定义了超常收益率，它的准确测定是事件研究的关键。本节介绍测定与分析超常收益率的方法与步骤。首先我们介绍事件研究中常用的测定模型。

6.2.1　常用测定模型

事件研究中常用的测定模型分为两类，统计模型与经济模型。前者纯粹由置于资产收益率的统计假设条件导出，它不依赖于任何经济理论。除统计假设条件之外，后者还依赖于对投资者行为所作的一些假设。

统计模型

最简单的统计模型是常数模型。顾名思义，它的重要假设是资产的期望收益率是一个常数，模型设定如下。对资产i，

Rit
 ＝μi
 ＋∈it
 ，

E［∈it
 ］＝0，

Var［∈it
 ］＝[image: alt]


其中，Rit
 是t时期资产i的收益率，μi
 是Rit
 的期望值，对给定的公司来说它是一个常数，∈it
 ≡Rit
 －μi
 称为冲击项。

另一个重要的统计模型是市场模型，它将单个资产的收益率Rit
 与市场组合收益率Rmt
 联系起来。市场模型的设定形式为：

Rit
 ＝αi
 ＋βi
 Rmt
 ＋∈it
 ，

E［∈it
 ］＝0，

Var［∈it
 ］＝[image: alt]


市场组合收益率Rmt
 一般用某种市场指数的收益率来表示，如美国金融市场的标准普尔500指数，CRSP价值权重指数、等权重指数，中国金融市场的上证指数，深证成指等。

市场模型在常数模型的基础上有所改进，通过分离资产收益率中由整个市场收益率变动而带来的变动，我们减少了超常收益率的方差，因此可以更容易检验到事件的影响。

还有一些其他的统计模型，如多因子模型，市场调整收益率模型等，有兴趣的读者可以进一步参考Campbell、Lo和MacKinlay（1997）。

经济模型

除统计假设之外，经济模型通过增加一些经济假设导出测定模型的设定形式。以下我们介绍三个常用的经济模型，本书第二章对它们已有详细的介绍。

●CAPM―Sharpe-Lintner版本：

E［Ri
 ］＝Rf
 ＋βim
 （E［Rm
 ］－Rf
 ）

其中，

[image: alt]


●CAPM―Black版本：

E［Ri
 ］＝E［R0m
 ］＋βim
 （E［Rm
 ］－E［R0m
 ］）

其中，
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R0m
 是零贝塔资产组合的收益率，零贝塔组合是所有与市场组合相关性等于零的资产组合中方差最小的组合。

CAPM的Black版本也可以写成以下形式：

E［Ri
 ］＝αim
 ＋βim
 E［Rm
 ］

αim
 ＝E［R0m
 ］（1－βim
 ），[image: alt]
 i

●APT―多因子模型［Ross（1976）］：
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其中，Ri
 表示资产i的收益率；f是K×1的列向量，表示K个风险因子，它对所有的资产都相同；∈i
 是收益率中风险因子不能解释的部分，称为资产i的特质风险；对于给定资产i，ai
 是常数，bi
 是常数向量。另外，在一个有许多资产的经济中，APT模型假设

E［Ri
 ］≈λ0
 ＋[image: alt]
 λk


其中，λk
 表示风险因子的风险溢价。也就是说，资产期望收益率的绝大部分能够由K个风险因子的风险溢价来解释。

其他模型

其他常用的测定模型有产业模型，它采用某个产业的收益率为基准；匹配模型，它寻找特征类似的公司股票作为基准等。

6.2.2　估计测定模型

我们在本小节重点介绍在事件研究中应用得最多的测定模型——市场模型的估计。从上一小节的叙述可以知道，市场模型也就是将股票收益率Rit
 对市场收益率Rmt
 作回归的一元线性回归模型：
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事件研究一般使用估计窗口（T0
 ，T1
 ］的收益率数据来估计市场模型式（6.1），得到参数估计值[image: alt]
 和[image: alt]
 。

为表达的简洁，我们把模型（6.1）式写成矩阵形式：

[image: alt]


其中，L1
 在第1节已有定义，它表示估计窗口长度；

Ri
 ＝［RiT0＋1

 …RiT1

 ］┬
 ，为证券i的估计窗口收益率向量；

[image: alt]
 ，ι是元素全为1的L1
 ×1列向量，

[image: alt]
 ，为市场组合的估计窗口收益率向量；

βi
 ＝[image: alt]
 ，为参数向量，∈i
 ＝[image: alt]
 为扰动项向量。

当上述模型满足线性回归模型的经典假设条件时，我们可以用最小二乘（OLS）法估计市场模型（6.1），得到参数向量的OLS估计量：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 是β的最优线性无偏估计（BLUE）。

统计推断中需要的估计量还有：

[image: alt]


参数估计量[image: alt]
 的方差―协方差矩阵为：

[image: alt]


以上结果可以参考Greene（2005）。

6.2.3　计算超常收益率

接下来，我们利用上述估计的模型参数和事件窗口的市场收益率来计算超常收益率：

[image: alt]


其中：

[image: alt]
 是-L2
 ×1的列向量；为证券i的事件窗口收益率向量；

[image: alt]
 ，ι是元素全为1的L2
 ×1列向量；

[image: alt]
 ，为市场组合的事件窗口收益率向量；

我们把[image: alt]
 称为股票i在事件窗口的超常收益率向量
 ，它是一个L2
 ×1的列向量。

6.2.4　超常收益率的统计性质

容易证明，在事件对证券的收益率没有影响的零假设条件下，

[image: alt]


在事件研究中一般假设股票的收益率服从正态分布。因此，作为正态分布随机变量的线性组合，超常收益率向量[image: alt]
 服从多元正态分布：

[image: alt]


6.3　超常收益率的加总

为衡量某类事件对市场产生的效应，我们需要对样本中包括的所有股票和事件窗口的某个时间段通盘考虑，也就是说，我们需要将超常收益率在时间上和证券上加总，然后再构造统计量作统计推断。

6.3.1　时间加总

记证券i从时间τ1
 到τ2
 （T1
 ＜τ1
 ≤τ2
 ）的累积超常收益率为CARi
 （τ1
 ，τ2
 ）。我们记：
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其中，γ＝（0，…，0，1…，1，0，…，0）′是L2
 ×1的列身量，在τ1
 －T1
 到τ2
 －T1
 的位置上的元素为1，其余元素为0。通过γ，我们把时间τ1
 到τ2
 之间的超常收益率累加起来。

在事件没有影响的零假设（H0
 ）条件下，[image: alt]
 i
 （τ1
 ，τ2
 ）服从均值为0，方差等于

[image: alt]


的正态分布，即：

[image: alt]
 i
 （τ1
 ，τ2
 ）～[image: alt]
 （0，[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ））

根据以上性质，我们可以构造统计量：

[image: alt]


来检验H0
 ，其中[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）由[image: alt]
 替代式（6.2）中的[image: alt]
 计算而得。这一统计量称为标准累积超常收益率，在H0
 条件下：

[image: alt]
 i
 （τ1
 ，τ2
 ）～t（L1
 －2）

即服从自由度为L1
 －2的t分布。

6.3.2　事件加总

给定N次事件样本，在上一小节每一证券在时间上加总后，我们再进行事件加总，有时也称为证券加总，这是因为事件研究使用发生在不同公司的同类事件。

累积超常收益率的事件加总

定义平均累积超常收益率为：
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假设各证券的超常收益率不相关，那么[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）的方差等于：
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因此，我们有：

[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ～[image: alt]
 （0，[image: alt]
 2
 （τ1
 ，τ2
 ））

我们也可以先通过事件加总，然后再时间加总同样得到[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）。过程如下：记[image: alt]
 *
 为N个超常收益率向量的样本均值，即：
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那么我们有：

[image: alt]


容易证明：
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标准累积超常收益率的事件加总

此外，我们还可以将标准累积超常收益率（SCAR）在事件上加总。记[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）为标准累积超常收益率[image: alt]
 i
 （τ1
 ，τ2
 ）的样本均值，即：

[image: alt]


它被称为平均标准累积超常收益率
 。如果证券的事件窗口不重叠，当零假设H0
 成立时，[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）渐近服从均值为0，方差为[image: alt]
 的正态分布，即：

[image: alt]


6.3.3　构造统计量

通过时间加总和事件加总得到平均累积超常收益率[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）和平均标准累积超常收益率[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）之后，需要进一步构造统计量以检验零假设。下面介绍两种方法。


方法一：
 得到[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）的分布之后，我们可以构造统计量：
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其中，

[image: alt]


来检验零假设H0
 。在H0
 成立条件下，J1
 渐近服从标准正态分布，即：

[image: alt]


当J1
 统计量的值大于给定显著性水平对应的标准正态分布临界值时，我们拒绝零假设，认为事件对公司价值有显著影响；反之不拒绝零假设，认为事件对公司价值没有显著影响。统计检验中常用的显著性水平是5％和1％，它们（双边检验）对应的标准正态分布临界值分别为1.96和2.58。


方法二：
 根据前面导出的[image: alt]
 （τ1
 ，τ2
 ）的统计性质，我们可以构造统计量：

[image: alt]


用来检验零假设H0
 。当J2
 统计量的值大于给定显著性水平对应的标准正态分布临界值时，我们拒绝零假设，认为事件对公司价值有显著影响；反之不拒绝零假设，认为事件对公司价值没有显著影响。


评注6.1
 　一般来说，


（1）如果不同证券的超额收益率相近，那么应该给予具有较低超额收益率方差的证券更大的权重，在此种情况下使用统计量J2
 是较好的选择。

（2）如果方差高的证券其超额收益率也高，那么应该给予每一证券实现的累积超额收益率相同的权重，在这一情况下使用统计量J1
 是更好的选择。

6.4　实证例子

前文提到，事件研究方法广泛地应用于金融研究中。Binder（1998）提供了1969至90年代事件研究方法和实证研究的综述。经过文章作者的允许，本节我们利用Lamoureux和Poon（1987）中的实证研究来阐述事件研究方法的步骤，这篇文章发表在Journal of Fiance，1987年第42期。Lamoureux和Poon（1987）研究了市场对拆股和合股事件的反应，并且对实证检验作出理论上的解释。这里我们主要总结他们的事件研究部分，实证检验的理论解释部分请参考原文。为保持和6.1节介绍的事件研究七个步骤一致，我们总结如下：

定义事件

作者感兴趣的事件是美国股市（NYSE和AMEX）的拆股与合股事件，事件研究的时间轴划分如图6-2所示：

[image: alt]


图6-2　拆股和合股事件研究的时间轴

其中，

t＝0为事件日，作者把拆股（合股）的公告日和执行日都定义为事件日进行研究。公告日是指宣布拆股（合股）的日期，执行日是指拆股（合股）实际执行的日期。为简单计，本章主要介绍以拆股（合股）公告日为事件日的结果。

t∈［-250，-60）为估计窗口，其中t∈［-250，-120）这130天的数据用来估计测定模型，t∈［-120，-60）这60天的数据用来估计收益率的方差。估计窗口的选择考虑了估计的有效性和不受其他事件影响两个因素。

t∈［-60，60］为事件窗口，共计121天。事件窗口的选择考虑了信息可能在事件日之前影响市场和事件日之后市场的可能反应两个因素。





取样

为减轻其他因素对拆股事件的污染，保证一定数量的合股事件，作者选择的事件样本是至少2拆5的拆股和所有合股，时间跨度从1962年7月至1985年12月。作者主要考察了没有其他事件（如盈利发布、红利发布、兼并等）干扰的拆股和合股，称为没有被其他事件污染的，或清洁的拆股（合股）。表6-1是数据描述，我们看到，拆股事件要多于合股事件，在拆股事件中，3比1的拆股又占大多数；相伴事件发生最多的是分红。这些事件被认为是不清洁的数据。

表6-1　Lamoureux和Poon（1987）事件研究数据描述

[image: alt]


[image: alt]


注：a拆股因子的定义是1股旧股换新股的股数；b合股因子的定义是换1股新股的旧股股数。

此表的内容来自Lamoureux和Poon（1987）表I。

选择测定模型

作者选择市场模型作为测定模型，即：

Rit
 ＝αi
 ＋βi
 Rmt
 ＋∈it


其中，Rit
 是股票收益率，Rmt
 是市场指数收益率，作者选择的是CRSP等权重指数的日频收益率。

估计测定模型并计算超常收益率

如图6-2所示，作者选择事件日前250天开始共计130天的日收益率数据估计测定模型（市场模型）。市场收益率是CRSP等权重指数收益率。股票收益率与市场收益率都是简单收益率。为估计股票收益率的方差，作者选择的是事件日前120天开始共计60天的日收益率数据。

加总超常收益率并作假设检验

对每个事件窗口交易日，作者计算了证券加总的超常收益率（[image: alt]
 *
 ），Lamoureux和Poon（1987）的原文记为AER，及其t统计量、[image: alt]
 *
 ＞0的百分比和累积平均超常收益率（CAR），Lamoureux和Poon（1987）的原文记为CAER。

报告实证结果

表6-2和表6-3分别报告了清洁的拆股和合股的实证结果，事件日为公告日，它们来自Lamoureux和Poon（1987）文章中的表II和表IV。

表6-2　清洁的拆股——公告日为事件日0

[image: alt]


注：N＝65；α平均值＝0.00169；β平均值＝1.03344。

事后选择偏差检验：[image: alt]
 （t－60，t－1）：5.936；t统计量：1.876。

此表的内容来自Lamoureux和Poon（1987）表II。

表6-3　清洁的合股—公告日为事件日0

[image: alt]


注：N＝29；α平均值＝0.00048；β平均值＝1.0144。

事后选择偏差检验：[image: alt]
 （t－60，t－1）：6.910；t统计量：0.620。

此表的内容来自Lamoureux和Poon（1987）表IV。

表6-2的结果显示，在发布拆股公告的当日，超常收益率（[image: alt]
 *
 ）等于1.819％，比一般的交易日明显要高，其t统计量等于6.263，大于1.96，说明它在5％水平上显著异于0。对于事件日的前后两个交易日，也存在显著的正向反应。

表6-3的结果显示，在发布合股公告的当日，超常收益率（[image: alt]
 *
 ）等于-2.936％，比一般的交易日明显要低，其t统计量等于-2.885，小于-1.96，说明它在5％水平上显著异于0。对于事件日的后一交易日，也存在显著的负向反应。

作为稳健性检验，Lamoureux和Poon（1987）还以执行日为事件日，使用执行日后250个交易止，计130个交易日的数据估计市场模型，对全部拆股事件作事件研究（结果见Lamoureux和Poon（1987）表VI），结论与前面类似。

因此，Lamoureux和Poon（1987）得出他们的研究结论：“……在拆股公告日和执行日，市场存在正向的超常反应。对于合股事件，市场的反应正好相反”。

解释与总结

针对市场对拆股和合股事件的上述反应，Lamoureux和Poon（1987）建立并检验了一个模型，最后作出如下解释：他们认为，拆股（合股）的公告会产生一个连锁反应：市场认识到，紧随着拆股（合股）的执行日，股票的成交量会增加（减少），成交量的增加导致了股票收益率的噪声增大，噪声增大提高了股票的税收期权价值。股票的税收期权价值由Constantinides（1984）首次提出。美国税法允许投资者利用投资损失冲销投资收益，从而降低赋税。因为波幅大的股票更有可能产生更大的损失，所以其他条件相同情况下，波幅大的股票具有更高的价值。这部分多出的价值就是股票的税收期权价值。正是这一价值的提高产生了拆股效应。对于合股事件来说，这一过程引发的反应正好相反。

本章回顾

主要概念

事件研究　正常收益率　超常收益率　经济模型　统计模型　超常收益率时间加总　超常收益率证券加总　检验统计量

主要结果

1．事件研究最基本的七个步骤可以总结为：定义事件、取样、选择测定模型、估计测定模型并计算超常收益率、加总超常收益率并作假设检验、报告实证结果和解释与总结。

2．由于信息的提前泄露、投资者预期等因素，事件的影响可能在事件发布日（事件日）之前就已经产生，这时我们需要将事件日前的一些交易日纳入事件窗口。另外，有时为考察事件发生后的影响，事件日后的一些交易日也时常归入事件窗口。

3．估计窗口要尽可能地不受到事件的影响，即估计窗口不能与事件窗口重叠。此外，估计窗口不能太短，也不能太长或太过远离事件日。

4．事件后窗口可以用来估计测定模型，但更多地是用来作事件研究的稳健性检验，它的时长选择与估计窗口类似。

5．事件研究中常用的测定模型分为两类，统计模型与经济模型。前者纯粹由置于资产收益率的统计假设条件导出，它不依赖于任何经济理论。除统计假设条件之外，经济模型还依赖于对投资者行为所作的一些假设。

6．常用统计模型有常数模型和市场模型。市场模型在常数模型的基础上有所改进，通过分离资产收益率中由整个市场收益率变动而带来的变动，市场模型减少了超常收益率的方差，因此可以更有效地检验事件的影响。

7．常用经济模型有CAPM-Sharpe-Lintner版本、CAPM―Black版本和APT多因子模型。

8．衡量事件对市场产生的效应，我们需要将超常收益率在时间上和证券上加总，然后再构造统计量作统计推断。

习题

1．请简述事件研究的七个步骤。

2．对事件窗口、估计窗口和事件后窗口的划分要考虑哪些因素？

3．（a）请解释什么是正常收益率？事件研究中常用的期望收益率模型有哪些？

（b）请解释什么是超常收益率？怎样计算超常收益率？

4．请简述事件研究中超常收益率的时间加总和证券加总的过程。

5．表6-4列出了东方园林（002310）在2010年8月26日的拆股与分红事件，估计窗口和事件窗口的股票收益率和市场收益率（深证成指收益率）：

表6-4　某次事件的估计窗口与事件窗口

[image: alt]


[image: alt]


注：表中的事件是指东方园林（002310）在2010年8月26日的拆股与分红事件，市场收益率是指深证成指收益率。

数据来源：国泰君安锐智版。此表数据可以在作者的个人主页（http://www.u.arizona.edu/～gjiang/）上下载。

（a）使用常数收益率模型测定股票的正常收益率，并估计事件窗口股票的正常收益率与超常收益率；

（b）使用市场模型测定股票的正常收益率，报告市场模型在估计窗口的参数估计值及其t统计量值；并估计事件窗口股票的正常收益率与超常收益率。

（注：本题只是进行一次事件的估计，在一般的事件研究中，样本包括多次事件的观测值。）





第七章　ARCH/GARCH模型





本书第一章指出，资产收益率是金融中最重要的概念之一。和收益率一样，收益率的波动率同样是金融中一个重要的基本概念。直观地说，资产收益率的波动率反映了市场不确定性的程度，因而市场在面临更多不确定性时期资产价格的波动更为显著。波动率也被看成是信息流的一种度量。高波动率一般伴随着对市场更大的信息冲击。金融文献已证实的资产收益率典型特征之一是其波动率随时间变化并且趋向集聚。波动率时变性是信息流不均匀到达市场的结果。此外，波动率集聚体现低波动率往往紧随低波动率，高波动率往往紧随高波动率，以此形成集聚。早在1960年代，Mandelbrot（1963）就已经写到：“（市场）大的变动紧跟着大的变动——或涨或跌，小的变动紧跟着小的变动。”这一特征就是波动率集聚
 。波动率集聚意味着波动率在时间上具有持续性。

图7-1是1997年至2010年上证指数日收益率及其绝对值的时间序列图。收益率绝对值一般用做波动率的替代量
〔1〕

 ，它体现了上证指数的波动特征。如图所示，波动率随时间变化并趋于集聚。通俗一点说，上证指数一般涨跌平稳，但在大涨大跌之后往往紧跟着大涨大跌。

[image: alt]


图7-1　上证指数收盘价计算的日对数收益率及其绝对值：1997—2010

7.1　条件波动率与资产收益率模型


条件波动率
 是衡量资产收益率不确定性程度的指标，它的正式定义是条件标准差，记为σt
 ，即：

[image: alt]


其中，It－1
 表示投资者在t－1时刻所拥有的信息，Var［·｜It－1
 ］表示基于信息集It－1
 条件方差。t－1时刻的信息集It－1
 是投资者形成下一期资产价格波动率期望值的基础。该信息集不仅包含市场上已经和正在发生的事件，还包含投资者对可能影响资产价格并即将发生事件的预期。一般来说，若流入市场的信息量少，或者冲击程度低，资产价格的不确定性就小，随之条件波动率低。反之，若对市场的信息冲击力大，或者有重大事件预计发生并将对资产价格产生显著影响，那么条件波动率就会升高。

评注7.1　条件波动率与非条件波动率

条件波动率或方差与非条件波动率或方差有区别。正如以上定义所示，前者是某一时间段上的期望值。非条件方差则可以看成是条件方差的平均值，非条件波动率就是非条件方差的平方根。收益率观测值的样本方差是非条件方差的一个估计值。

条件波动率σt
 是金融中非常重要的指标。在均值—方差模型中，它完全衡量了资产组合的风险；它是Black-Scholes期权定价模型中最重要的输入变量；它还是风险管理中估计在险值（Value at Risk或VaR）的重要变量；条件波动率的不同形式对统计推断的结论也有很大的影响。条件波动率不能直接观察得到，并且波动率的时变特征显示它不是一个常数，因此建立合理的波动率模型对于理解资产价格的动态性质就显得特别重要。ARCH/GARCH类模型就是为这一目的而提出并发展的。

我们考察如下金融时间序列rt
 的随机模型：

[image: alt]


其中，

μt
 ≡E［rt
 ｜It－1
 ］

是收益率的条件期望；σt
 是信息集It－1
 的非负函数；It－1
 表示时刻t－1的信息集；εt
 是一个白噪声过程
 ；
〔2〕

 zt
 是均值为0，方差为1的独立同分布的随机变量序列：

zt
 iid，E［zt
 ］＝0，Var［zt
 ］＝1

金融文献中通常假设zt
 服从标准正态分布，即：

zt
 ～[image: alt]
 （0，1）

在实际应用中，μt
 通常设为常数，即μt
 ＝μ，但有些时间序列模型中也设定为（rt－1
 ，rt－2
 ，…；∈t－1
 ，∈t－2
 ，…）的线性函数
〔3〕

 ；因此rt
 是一个自回归移动平均（ARMA）过程，如ARMA（P，Q）过程：

rt
 ＝φ0
 ＋[image: alt]
 φp
 rt－p
 ＋[image: alt]
 θq
 ∈t－q
 ＋∈t


根据模型式（7.1），我们有：

[image: alt]


所以，[image: alt]
 即是rt
 的条件方差。根据不同的[image: alt]
 的设定，我们就得到不同的条件异方差模型。下面，我们介绍条件方差的ARCH和GARCH模型。

7.2　[image: alt]
 的设定

7.2.1　ARCH模型

ARCH是英文AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity（自回归条件异方差）的首字母缩写。在最简单的ARCH模型中，[image: alt]
 设定为前一期冲击[image: alt]
 的线性函数：

[image: alt]


它记为ARCH（1）模型。这一模型刻画了波动率集聚特征：条件方差[image: alt]
 受到前一期收益率波动幅度[image: alt]
 的影响，并且因为α1
 ＞0，所以前一期收益率波动幅度越大，t期收益率的条件方差[image: alt]
 就越大。

图7-2是模拟ARCH（1）过程rt
 的一条路径，还画出了相伴条件标准差σt
 的路径，样本个数T＝3383，对应14年中国股市的日频数据。模拟过程为：

[image: alt]


图7-2　ARCH（1）模型的模拟路径

第一步：参数值设为：

μ＝0.033％，　α0
 ＝1.52×10-4
 ，　α1
 ＝0.4735

这些参数取值与本章第4节表7-1中上证指数收益率的均值、标准差和峰度相一致。参见本节导出的ARCH（1）模型的方差和峰度公式。条件方差的初始值设为[image: alt]
 ＝2.89×10-4
 。此初始值的设置与本章第4节表7-1中上证指数收益率的标准差0.017相一致。

第二步：随机抽取T＋1个标准正态分布的样本值，记为z0
 ，z1
 ，…，zT
 。

第三步：根据以下式子更新rt
 和σt
 ：

[image: alt]


例如，将σ0
 与z0
 代入式（7.3）获得∈0
 ，∈0
 代入（7.4）式获得σ1
 ，σ1
 与z1
 代入式（7.3）获得∈1
 ，∈1
 代入式（7.5）获得r1
 。如此继续，最后得到rt
 的T个样本值r1
 ，r2
 ，…，rT
 和σt
 的T个样本值σ1
 ，σ2
 ，…，σT
 。

图7-2显示，在rt
 涨跌幅度较大的时候，条件波动率σt
 的值也较高，并且明显地刻画了收益率rt
 的波动率集聚特征。

ARCH模型由经济学家Robert F. Engle首先提出
〔4〕

 。为建立通货膨胀率的动态模型，在一篇开创性的文章中，Engle（1982）把[image: alt]
 设定为[image: alt]
 （i＝1，2，…）的线性函数：

[image: alt]


为保证波动率恒为正，（αi
 ，i＝0，1，…，q）都大于0，并满足一定的正规条件（例如，[image: alt]
 αi
 ＜1）使波动率为一平稳过程。模型式（7.6）称为ARCH（q）模型，其中q表示滞后阶数。

ARCH模型的想法非常直观，由于波动率的集聚特征，条件方差[image: alt]
 受到t时刻之前信息冲击的影响，这可以用[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…来刻画，并且越是相邻的交易日，影响越大。因此我们自然地可以把[image: alt]
 设定为[image: alt]
 的线性函数，并且在一般的实证结果中，αi
 的估计值一般为i的减函数。有时候为减少需要估计的参数，研究者也直接把αi
 设定为i的减函数。如Engle（1982）设定αi
 ＝α1
 （5－i）/10，i＝1，…，4。

若记[image: alt]
 ，则根据式（7.6）有：

[image: alt]


容易证明ut
 是一个白噪声，因此[image: alt]
 是一个自回归（AR（q））过程。

除了波动率集聚之外，ARCH模型还能刻画资产收益率的另一重要特征，厚尾，也就是其非条件分布的峰度大于正态分布的峰度3。以最简单的ARCH（1）[image: alt]
 模型为例，并假设zt
 服从标准正态分布[image: alt]
 （0，1），下面我们首先导出∈t
 的均值和方差，在此基础上再导出∈t
 的峰度，偏度的推导在本章最后作为练习。

（1）计算∈t
 的均值。

[image: alt]



评注7.2
 　以上及接下来的推导过程中，我们应用了概率论中一个非常重要的定理，条件期望的迭代性质，即


E［X］＝E［E［X｜I］］

其中X是一个随机变量，I是随机变量或信息集。条件期望的迭代性质是条件期望塔律的一种特殊情况，塔律及条件期望的其他性质及证明请参见Williams（1991）。

（2）计算εt
 的方差。

[image: alt]


因为∈t
 是一个平稳过程，所以有：

[image: alt]


将上式代入计算方差的等式，我们得到：

[image: alt]


这里我们看到，为使方差大于0，必须有α1
 ＜1。

（3）计算∈t
 的4阶中心矩。首先我们回顾一下正态分布的矩条件公式。

令X～[image: alt]
 （μ，σ2
 ），我们有以下4个矩条件：

E［X］＝μ

Var［X］≡E（X－μ）2
 ＝σ2


E（X－μ）3
 ＝0

E（X－μ）4
 ＝3σ4


因此，我们有正态分布的峰度：

[image: alt]


同时，我们也有正态分布中心矩与方差的如下关系式：

[image: alt]


下面，我们利用以上正态分布的性质计算∈t
 的4阶条件中心矩：

E［[image: alt]
 ｜It－1
 ］＝3［Var［∈t
 ｜It－1
 ］］2
 ＝3（α0
 ＋α1
 [image: alt]
 ）2


以上第一个等式是因为zt
 服从标准正态分布，所以∈t
 ＝σt
 zt
 的条件分布为正态，由关系式（7.7）可得。因此，

[image: alt]


由∈t
 的平稳性有[image: alt]
 ，并把[image: alt]
 ＝α0
 /（1－α1
 ）代入上式可得：

[image: alt]


解上式得：

[image: alt]


可以看出，为使∈t
 的4阶中心矩大于0，我们还必须附加一个条件，1－[image: alt]
 ＞0，即0≤α1
 ＜1/[image: alt]
 。

（4）最后计算∈t
 的峰度。

[image: alt]


前面介绍正态分布矩条件时，我们证明了正态分布的峰度等于3。这就是峰度减去3往往被称为“超额峰度”的由来。如果某分布的峰度大于3，这就意味着其密度函数尾部的概率值较大，而中间部分概率值一般相应较小。这样的分布被形象地称为尖峰
 （leptokurtic）分布或厚尾
 （fat tail）分布。上述结果表明∈t
 的分布具有厚尾特征。

7.2.2　GARCH模型

由于资产收益率条件方差的持续性，即自相关系数高并缓慢减弱的特点，ARCH（q）往往需要较大的q才能刻画资产收益率波动率的变化。Bollerslev（1986）提出广义ARCH（GARCH）模型进行改进。GARCH是英文Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity的首字母缩写。最简单的GARCH模型
 设定条件方差[image: alt]
 为前一期的条件方差[image: alt]
 和冲击[image: alt]
 的线性函数：

[image: alt]


这一模型记为GARCH（1，1）模型。在GARCH（1，1）模型中，Bollerslev（1986）将所有参数都限制大于等于0以保证方差为正
〔5〕

 ；其次，β1
 ＋α1
 ＜1以保证方差过程的平稳性，从而保证收益率过程的平稳性。在以上条件下，GARCH模型具有以下性质。第一，∈t
 的非条件方差为：

[image: alt]


Var［∈t
 ］同时也是[image: alt]
 的非条件均值。第二，参数β1
 度量条件方差的持续性，β1
 越接近1，[image: alt]
 的持续性越强。

图7-3是模拟GARCH（1，1）过程rt
 的一条路径，还画出了相伴条件标准差σt
 的路径，样本个数T＝3383，对应14年中国股市的日频数据。模拟过程如下：

[image: alt]


图7-3　GARCH（1，1）模型的模拟路径

第一步：参数值设为：

μ＝0.0245％，ω＝5.18×10-6
 ，β1
 ＝0.8869，α1
 ＝0.1010

这些参数值来自表7-5中对上证指数收益率的估计值。它对应收益率rt
 的均值等于0.0245％，标准差等于0.0207，峰度等于19.76。根据给定的参数设置，分别代入式（7.9）和式（7.14）即可得以上标准差和峰度。条件方差的初始值设为[image: alt]
 ＝0.02072
 。

第二步：随机抽取T＋1个标准正态分布的样本值，记为z0
 ，z1
 ，…，zT
 。

第三步：根据以下式子更新rt
 和σt
 ：

[image: alt]


例如，将σ0
 与z0
 代入式（7.10）获得∈0
 ，∈0
 代入式（7.11）获得σ1
 ，σ1
 与z1
 代入式（7.10）获得∈1
 ，∈1
 代入式（7.12）获得r1
 。如此继续，最后得到rt
 的T个样本值r1
 ，r2
 ，…，rT
 和σt
 的T个样本值σ1
 ，σ2
 ，…，σT
 。

图7-3也体现了条件方差是刻画收益率波动幅度的指标和收益率的波动率集聚特点。

此外，在图7-4中，我们画出了上述模拟的GARCH（1，1）模型中收益率rt
 的1至20阶自相关系数估计值，中间是收益率平方[image: alt]
 的1至20阶阶自相关系数估计值，下方是条件方差[image: alt]
 的1至20阶自相关系数估计值。我们看到，rt
 只有2阶和19阶自相关系数刚好超过了95％的显著水平线，其他各阶自相关性都不显著，[image: alt]
 的1至20阶自相关系数大多显著，但各阶自相关性的估计值都在0.4以下。我们还可以观察到条件方差具有很强的持续性，一阶自相关系数在0.9以上，并且以非常缓慢的速度下降，在滞后20阶后仍然具有显著的自相关系数。这形象地告诉我们，简单的GARCH（1，1）模型能刻画条件方差的持续性。

[image: alt]


图7-4　模拟GARCH（1，1）模型中收益率、收益率平方和条件方差的各阶自相关系数

GARCH模型的一般形式为：

[image: alt]


以上模型记为GARCH（p，q）模型，其中p是[image: alt]
 的滞后阶数，q是[image: alt]
 的滞后阶数。GARCH（p，q）模型中，所有参数都限制大于0以保证方差为正；另外，[image: alt]
 以保证方差过程的平稳性。一般来说，p和q的值取1或2就能很好地描述波动率的变化。将模型式（7.13）中的条件方差滞后项[image: alt]
 按[image: alt]
 同样的形式展开，一直展开下去，最后我们有：

[image: alt]


因此，GARCH（p，q）模型实际上是一个ARCH（∞）模型，所以它能够以非常简约的形式刻画波动率的高阶自相关性。

GARCH模型同样还刻画了收益率的厚尾特征。以GARCH（1，1）模型（7.8）为例，并假设zt
 服从标准正态分布[image: alt]
 （0，1），通过ARCH（1）模型类似的步骤，可以得到∈t
 的峰度：

[image: alt]


因此，GARCH模型能够刻画资产收益率的厚尾特征。Bai、Russell和Tiao（2003）给出了一般的GARCH（p，q）模型峰度的计算公式。

7.2.3　EGARCH模型

在前面的介绍中，为保证条件方差与非条件方差的非负性，需要对模型的参数加上一些限制。此外，在ARCH和GARCH模型中，冲击∈t－i
 以平方的形式加入[image: alt]
 ，因此，不论正负，∈t－i
 对波动率的作用是一样的。这不能刻画股市收益率的杠杆效应
 。所谓杠杆效应是指，股价下跌令公司的杠杆比率升高，使公司风险增大，公司股票的波动率增大。也就是说，负的冲击∈t－i
 对[image: alt]
 的作用要比正的冲击大。

为保证条件方差的非负性，并同时体现不对称的杠杆效应，Nelson（1991）提出如下模型：

[image: alt]


这一模型称为EGARCH（p，q）模型
 ，其中自然对数保证了条件方差的非负性，杠杆系数θi
 ＜0体现了收益率的杠杆效应。考察模型（7.15）式中的第三个求和式，由于θi
 ＜0，对于相同幅度的冲击zt－i
 ，符号为负能产生更大的条件方差[image: alt]
 。

7.2.4　ARCH-M模型

为衡量期望收益与风险之间的权衡关系，Engle、Lilien和Robins（1987）在均值等式中加入了条件标准差：

[image: alt]


这一模型在条件均值设定中加入了条件标准差，因此称为ARCH-M模型
 。特别指出的是，条件均值具有明显的经济含义，其中δσt
 是风险溢价，体现了高风险，高期望收益率的特点。

7.3　zt
 的设定

前文我们提到，最开始研究者设定zt
 服从标准正态分布，即具有密度函数：

[image: alt]


此时，rt
 的条件分布是正态分布。后来有人发现，很多金融时间序列的条件分布具有厚尾特征，若zt
 服从正态分布则不足以刻画这些时间序列的特征。因此金融研究者寻求具有厚尾的分布来改进，常见的有以下三种：

（1）自由度为v（v＞2）的t分布
 。这一分布的密度函数为：

[image: alt]


它的均值为0，标准差为[image: alt]
 。方差标准化之后我们得到zt
 的密度函数：

f（zt
 ）＝σg（σzt
 ）

（2）Nelson（1991）使用了标准化的广义误差分布
 ，其参数为ν：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


当ν＜2时，这一分布具有比正态分布更厚的尾部。

（3）Bai、Russell和Tiao（2003）使用混合正态分布
 ：

[image: alt]


其中，σ2
 ≡1/（1－η＋λη），从而使zt
 的方差等于1。

7.4　模型的估计

ARCH/GARCH类模型的一大优势是能使用极大似然方法估计模型的参数。先看看最简单的情况，条件均值等于常数μ，zt
 ～[image: alt]
 （0，1）的ARCH（1）模型：

[image: alt]


由以上模型的设定，在已知rt－1
 的条件下，rt
 服从均值等于μ，方差等于[image: alt]
 的正态分布，因此它的条件密度函数为：

[image: alt]


记参数向量θ≡（μ，α0
 ，α1
 ）′，对数似然函数可以写成：

[image: alt]


最大化对数似然函数L（θ）就求得了ARCH（1）模型参数μ，α0
 ，α1
 的极大似然估计值，通过估计信息矩阵，还可以得到方差估计。

类似地，对于条件均值等于常数μ，zt
 ～[image: alt]
 （0，1）的GARCH（1，1）模型：

[image: alt]


其对数似然函数的形式为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


与ARCH模型不同的是，要计算GARCH模型的似然函数（7.16）式的值需要初始值[image: alt]
 ，但[image: alt]
 不可直接观察得到，Bollerslev（1986）提出用样本方差[image: alt]
 2
 ≡[image: alt]
 （rt
 －μ）2
 代替。

其他ARCH/GARCH类模型，如EGARCH，ARCH-M等模型的对数似然函数可以根据以上过程类似写出。

7.5　实证例子

在本节的实证例子中，我们使用三个股票市场指数的日频数据：上证指数、深证成指和美国S&P500指数，时间跨度为1997年初至2010年底，共计14年。下面，我们首先检验各市场指数收益率是否具有ARCH效应，然后估计GARCH（1，1）模型，并诊断该模型能否刻画收益率的条件异方差特征，最后我们估计EGARCH（1，1）模型以检验各市场指数收益率是否具有杠杆效应。

图7-5画出了1997—2010年上证、深证和S&P500指数运行情况，还包括它们的收益率和收益率绝对值时间序列。表7-1是三条指数收益率的描述性统计量。表7-1显示，美国股市平均每年252个交易日，上海和深圳股市只有242个交易日，比美国股市平均每年少10个交易日；从市场表现来看，1997—2010年这14年间，上海股市日平均收益率为3.3‱，折合年收益率7.99％，深圳股市日平均收益率为4‱，折合年收益率9.68％，它们是美国股市的两倍多；上海、深圳股市和美国股市都具有负的偏度；三条市场指数收益率的峰度都大于3，具有厚尾特征，其中美国股市的峰度最高，进一步结合收益率最大值与最小值的范围来看，美国股市是大涨大跌更为明显的市场。这可能是因为中国股市的涨跌停板制度限制了股市的涨跌幅度。
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图7-5　上证、深证和S&P500指数：1997-2010年

表7-1中自相关系数显示，三条指数收益率（rt
 ）的样本自相关系数都较小，大部分在5％水平上不显著。尽管有个别样本自相关系数在5％水平上显著，但它们的绝对值都在0.1之下。因此我们可以近似地把收益率序列看成是常数条件均值加上没有自相关的噪声过程。

表7-1　三个股市指数日收益率（rt
 ）及其绝对值（｜rt
 ｜）的描述性统计量

[image: alt]


注：*表示5％水平上显著。

数据来源：上证指数和深证成指来自国泰君安锐智版；S&P500指数来自雅虎金融（http://finance.yahoo.com/）。

尽管上述结果显示，三条收益率序列没有很强的自相关性，但收益率绝对值（｜rt
 ｜）具有很强的相关性：表7-1中三条指数收益率绝对值的前20阶相关系数绝大部分在0.15以上，个别甚至超过了0.3，并且在5％水平上显著。由于收益率绝对值是波动率的一种替代量，上述结果显示收益率很可能具有条件异方差性。下面我们运用Engle（1982）提出的ARCH检验进一步证实这一性质。

记[image: alt]
 t
 为去均值后的收益率。Engle（1982）的ARCH检验过程如下：首先将[image: alt]
 对其1至m阶滞后项作回归，即：
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然后记录上述回归的拟合优度R2
 。设样本数为T。在[image: alt]
 t
 ～iid[image: alt]
 （0，σ2
 ）的零假设条件下有：
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若上述检验的结果拒绝零假设，我们推断收益率具有条件异方差性。

表7-2的结果显示，滞后项为5、10、15阶检验统计量的值都很大，ARCH检验的p值很小，都在0.001以下。这说明三条指数收益率都具有非常显著的条件异方差性。

表7-2　三个市场指数日收益率ARCH检验结果

[image: alt]


注：本表的结果基于Engle（1982）的ARCH检验，表中的数值为ARCH检验统计量，括号内的值为p值，所有的p值都小于0.001。

为刻画条件异方差性，我们设定GARCH模型。使用上述收益率数据，我们首先估计GARCH（1，1）模型，其设定如下：
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表7-3报告了GARCH（1，1）模型的估计结果。表7-3的估计结果显示，对三条股市指数收益率来说，系数β1
 和α1
 的估计值都在1％水平上显著，并且β1
 的值接近1，表明收益率的条件方差具有很强的持续性。此外，β1
 和α1
 的估计值之和小于1，这保证了条件方差过程的平稳性。

表7-3　GARCH（1，1）模型估计结果
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注：本表报告了GARCH（1，1）模型的参数估计结果，括号内的值为t统计量，**表示在1％水平上显著。

将表7-3中参数估计值分别代入GARCH（1，1）模型的理论方差值（7.9）式和理论峰度值（7.14）式，我们分别得到GARCH（1，1）模型给出三条指数收益率的理论标准差为0.0207，0.0218，0.0139和理论峰度为19.17，12.22，33.84。对比表7-1中的样本值，我们发现标准差的样本值和理论值差别不大，但峰度的样本值和理论值差别校大，这说明GARCH（1，1）模型仍有改进的余地。

下面，我们从另一角度来衡量GARCH（1，1）模型是否能充分地刻画收益率的条件异方差特征。若模型正确设定，标准化冲击zt
 应服从iid[image: alt]
 （0，1）。因此检验zt
 的估计值的条件异方差性可以为我们衡量模型的表现提供一个标准。表7-4报告了GARCH（1，1）模型的标准化冲击zt
 估计值的ARCH检验结果。表7-4结果显示，对三条股市指数收益率来说，各阶（5，10，15）滞后项的ARCH检验统计量在5％的水平上都不显著，这说明zt
 没有条件异方差性，这与GARCH（1，1）模型的设定相符。因此，从这一角度看，GARCH（1，1）模型较好地刻画了上海、深圳和美国股市收益率的条件异方差特征。

表7-4　GARCH（1，1）模型的标准化冲击zt
 的ARCH检验结果
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注：本表的结果基于Engle（1982）的ARCH检验，表中的数值为ARCH检验统计量，括号内的值为p值，所有的p值都大于0.05。

为检验收益率的杠杆效应，我们还估计了EGARCH（1，1）模型：
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表7-5报告了估计结果。表中，杠杆系数θ1
 的估计值都为负，并且在1％水平上显著，这说明三个市场指数的收益率都具有显著的杠杆效应，即股市下跌使风险增大。

表7-5　EGARCH（1，1）模型估计结果
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注：本表报告了EGARCH（1，1）模型的参数估计结果，括号内的值为t统计量，**表示在1％水平上显著。

为衡量EGARCH（1，1）模型的设定，表7-6报告了EGARCH（1，1）模型的标准化冲击zt
 的ARCH检验结果。表7-6中，大部分ARCH检验统计量的p值都较大，在5％水平上不能拒绝没有条件异方差的零假设。只有S&P500指数滞后5阶的ARCH检验统计量在5％水平上显著，其p值为3.7％。因此，EGARCH（1，1）模型基本上能刻画上海、深圳和美国股市收益率具有杠杆效应的条件异方差特征。

表7-6　EGARCH（1，1）模型的标准化冲击zt
 的ARCH检验结果
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注：本表的结果基于Engle（1982）的ARCH检验，表中的数值为ARCH检验统计量，括号内的值为p值，*表示在5％水平上显著。

本小节对1997—2010年上证、深证和S&P500指数收益率的ARCH检验显示，这三条指数的收益率都具有显著的条件异方差性。GARCH（1，1）模型的估计结果显示，各收益率的标准差的样本值和理论值差别不大，但峰度的样本值和理论值差别校大，这说明GARCH（1，1）模型有改进余地；另一方面，标准化冲击zt
 没有条件异方差性，从这一角度，GARCH（1，1）模型较好地刻画了各收益率的条件异方差特征。EGARCH（1，1）模型的估计结果显示，各指数收益率具有显著的杠杆效应；对标准化冲击zt
 估计值的ARCH检验显示，EGARCH（1，1）模型基本上能刻画各指数收益率的条件异方差特征。

本章回顾

主要概念

波动率集聚　波动率　ARCH模型　GARCH模型　EGARCH模型　杠杆效应　ARCH-M模型　极大似然估计

主要结果

1．金融资产收益率的分布一般具有尖峰和厚尾特征。资产收益率的波动率随时间变化并趋有集聚特征。

2．波动率是衡量资产收益率不确定性程度的指标，它的正式定义是条件标准差。

3．对于金融时间序列rt
 的随机模型：
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根据不同的[image: alt]
 的设定，我们可以得到不同的条件异方差模型。ARCH/GARCH模型能刻画资产收益率的波动率集聚和厚尾特征。

4．ARCH（q）模型对条件方差[image: alt]
 的设定为：
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5．GARCH（p，q）模型对条件方差[image: alt]
 的设定为：
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6．为保证条件方差的非负性，并同时刻画资产收益率的杠杆效应，EGARCH（p，q）模型对条件方差[image: alt]
 的设定为：
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其中，杠杆系数θi
 ＜0体现了收益率的杠杆效应。

7．ARCH-M模型衡量了期望收益率与风险之间的权衡关系，它的设定为：
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8．随机变量zt
 的常用设定形式有标准正态分布、t分布、广义误差分布和混合正态分布。当zt
 设定为正态分布时，ARCH/GARCH模型已具有厚尾特征，但是还不足以反映有些金融收益率的厚尾特征。zt
 的其他设定形式能反映更多的厚尾特征。

9．ARCH/GARCH类模型可使用极大似然方法估计。

习题

1．给定t－1时刻的信息集It－1
 。请写出时刻t资产收益率的条件波动率的定义。

2．按照本章中的步骤，请导出ARCH（1）模型中（zt
 ～[image: alt]
 （0，1））冲击项∈t
 的均值、方差、偏度和峰度（注：本章没有给出偏度的推导过程）。并阐述它为什么能刻画：

（a）资产收益率的波动率集聚；

（b）资产收益率分布的厚尾特征。

3．按照上题中的步骤，请导出GARCH（1，1）模型中（zt
 ～[image: alt]
 （0，1））冲击项∈t
 的均值、方差、偏度和峰度，并阐述它为什么能刻画：

（a）资产收益率的波动率集聚；

（b）资产收益率分布的厚尾特征。

4．什么是资产收益率的杠杆效应？EGARCH模型如何能刻画杠杆效应？

5．给定GARCH（1，1）过程：
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其中，μ＝0.0436％；ω＝4.07×10-7
 ，β1
 ＝0.944，α1
 ＝0.05（与表7-3中S&P500指数的参数估计值一致）。令条件方差的初始值[image: alt]
 ＝0.012
 （与表7-1中S&P500指数收益率的标准差一致）。

（a）模拟以上过程的1259个观察值（对应五年美国股市日频数据）。

（b）画出收益率与收益率绝对值的时间序列图。

（c）根据模拟的收益率样本，计算其均值、方差、偏度和峰度，并将这些值与问题3中计算出的理论值作比较。（提示：为计算这些矩条件的理论值，将本题中给出的参数值代入由问题3得到的矩条件公式即可。）

（d）使用极大似然法估计模型并比较参数估计值与真实值。

6．请从任一款交易软件（如国泰君安锐智版）下载三只股票（大盘、中盘和小盘股）的最近五年的日频收益率数据（如用价格来计算收益率，确保股价是复权调整后的数据）。

（a）报告三只股票收益率的描述性统计量，并作比较；

（b）检验三只股票收益率的ARCH效应；

（c）估计GARCH（1，1）模型，根据估计结果检查平稳性条件是否满足，讨论条件方差的持续性。并根据估计模型的残差项，来检验GARCH（1，1）模型是否能充分刻画收益率的条件异方差特征。

（d）估计EGARCH（1，1）模型，讨论收益率的杠杆效应。





第八章　随机波动率模型





从上一章我们知道，金融资产收益率的典型特征之一是条件方差随时间变化并呈现集聚特征。上一章我们介绍了ARCH/GARCH模型，把条件方差设定为过去信息冲击和滞后条件方差的线性函数，体现了条件方差的时变性和时间上的强持续性。在ARCH/GARCH模型中，条件方差[image: alt]
 建模成已知信息It－1
 的函数。但是实际上，t时刻的方差在此之前是未知的，它更可能是一个受到信息流动影响的随机过程。因此，近年来在金融文献中，研究者通过随机波动率
 （SV）来给条件方差时变性建模。此时t时刻的条件方差为未知变量，它自身和资产收益率一样，设定为一个随机过程。SV模型同样可以刻画收益率的波动率集聚、厚尾和杠杆效应。本章主要介绍SV模型的设定、统计性质和GMM估计方法。

8.1　随机波动率模型的设定

记rt
 为资产收益率，即rt
 ≡ln（St
 /St－1
 ）。最常用的随机波动率（SV）模型设定如下：

[image: alt]


其中，μt
 是资产的条件期望收益率，一般设定为一个常数。在以上模型中，ht
 是一个平稳的AR（1）过程。β＞0刻画了波动率集聚特征，这是因为此时ht
 和上一期的条件方差ht－1
 成正比。一般β的值接近1，这刻画了条件方差的持续性。Corr［zt
 ，νt
 ］≡ρ＜0刻画了资产收益率的杠杆效应。如果ρ＝0，我们可以把[image: alt]
 看成是收益率rt
 的条件方差，它是在知道ht
 的条件下rt
 的方差。函数[image: alt]
 保证了条件方差为正。SV模型中，收益率在t时刻的条件方差是未知的，建模成受冲击项zt
 影响的一个随机变量。而在ARCH/GARCH模型中，条件方差[image: alt]
 建模成已知信息It－1
 的函数。离散时间SV模型由Taylor（1986）首次提出。SV模型比较全面的参考文献是Ghysels、Harvey和Renault（1995）。

图8-1画出了一条SV模型的模拟路径，模拟过程如下：

[image: alt]


图8-1　SV模型的模拟路径

第一步：参数值设为：

μt
 ＝0，α＝-0.736，β＝0.90，σ＝0.363，ρ＝0，T＝1000

这些参数根据Andersen和Sorensen（1996）进行设置，表示收益率均值为0，标准差为0.03，峰度为6（参见本章第2节的矩条件公式）。ht
 的初始条件设置为它的长期均值（参见（式8.4）），即h0
 ＝-7.36。

第二步：随机抽取两条T维的标准正态分布的样本值，记为ν1
 ，…，νT
 和z1
 ，…，zT
 。

第三步：根据以下式子更新ht
 和rt
 ：
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例如，将h0
 和ν1
 代入式（8.2）获得h1
 ，将h1
 和z1
 代入式（8.3）就可以获得r1
 ，如此继续，最后获得T个rt
 和T个ht
 的样本值r1
 ，…，rT
 和h1
 ，…，hT
 。

图8-2上方画出了上述模拟的SV模型中收益率rt
 的1至20阶自相关系数估计值，中间是收益率平方[image: alt]
 的1至20阶自相关系数估计值，下方是条件方差[image: alt]
 的1至20阶自相关系数估计值。收益率rt
 的各阶自相关系数都不显著，[image: alt]
 和[image: alt]
 具有显著的大于零的自相关系数，体现了收益率的波动率集聚特征。
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图8-2　模拟SV模型中收益率、收益率平方和条件方差的各阶自相关系数

由平稳性，可以很容易地求出ht
 的非条件均值和方差。即：
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我们有：
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由

[image: alt]


我们有：
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将ht－1
 ，ht－2
 ，…依次代入ht
 的等式，有ht
 ＝α′＋[image: alt]
 σs
 νt－s
 ，我们发现ht
 是很多独立的正态分布随机变量之和，因此服从正态分布，记为：
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当Corr（zt
 ，νt
 ）≡ρ＜0时，SV模型能刻画资产收益率的杠杆效应。“杠杆效应”这一概念由Black（1976）提出，它描述的是资产收益率和条件方差之间的负相关性。公司股票价格下跌（收益率为负）使公司股权价值下降，导致杠杆比率（负债／所有者权益）上升，因此公司风险增大，条件方差增大。SV模型中有关杠杆效应的研究请参见Jacquier、Polson和Rossi（2004）、Omori、Chib、Shephard和Nakajima（2007）。SV模型的另一推广方向是把zt
 与νt
 的分布设定为厚尾的。如Jacquier、Polson和Rossi（2004）把zt
 设定为具有厚尾性质的t分布。

8.2　SV模型的矩条件

8.2.1　正态分布和对数正态分布的矩条件

在导出SV模型的矩条件之前，我们首先罗列两个常用分布，正态分布和对数正态分布的矩条件，它们在计算SV模型矩条件时非常有用。

首先回顾随机变量的一些基本概念。假设X是一个密度函数为f（x）的连续型随机变量。最常用的连续型随机变量是正态分布，正态分布X～[image: alt]
 （μ，σ2
 ）的密度函数为：
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X的均值
 （有时也记为μX
 ）定义为：
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方差
 定义为：

[image: alt]



标准差
 定义为方差的平方根，即：

[image: alt]


p阶原点矩
 定义为：

[image: alt]


p阶中心矩
 定义为：

[image: alt]


p阶中心绝对值矩
 定义为：

[image: alt]


根据以上定义，X的均值就是1阶原点矩，方差就是2阶中心矩。另外两个已经多次提到的重要概念，偏度和峰度，这里也回顾一下它们的概念。X的偏度
 定义为：

[image: alt]


X的峰度
 定义为：

[image: alt]


对于正态分布X～[image: alt]
 （μ，σ2
 ），广为人知的是它的均值、方差、偏度和峰度分别为μ，σ2
 ，0和3。

正态分布矩条件

对于正态分布X～[image: alt]
 （μ，σ2
 ），以下列出一般的中心矩和中心绝对值矩公式：

（1）中心矩（p＝1，2，…）：

[image: alt]


其中双阶乘p!!表示不超过p且与p有相同奇偶性的所有正整数的乘积。

如5!!＝1×3×5＝15，6!!＝2×4×6＝48。规定0!!＝1。

（2）中心绝对值矩：

[image: alt]


对数正态分布矩条件

如果一个随机变量X的对数服从正态分布，我们称X服从对数正态分布，记为X～ln[image: alt]
 （μ，σ2
 ），它的密度函数为：

[image: alt]


以下是对数正态分布的均值、方差和原点矩公式，它们将在计算SV模型矩条件时用到：

[image: alt]


8.2.2　SV模型（ρ＝0）

当μt
 ＝0，Corr［zt
 ，νt
 ］＝0时，即式（8.1）中SV模型的设定为：

[image: alt]


SV模型的矩条件很容易求得。此时[image: alt]
 ，是一个对数正态分布与一个正态分布的乘积。由于zt
 与νt
 不相关，rt
 的矩条件可以拆成一个对数正态分布的矩条件和一个正态分布矩条件的乘积。这两种分布的矩条件容易获得，上节给出了它们常用矩条件的公式。以下结果主要来自Jacquier、Polson和Rossi（1994）：

（1）[image: alt]


我们以[image: alt]
 为例，来详细推导它的计算过程，其他[image: alt]
 可以类似得到。由于ht
 服从正态分布，所以[image: alt]
 服从对数正态分布，根据上节对数正态分布原点矩公式

[image: alt]


由于zt
 服从标准正态分布[image: alt]
 （0，1），根据上节正态分布中心矩公式：

[image: alt]
 ＝14
 ×（4－1）!!＝3!!＝1×3＝3

所以有：

[image: alt]


由以上矩条件，我们可以求出rt
 的峰度为：

[image: alt]


因此，rt
 的分布具有厚尾性质。

（2）[image: alt]


我们详细推导E［｜rt
 ｜3
 ］的计算过程。根据上节对数正态分布原点矩公式：

[image: alt]


根据上节正态分布中心绝对值矩公式：
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所以，
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（3）其他矩条件（详细推导过程请参见Jacquier、Polson和Rossi（1994））：

[image: alt]


8.2.3　SV模型（ρ≠0）

现在考察μt
 ＝0，Corr［zt
 ，νt
 ］≡ρ≠0的情形，即式（8.1）中SV模型的设定为：

[image: alt]


在模型（8.7）中，zt
 和νt
 都服从标准正态分布，并且它们的相关系数为ρ，即Corr［zt
 ，νt
 ］＝ρ≠0。

接下来我们导出rt
 的各种矩条件，即：

[image: alt]


将ht
 展开又可写成：

[image: alt]


使用条件期望的迭代性质，我们有：

[image: alt]


上式第一个期望中包含ht－1
 ，上节我们导出平稳过程ht
 的边际分布是正态分布[image: alt]
 ，因此ht－1
 的边际分布同为[image: alt]
 。根据这一性质，第一个期望值是一个对数正态分布的期望值，容易根据8.2.1小节的对数正态分布矩条件公式计算。因此，计算rt
 矩条件的关键在于导出第二个期望值，即：

[image: alt]


以上期望值中zt
 和νt
 是相关的，因此不能通过将期望值中的两项拆开分别求期望值来计算。这一点使得矩条件的计算比不相关情形更为复杂。观察到zt
 和νt
 服从联合正态分布，Jiang、Knight和Wang（2007）提出使用联合正态分布的矩生成函数（MGF）来计算式（8.8）的期望值，并最终导出模型式（8.7）的矩条件。

zt
 和vt
 的联合矩生成函数为：

[image: alt]


根据联合矩生成函数M（w，u）可以写出期望值[image: alt]
 的解析公式，因为我们有：

[image: alt]


上式左边正好是我们希望计算的期望值式（8.8），而上式右边可以根据式（8.9）而导出。具体地，我们有：
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其中，

[image: alt]


按照以上步骤，Jiang、Knight和Wang（2007）导出SV模型式（8.7）的矩条件：

（1）[image: alt]


下面以E［rt
 ］为例，我们演示具体的计算过程，高阶矩条件的计算留作练习。首先计算条件矩：

[image: alt]


以上最后一个等式由式（8.10）而得。最后我们由条件矩计算非条件矩：

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 服从对数正态分布，根据对数正态分布性质：

[image: alt]


将以上结果代入，化简，最后得：

[image: alt]


（2）其他矩条件：

[image: alt]


8.3　SV模型的广义矩（GMM）估计

与ARCH/GARCH类模型相比，SV模型的估计要复杂得多。这是因为SV模型中波动率过程是潜藏的，即不可直接观察。因此，任何估计步骤都必须处理潜变量，一般要使用替代变量或在似然函数中通过积分去掉潜变量。由于似然函数中的高维积分一般难以降到一维（或大幅降维）积分，数值积分往往需要先将连续时间模型离散化，然后模拟其路径，因此需要非常大的计算量。本章我们的重点是介绍如何利用前面导出的矩条件通过广义矩方法（GMM，Generalized Method of Moments）来估计SV模型。有了以上导出的矩条件，就可以用GMM来估计SV模型的参数。我们首先介绍GMM估计量的性质和具体的估计步骤。

8.3.1　广义矩（GMM）估计

给定总体矩条件E［ft
 （θ）］＝0，ft
 （θ）是N维列向量，θ是K维参数向量矩阵，N≥K。很多时候我们先获得条件矩E［ht
 ｜It－1
 ］，根据条件期望的性质有E［ht
 ·zt
 ］＝0，其中zt
 是信息集It－1
 中的任意元素，称为工具变量。选择不同的工具变量就得到不同的矩条件。具体的例子有Hansen和Singleton（1982）对资产定价模型的GMM估计。如果N＝K，即矩条件个数等于参数个数时，那么我们得到矩方法。用样本矩

[image: alt]


代替总体矩，使样本矩等于0的估计量称为矩估计量。当N>K，即矩条件个数大于估计参数个数时，这种情况称为过度识别。广义矩（GMM）估计的思想是，选择θ值使由模型导出的矩条件与由数据计算的样本矩尽可能接近。GMM估计量是指使下式目标函数JT
 （θ）最小的估计量：

[image: alt]


其中，Θ是参数空间；[image: alt]
 是一个对称的正定矩阵，称为权重矩阵，依概率收敛于一个对称的正定矩阵W，它可以是参数θ和样本数据的函数，最简单的权重是恒等矩阵I，它赋予每个矩条件相同的权重。

GMM估计量具有良好的性质。Hansen（1982）证明，在一定的正规性条件下（主要是样本数据的平稳性和遍历性）：

性质1：GMM估计量是相合的，即[image: alt]


性质2：如果

[image: alt]
 ，S是N×N正定矩阵，

那么[image: alt]
 渐近服从正态分布，渐近方差―协方差矩阵为：

Avar（[image: alt]
 ）＝（G┬
 WG）-1
 G┬
 WSWG（G┬
 WG）-1


其中，[image: alt]


性质3：如果有S的一个相合估计[image: alt]
 ，那么渐近方差―协方差矩阵的一个相合估计为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


性质4：如果[image: alt]
 ＝[image: alt]
 -1
 ，此时得到的GMM估计量具有最小的渐近方差―协方差矩阵，称为最优的GMM估计量。此时渐近方差―协方差矩阵简化为：

[image: alt]


从以上GMM估计量的性质3、性质4可知，要估计渐近方差―协方差矩阵，需要矩阵S的一个相合估计[image: alt]
 。[image: alt]
 的一个常用估计量是Newey-West估计量

[image: alt]


其中，q是依数据的自相关性选择的一个整数，

[image: alt]


其他估计量参见Hayashi（2000）。

GMM估计分为以下几个步骤：

第一步，任意选择一个对称的正定矩阵[image: alt]
 ，一般选[image: alt]
 ＝I，得到θ的一个相合估计[image: alt]
 ；

第二步，由[image: alt]
 得到S的一个相合估计[image: alt]
 ，代入式（8.11），得到渐近方差―协方差矩阵的估计值。

如果要得到最优GMM估计量，需要多进行一个步骤：

第三步，令[image: alt]
 等于以上步骤得到的[image: alt]
 -1
 ，再进行一次最优化求解，得到最优GMM估计量，此时估计的渐近方差―协方差矩阵为式（8.12）。

过度识别检验

即使模型设定正确，当模型过度识别时，目标函数JT
 （[image: alt]
 ）也不可能等于0，但应该与0非常接近。从这一点出发，Hansen（1982）提出了一个检验模型是否正确设定的统计量：

J＝TJT
 （[image: alt]
 ）～χ2
 （N－K）

当J统计量值大于显著水平对应的卡方分布临界值时，我们拒绝模型的设定，反之则不拒绝。从直观上看，当模型错误设定时，由模型导出的某些矩条件与由数据计算的样本矩不匹配，即两者之间的差别较大。因此GMM估计得到的目标函数值较大，从而上述J统计量值较大。反之当模型正确设定时，模型导出的矩条件与样本矩差别很小，与零很接近，因此GMM估计的目标函数值接近零，从而J统计量值也较小。

8.3.2　蒙特卡罗模拟

从前面的讨论看到，GMM估计中我们需要决定用于估计的矩条件，即要确定什么样的矩条件和多少个矩条件。首先，为决定估计中使用多少个矩条件，我们需要考虑以下权衡关系。从理论上说，纳入更多的矩条件可以提高估计精度，即使用的矩条件越多，GMM估计的结果越好。然而，更多的矩条件意味着我们必须估计一个更高维度的权重矩阵。给定收益率的观察值个数，当矩条件增多时，权重矩阵的估计质量会下降。因此，在实际应用中由于样本有限，矩条件数目的决定必须综合考虑权重矩阵估计质量会随矩条件数目增多而下降的情况；其次，非常高阶的矩条件不可选取，因为资产收益率分布的厚尾性质使这些高阶矩条件的有限样本行为不稳定。GMM估计量的渐近正态性需要矩条件的方差有限，并且在有限样本时能获得它们的良好估计。

具体到现在我们的问题是GMM在估计SV模型时表现如何，或更详细地说，使用特定矩条件时，GMM估计表现如何？为回答以上问题，我们从选择矩条件入手。我们希望能选出一些关键的矩条件，它们在GMM估计获得合意有限样本性质中能起到关键作用。选择合意矩条件的典型方法是蒙特卡罗模拟。蒙特卡罗模拟的基本想法是，假设模型是正确的，然后根据模型和给定的参数值模拟出一些数据，基于这些模拟数据，我们运用估计方法得到参数估计。如果估计方法有合意的性质，那么就会得到精确的参数估计。当然，由于抽样的随机性，评价一种估计方法的表现不能仅仅依赖一个样本得到的结果。基于这一原因，我们重复上述步骤足够多的次数，获得大量的参数估计，然后在此基础上评价估计方法的表现。

以下我们总结使用蒙特卡罗模拟评价GMM估计SV模型的有限样本表现的典型步骤：

第一步：设置一组SV模型的参数值。一般来说，需要使用多组参数值进行实验，组与组之间的某些参数值要有变化。

第二步：基于设置的一组参数值和随机过程的初始值，模拟一条样本路径。设置不同的观测值个数或样本路径长度以考察随观测值数目变化时估计方法的表现。模拟SV模型样本路径的详细步骤请参考本章8.1节。

第三步：基于第二步的模拟样本，根据特定矩条件实施GMM估计，记录参数估计值。

第四步：重复第二步和第三步，每一参数都获得多个估计值。当模拟下一条样本路径时，我们要确保生成的随机变量样本独立于前面生成的样本路径。基于每一参数的众多估计值，我们可以评价特定矩条件GMM估计的表现。

Andersen和Sorensen（1996）研究了SV模型（8.6）（ρ＝0）的GMM估计，模型的参数设置为：

α＝-0.736，β＝0.90，σ＝0.363

矩条件分5组，矩条件个数分别为3，5，9，14，24，其中个数等于3的矩条件组是E［｜rt
 ｜］，E［[image: alt]
 ］和E［rt
 rt－1
 ］，其他请参见表8.1；权重矩阵的估计是NeweyWest方法，滞后项设定等于10。他们蒙特卡罗模拟实验样本长度T分别等于500，1000，2000，4000，10000五种情况，每种情况重复1000次，得到1000个参数估计值。值得指出的是，当矩条件个数等于3时，估计方法就是矩方法。在这一方法中，不涉及权重矩阵的估计。表8-1报告了T等于1000和10000的蒙特卡罗模拟结果。结果显示：

表8-1　SV模型（ρ＝0）GMM估计的蒙特卡罗模拟结果

[image: alt]


注：此表的内容来自Andersen和Sorensen（1996）表1，真实的参数值为α＝-0.736，β＝0.90，σ＝0.363。模拟1000次SV模型（ρ＝0）的样本路径进行GMM估计，这里只报告了样本路径长度为T＝1000和T＝10000两种情况；权重矩阵的估计是Newey-West方法，滞后项设定等于10。

表中的矩条件设置如下。令[image: alt]
 。记：

[image: alt]


其中，对于自然数p、q，

[image: alt]


Andersen和Sorensen（1996）选择的3个矩条件为m1，m2，m5，选择的5个矩条件为m1，m2，m4，m6，m15，选择的9个矩条件为m1－m4，m5，m7，m9，m16，m18，选择的14个矩条件为m1－m4，m6，m8，m10，m12，m14，m15，m17，m19，m21，m23，选择的24个矩条件为m1－m24。表格中的第一个数字是估计值的均值，括号内的数字是均方误差的平方根（RMSE）。

（1）样本T越大，GMM估计的结果越好。比较表8-1中T＝1000和10000两种情况，样本大时，不收敛的情况减少，估计值的均值更加接近真实值，RMSE也更小，这表示估计值更为精确。

（2）前文提及，并非GMM利用的矩条件个数越多越好，参数估计的质量还和样本大小有关。当样本T＝1000时，矩条件数等于9时估计的结果最好，相比其他情形具有更接近真实值的估计值均值和更小的RMSE；而当样本T＝10000时，矩条件数等于14是最好的情况。

Jiang、Knight和Wang（2007）进行了SV模型（ρ≠0）GMM估计的蒙特卡罗模拟试验，他们研究的模型更为一般，在收益率中加入了波动率风险溢价，其设定如下：

[image: alt]


其中，λ[image: alt]
 刻画了波动率风险溢价，如果λ＞0，rt
 与[image: alt]
 成正比。

他们的蒙特卡罗模拟试验中，参数设置有两组，组间的区别是ρ的设置不同，分别是0.5和-0.5：

[image: alt]


对于每组参数，蒙特卡罗模拟试验1000次，每一参数得到1000个估计值，模拟的样本路径长度T＝2500；矩条件为[image: alt]
 ，p＝1，…，4，E［rt
 rt＋r
 ］，r＝1，3和[image: alt]
 ，r＝1，…，4，权重矩阵的估计采用了Parzen核函数。

表8-2报告了他们GMM估计的蒙特卡罗模拟试验结果，它取自Jiang，Knight和Wang（2007）表1。表8-2中模型参数GMM估计值的均值和中位数与真实值非常接近。除参数ρ之外，GMM估计值样本的标准差和RMSE都较小。这表明SV模型（ρ≠0）GMM估计在样本适中（T＝2500，相当于10年的日频数据）情况下表现不错。不过参数ρ的GMM估计值样本的标准差和RMSE较大，这说明相对于其他参数，要获得它的精确估计更为不易。

表8-2　SV模型（ρ≠0）GMM估计的蒙特卡罗模拟结果

[image: alt]


注：本表内容取自Jiang、Knight和Wang（2007）表1。试验重复1000次蒙特卡罗模拟GMM估计，样本路径长度T＝2500。矩条件为[image: alt]
 ，p＝1，…，4，E［rt
 rt＋r
 ］，r＝1，3和[image: alt]
 ，r＝1，…，4。权重矩阵的估计采用了Parzen核函数。

8.4　其他估计方法

尽管估计潜变量模型有难度，但近年来这方面的研究仍取得了显著进展，SV模型就是其中一例。除本章介绍的GMM［如Melino和Turnbull（1990）、Andersen和Sorensen（1996）］之外，还有很多计量方法不断开发出来，它们包括，拟极大似然估计（QMLE）［如Ruiz（1994）、Harvey和Shephard（1996）］、极大似然估计（MLE）［如Lo（1988），Bates（2006）］，模拟矩方法（SMM）［Duffie和Singleton（1993）］、间接推断［Gourieroux、Monfort和Renault（1993）］、有效矩方法（EMM）［Gallant和Tauchen（1996）］、马尔可夫链蒙特卡罗（MCMC）方法［如Jacquier、Polson和Rossi（1994），Eraker（2001），Chib、Nardari和Shephard（2002）］、实证特征函数（ECF）法［如Singleton（2001），Jiang和Knight（2002）、Carrasco、Chernov、Florens和Ghysels（2007）］等。这些内容超出了本书的范围，有兴趣的读者可以参考有关文献。

本章回顾

主要概念

随机波动率（SV）　波动率集聚　厚尾分布　SV模型（ρ＝0）　SV模型（ρ≠0）　杠杆效应　GMM估计　蒙特卡罗模拟

主要结果

1．SV模型将条件方差设定为一个随机变量，最常用的SV模型设定如下：

[image: alt]


2．SV模型能刻画资产收益率的波动率集聚特征与资产收益率分布的厚尾特征，当ρ＜0时，它还能刻画资产收益率的杠杆效应。

3．SV模型（ρ＝0）的矩条件可以拆成一个对数正态分布的矩条件和一个正态分布矩条件的乘积，因而容易计算。

4．计算SV模型（ρ≠0）的矩条件需要先计算条件矩，其中的关键在于利用zt
 和vt
 的联合矩生成函数。

5．由于SV模型中波动率过程不可直接观察，和ARCH/GARCH类模型相比，SV模型的估计更为复杂。

6．得到SV模型的矩条件后，可以用GMM来估计模型参数。

7．评价GMM估计SV模型的表现的典型方法是蒙特卡罗模拟。

习题

1．请说明SV模型与ARCH/GARCH类模型的主要区别。

2．请解释：

（a）SV模型如何能刻画波动率集聚特征和资产收益率分布的厚尾特征；

（b）在什么模型设定下SV模型能刻画收益率的杠杆效应。

3．请导出SV模型（ρ＝0）（模型（8.6））的均值、方差、偏度和峰度，并说明它能否刻画收益率的厚尾特征。

4．给定SV模型（ρ＝0）

[image: alt]


和模型参数α＝-0.736，β＝0.90，σ＝0.363。

（a）按照本章8.1节中的步骤，模拟以上过程一条长度为1000的样本路径，设置h0
 ＝-7.36。

（b）画出收益率与收益率绝对值的时间序列图。

（c）计算收益率的均值、方差、偏度和峰度，并将这些值与本章8.2.2节中导出的理论值作比较（提示：为计算这些矩条件的理论值，将本题中给出的参数值代入由8.2.2节导出的矩条件公式即可）。

（d）使用矩方法估计模型参数并比较参数估计值与真实值之间的区别，矩条件请采用E［｜rt
 ｜］，[image: alt]
 ，E［｜rt
 rt－1
 ｜］（矩条件公式可参见本章8.2.2节）。

（e）使用GMM估计模型参数并比较参数估计值与真实值之间的区别，矩条件请采用E［｜rt
 ｜］，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，E［｜rt
 rt－2
 ｜］和[image: alt]
 （矩条件公式可参见本章8.2.2节）。

5．请从任一款交易软件（如国泰君安锐智版）下载近10年上证指数的日频数据。

（a）报告上证指数对数收益率的描述性统计量；

（b）使用上证指数的去均值收益率和GMM估计SV模型（ρ＝0）（8.6），矩条件请采用E［｜rt
 ｜］，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，E［｜rt
 rt－2
 ｜］和[image: alt]
 （矩条件公式可参见本章8.2.2节）；

（c）利用上述参数估计值计算收益率的理论峰度（使用本章8.2.2节中导出的峰度公式），并和（a）中从样本数据计算出的峰度作比较。

注释


〔1〕
 有些文献把收益率绝对值直接用作波动率的度量，如Cao和Tsay（1992）。


〔2〕
 若∈t
 满足以下条件，则称它是一个白噪声过程：

[image: alt]


我们看到，∈t
 的非条件方差为一常数σ2
 ，但是它的条件方差可以随时间变化。


〔3〕
 在后面介绍的ARCH-M模型中，μt
 还是σt
 的函数；在有些实证文章中，rt
 的回归方程中还加入了其他解释变量，此时μt
 的解释也应该作相应的调整。


〔4〕
 Robert Engle主要因这一开创性的工作和另一位计量经济学家Cliver Granger共同获得2003年诺贝尔经济学奖。


〔5〕
 但是，Nelson and Cao（1992）证明此限制条件可以放松。


第二部分

连续时间模型





第九章　由布朗运动和泊松过程驱动的随机过程





在金融中，连续时间模型被广泛地应用于建立股票价格、汇率、利率以及其他证券价格的动态模型。在连续时间框架下给资产价格建立模型的动机之一是，尽管金融证券只在交易日的某一段时间交易，并且交易只发生在离散的时点，但一般认为资产的内在价值随信息流不断到达市场而持续更新。此外可能更为重要的原因是，连续时间模型在处理金融学应用问题时非常方便有用。这是因为在连续时间模型框架下，往往能导出衍生证券价格解析形式的表达式。广为人知的例子是Black-Scholes期权定价公式。Black和Scholes（1973）假设股价服从几何布朗运动
 ，并在此模型框架下导出了解析形式的欧式看涨期权与看跌期权价格公式。近年来，更为复杂的连续时间模型被陆续提出并广泛应用于债券定价、期权定价、组合策略和风险管理等方面。

本章我们介绍连续时间模型的两大基本要素：布朗运动和泊松过程。布朗运动是一路径连续的随机过程，而泊松过程则往往用来为资产价格突然的不连续变化建模。在金融文献中，一个随机过程如果仅由布朗运动驱动便称为扩散过程
 或伊藤过程
 ；若还多一项由泊松过程驱动的不连续部分，则称为跳跃—扩散过程
 。本章我们由布朗运动的定义开始，然后介绍单变量扩散过程，它由一个随机微分方程表示。基于随机微分方程，我们介绍随机积分或伊藤积分的概念。之后，我们拓展到多变量扩散过程。对于单变量与多变量两种情况，我们都介绍其对应的伊藤引理
 。伊藤引理刻画了连续时间模型的重要性质，为处理连续时间模型提供了强有力的工具。本章第二部分的重点是跳跃—扩散过程。同样地，我们将介绍跳跃—扩散过程情形下的伊藤引理。

9.1　布朗运动

1827年，苏格兰植物学家布朗（Brown）利用显微镜研究悬浮在液体中的花粉粒。他观察到花粉粒的液泡中有微小颗粒在不规则地运动（见图9-1）。随后他将其与空气中微尘的运动作比较，排除了花粉粒液泡中微小颗粒的不规则运动是生命体运动的结果。布朗之后有许多科学家对这一不规则运动作了更深入的研究，逐步建立了严格的数学模型来描述，并将其广泛应用于自然科学与社会科学之中。因为布朗的发现，描述这一运动的随机过程被人们称为“布朗运动”。

[image: alt]


图9-1　计算机模拟的微小颗粒运动轨迹

1900年，法国人Bachelier在其博士论文《投机的理论》中，用布朗运动来描述股票价格的变化。爱因斯坦在1905年发表的一篇文章中，解释布朗观察到的不规则运动是由水分子对微粒的冲击造成的。20世纪20年代，美国数学家维纳（Wiener）首次用严格的数学模型来构造布朗运动，所以人们也往往把布朗运动称为维纳过程
 。

9.1.1　布朗运动的定义

下面给出布朗运动的数学定义。对于有兴趣进一步了解布朗运动的读者，更为严格的定义和如何构造布朗运动可以参考Karatzas和Shreve（1991）；[image: alt]
 ksendal（2003）。

首先我们设定随机过程{Wt
 ：t∈[image: alt]
 ＋
 }（在不引起歧义的情况下，有时也简写成Wt
 或W（t））。如果Wt
 具有以下三个性质，则称为布朗运动
 ：

性质1：Wt
 从0点出发，即W0
 ＝0；

性质2：Wt
 的所有路径连续，即映射t↦Wt
 （ω）是从[image: alt]
 ＋
 到[image: alt]
 的连续函数，[image: alt]
 ω；

性质3：对于任意时刻t1
 和t2
 ，任意正数h1
 ，h2
 （见图9-2），Wt
 的增量服从均值为0，方差等于时间间隔的正态分布，即：

Wt1
 ＋h1

 －Wt1

 ～[image: alt]
 （0，h1
 ）

Wt2
 ＋h2

 －Wt2

 ～[image: alt]
 （0，h2
 ）

[image: alt]


图9-2　布朗运动的性质3

另外，如果t1
 ＋h1
 ≤t2
 ，那么两个不重叠的Wt
 增量相关系数等于0，即：

Cov［Wt1
 ＋h1

 －Wt1

 ，Wt2
 ＋h2

 －Wt2

 ］＝0

由正态分布的性质，不相关的两个正态分布随机变量相互独立，我们有Wt1
 ＋h1

 －Wt1

 与Wt2
 ＋h2

 －Wt2

 相互独立。

根据以上定义，我们可以把布朗运动分解成许多独立的正态分布随机变量之和。具体来说，给定将来的任意时刻T，对时间段［0，T］的任意分割∏≡{t0
 ，t1
 ，…，tn
 }，0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ＝T（见图9-3），我们有：

[image: alt]


[image: alt]


图9-3　时间段［0，T］的一个分割

其中，{Wti

 －Wti－1

 ，i＝1，…，n}是相互独立的随机变量，并分别服从均值为0，方差为时间间隔ti
 －ti－1
 的正态分布。

9.1.2　布朗运动的瞬时变化dWt


在任意时刻t，对任意的Δt＞0，我们记布朗运动的增量：

ΔWt
 ≡Wt＋Δt
 －Wt


当Δt表示时间的微小增量时（也就是说Δt趋近于零但不等于零），记Δt≡dt，此时我们处于连续时间模型的框架中。我们记：

dWt
 ≡Wt＋dt
 －Wt


即dWt
 表示t增加微小的dt后，布朗运动的增量。我们称dWt
 为布朗运动的瞬时变化。根据布朗运动的性质3，我们有：

dWt
 ～[image: alt]
 （0，dt）

由正态分布的性质，我们有：

E［（dWt
 ）2
 ］＝dt

Var［（dWt
 ）2
 ］＝2（dt）2


以上第一个等式成立是因为E［（dWt
 ）2
 ］＝Var［dWt
 ］，第二个等式由以下步骤推出：

[image: alt]


上式显示，随机变量（dWt
 ）2
 的方差是dt的高阶项，因此（dWt
 ）2
 依均方收敛于dt。

9.2　随机微分方程

布朗运动限定了它在任意时间段内变化的期望值为0，单位时间的方差为1。这在大多数情况下过于简单，和现实世界差距太大。人们便设法在布朗运动的基础上添加一些元素，建立更为丰富的模型。假设我们要为一经济变量（如资产价格、利率或汇率）的动态变化建立模型，记它为一随机过程Xt
 。我们认为，Xt
 在较短时间区间Δt内的变化，即从Xt
 到Xt＋Δt
 ，可以近似地分解成一个确定的时间趋势μ（Xt
 ，t）Δt和一个除时间趋势以外的随机扰动项σ（Xt
 ，t）（Wt＋Δt
 －Wt
 ）：

[image: alt]


这样，我们在Xt
 的动态变化中加入了时间趋势，随机项在单位时间的方差也不再限定为1，而是σ2
 （·），并且μ（·）和σ（·）可以是Xt
 和时间t的函数。这样极大地扩展和丰富了布朗运动的应用。在时间区间趋近于0（但不等于0）时，我们称此时Xt
 的变化为瞬时变化，并且使用连续时间记号记上式为：

[image: alt]


以上等式（9.2）称为Xt
 满足的随机微分方程
 ，函数μ（·）称为漂移项
 ，σ（·）称为扩散项
 。满足式（9.2）的随机过程Xt
 称为扩散过程
 或伊藤过程。

以上是不严格的、基于直观的讨论。那么式（9.2）严格的数学含义是怎样的呢？解释清楚这个问题还要从常微分方程出发。

常微分方程：

[image: alt]


只不过是下式一种更为直观的写法：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 是函数Xt
 对变量t的导数，它严格的数学定义早为我们所熟知。比较式（9.3）与式（9.2），式（9.3）是式（9.2）中σ（·）＝0的特例，也就是说常微分方程中没有随机项。常微分方程式（9.3）在金融中一般用来给无风险债券价格建立模型，如：

[image: alt]


其中，Bt
 表示无风险债券价格，r表示连续复利的无风险利率。上式的解是：

Bt
 ＝B0
 ert


其中，B0
 是债券价格的初始值。

如果式（9.2）中Wt
 对时间t可以求导，此导数记为[image: alt]
 ，那么世界就变得简单了。我们可以将式（9.2）写成：

dXt
 ＝［μ（Xt
 ，t）＋σ（Xt
 ，t）[image: alt]
 ］dt

此时，解随机微分方程的问题就简化为解常微分方程的问题。随机性质体现在，对于不同的路径，有一个不同的解。遗憾的是，可以证明，几乎每一条布朗运动的路径Wt
 （ω）处处不可导。详细证明参见Karatzas和Shreve（1991）。这里的“几乎”是指除一个零测集之外。

既然此路不通，人们换了另一种思路。常微分方程式（9.3）还可以写成以下等价的积分方程的形式：

[image: alt]


那么我们也可以将随机微分方程式（9.2）写成等价的随机积分方程的形式：

[image: alt]


其中，等式右边第一个积分是我们熟悉的黎曼积分
 。如果我们能确定第二个积分形式的定义，则随机微分方程式（9.2）的数学定义问题便得到了解决，即随机积分方程式（9.6）的等价形式。

我们在下一小节介绍应用得最为广泛的（尤其在金融中）随机积分的定义。它是由日本数学家伊藤清在20世纪40年代提出，因此被称为伊藤积分
 。伊藤清还证明了给随机积分的计算带来极大方便的伊藤引理。主要以伊藤积分和伊藤引理为基石的处理随机过程的数学分支称为伊藤微积分或随机微积分。

另外需要指出的是，为使随机微分方程式（9.2）存在解，漂移项μ（·）和扩散项σ（·）需要满足一定的正规性条件。有关扩散过程解的存在性与唯一性问题，请参见Karatzas和Shreve（1991），[image: alt]
 ksendal（2003），更一般的跳跃—扩散过程解存在的条件，请参见Duffie、Pan和Singleton（2000）及其给出的参考文献。

9.3　伊藤积分与伊藤引理

我们分三步来介绍伊藤积分的定义，其中略去的证明可参阅[image: alt]
 ksendal（2003）或施里夫（2008）。

第一步：简单过程对布朗运动的伊藤积分。

给定闭区间［0，T］的一个时间分割∏＝{t0
 ，t1
 ，…，tn
 }，即插入在0和T之间的有限个分点：

0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ＝T

对应于分割∏的简单过程σ（t）是指在每一子区间［tj
 ，tj＋1
 ）上取值为常数的随机过程。

给定简单过程σ（t）和布朗运动Wt
 ，对任意的t∈［0，T］，tk
 ≤t≤tk＋1
 ，我们记σ（t）对Wt
 的伊藤积分
 为：

It
 ≡[image: alt]
 σ（u）dWu


它的定义为：

[image: alt]


其中如上所述，t≤tk＋1
 。

第二步：用简单过程逼近一般的随机过程。

给定随机过程σ（t），其路径可以是连续的，在满足一定正规条件下
〔1〕

 ，σ（t）可以由一个简单过程序列σn
 （t）在某种意义上逼近。具体来说，存在一个简单过程序列σn
 （t）使下式成立：

[image: alt]


第三步：由简单过程序列σn
 （t）的伊藤积分来定义一般过程σ（t）的伊藤积分。

记逼近σ（t）的简单过程序列σn
 （t）所定义的伊藤积分为[image: alt]
 ，具体参见式（9.7）。可以证明，[image: alt]
 在以下意义上收敛于一个唯一的随机过程It
 ：

[image: alt]


我们把这样得到的It
 定义为σ（t）对布朗运动Wt
 的伊藤积分，记为：

[image: alt]


我们将满足随机微分方程式（9.2）的随机过程Xt
 称为一个伊藤过程，或者一个扩散过程。

伊藤积分具有以下两个非常重要的性质（证明请参阅[image: alt]
 ksendal（2003））：

（1）伊藤等距映射：

[image: alt]


（2）伊藤积分[image: alt]
 是一个鞅。


评注9.1
 　所谓鞅是指一个没有漂移项，即漂移项等于0的随机过程。鞅的重要特征是其将来值的期望值等于今天值，即：


E［Xs
 |It
 ］＝Xt
 ，　s＞t

其中，It
 是t时刻的信息集。鞅的严格定义请参阅[image: alt]
 ksendal（2003）或施里夫（2008）。常见的鞅有布朗运动，以及我们刚刚介绍的伊藤积分等。

下面，我们介绍在处理随机微分方程中非常重要的伊藤引理。假设给定一个随机过程Xt
 ，它是一个伊藤过程，我们有时候需要知道它的函数f（t，Xt
 ）是一个什么样的随机过程，或者说它满足什么样的随机微分方程。伊藤引理是解决这一问题的强有力工具，它简化了求伊藤积分的运算，使得我们可以不必通过原始定义来求积分。在介绍伊藤引理之前，我们先引入两个基本概念。

设f（t），g（t）是定义在［0，T］上的函数。∏＝{t0
 ，t1
 ，…，tn
 }是［0，T］的一个时段分割。截至时间T，f的二次变差
 定义为：

[image: alt]


其中，‖∏‖≡max{|ti
 －ti－1
 |，i＝1，…，n}，表示分割∏中最大的时间间隔。

f和g的交互变差
 定义为：

[image: alt]


利用以上概念，我们可以证明以下性质：

设Wt
 是一布朗运动，f（t）＝t。那么对任意的T≥0，我们有：

［W，W］T
 ＝T，即布朗运动的二次变差等于T；

［W，f］T
 ＝0，即布朗运动与函数t的交互变差等于0；

［f，f］T
 ＝0，即函数f（t）＝t的二次变差等于0。

我们将以上结果表示成以下计算规则：

[image: alt]


这些规则大大简化下面伊藤引理的推导。对以上规则的严格定义，可参阅[image: alt]
 ksendal（2003）或施里夫（2008）。

作为上述计算规则的具体应用，我们现在运用它来计算伊藤过程Xt
 的二次变差。

[image: alt]


因此，

［X，X］T
 ＝[image: alt]
 dXt
 dXt
 ＝[image: alt]
 σ2
 （t）dt

也可表述成：

d［X，X］t
 ＝σ2
 （t）dt

伊藤引理可以表述如下：


伊藤引理
 ：设X（t）是由式（9.2）描述的伊藤过程。函数f（t，x）的偏导数ft
 （t，x），fx
 （t，x）和fxx
 （t，x）（分别简写成ft
 ，fx
 ，fxx
 ）存在并且连续。则对于任意T≥0有：

[image: alt]


我们习惯于将它写成下面的微分形式：

[image: alt]


从直观上来说，伊藤引理也可以看成是把双变量函数f（t，Xt
 ）对它的两个变量t和Xt
 泰勒展开，并略去dt的高阶项而得。结合前面的计算规则，这一过程可以演示如下：

[image: alt]


伊藤的原始证明告诉我们，可以通过式（9.10）、式（9.11）和式（9.12）的计算规则来进行推导，可以得到同样的结果。

9.4　多维布朗运动及伊藤引理

有时候我们需要对多个变量的动态变化建模，这需要引入多维的布朗运动及对应的随机微积分理论。

首先我们给出多维布朗运动
 的定义：

一个m－维布朗运动Wt
 ＝（W1t
 ，…，Wmt
 ）┬
 是具有以下性质的随机过程：

1．每一Wit
 （i＝1，…，m）都是一个一维布朗运动；

2．如果i≠j，那么Wit
 与Wjt
 独立。

在m－维布朗运动Wt
 的基础上，我们可以构造n个伊藤过程：

[image: alt]


我们可以将这n个伊藤过程写成矩阵形式：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


我们称满足式（9.14）的随机过程Xt
 为n－维扩散过程或伊藤过程。

与一维伊藤过程类似，n－维伊藤过程的伊藤引理可以表述如下：


伊藤引理
 ：给定Xt
 为式（9.14）表示的n－维伊藤过程。函数f（t，x）（x∈[image: alt]
 n
 ）的偏导数ft
 （t，x），fxi

 （t，x）和fxi
 xj

 （t，x）（分别简写成ft
 ，fxi

 ，fxi
 xj

 ）存在并且连续。则对于任意T≥0有：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


下面我们以二维伊藤过程为例说明多维伊藤引理。


二维伊藤引理
 ：Wt
 ＝（W1t
 ，W2t
 ）′是一个二维布朗运动，Xt
 ，Yt
 分别是以下伊藤过程：

dXt
 ＝μ1
 （t）dt＋σ11
 （t）dW1t
 ＋σ12
 （t）dW2t


dYt
 ＝μ2
 （t）dt＋σ21
 （t）dW1t
 ＋σ22
 （t）dW2t


函数f（t，x，y）的偏导数ft
 ，fx
 ，fy
 ，fxx
 ，fxy
 ，fyy
 存在并且连续；则有：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


二维以上的伊藤引理可以类似得到。

9.5　模拟扩散过程

在实际应用中，我们经常需要模拟各种连续时间模型的样本路径。首先，我们需要将连续时间模型离散化。对扩散过程：

dXt
 ＝μ（Xt
 ，t）dt＋σ（Xt
 ，t）dWt


最简单常用的方法就是将它离散成：

Xt＋Δt
 －Xt
 ＝μ（Xt
 ，t）Δt＋σ（Xt
 ，t）（Wt＋Δt
 －Wt
 ）

这种方法称为欧拉离散化
 。

以下我们记模拟样本路径的时长为T，离散的时间间隔为h，这样我们需要生成n＝T/h个实现值以连成一条样本路径。比如，T＝22表示1个月22个交易日，h＝1/（6.5×60）表示时间间隔为1分钟，它对应的是每个交易日6.5小时交易时间，每小时60分钟。

本小节我们介绍如何模拟各种扩散过程的样本路径。我们的介绍从最简单的布朗运动开始，然后是几何布朗运动，最后是比较复杂的对数随机波动率模型。对每一模型，我们首先给出其离散形式，然后介绍模拟样本路径的方法，最后画出模拟的样本路径。

布朗运动

根据式（9.1），WT
 ＝[image: alt]
 （Wti

 －Wti－1

 ），我们可以应用这一性质来模拟布朗运动的轨迹：令初始值等于0，把时间段［0，T］分割成n个等距的小区间，区间长度等于ti
 －ti－1
 ≡h，h＝T/n，用计算机模拟生成n个独立正态分布随机变量N（0，h），依次加起来就得到布朗运动的一条轨迹。这一模拟过程的算法如下：

算法9.1　模拟布朗运动的路径

模拟布朗运动的路径分以下几个步骤：

第1步：设置参数值。设定初始值W0
 ＝0。

第2步：生成n个独立的标准正态分布[image: alt]
 （0，1），记为Zi
 ，i＝1，…，n。

第3步：做以下循环：

Wi
 ＝Wi－1
 ＋[image: alt]
 Zi
 ，i＝1，…，n

这样得到的W0
 ，W1
 ，…，Wn
 就是布朗运动的一条路径。

图9-4是由计算机模拟得到的三条布朗运动的路径，其中的参数设置为T＝22，h＝1/（6.5×60）。

[image: alt]


图9-4　布朗运动的模拟路径

几何布朗运动


几何布朗运动
 由以下随机微分方程表示：

[image: alt]


其中，参数μ表示单位时间股票的期望收益率，σ是股票的波动率，即单位时间收益率的标准差。Black和Scholes（1973）应用此模型来描述股价运动，并最终导出欧式期权的定价公式。

由伊藤引理，我们有：

dlnSt
 ＝（μ－[image: alt]
 σ2
 ）dt＋σ dWt


因为上式中漂移项和扩散项都是常数，所以我们可以在两边同时积分得到下式：

[image: alt]


其中，ΔWt
 ≡Wt＋Δt
 －Wt
 。根据布朗运动的性质，ΔWt
 是均值等于0、方差等于Δt的正态分布，即ΔWt
 ～[image: alt]
 （0，Δt）。我们可以根据式（9.18）模拟对数价格，最后得到价格的样本路径。由以上离散过程得到的各个时点股价的分布就是它们的精确分布，我们称之为精确离散化。模拟过程的算法如下：

算法9.2　模拟几何布朗运动的路径（精确离散化）

模拟几何布朗运动的路径分以下几个步骤：

第1步：设置参数值。设定初始值S0
 ＝100。记对数价格为lnS，我们有lnS0
 ＝ln（100）。

第2步：生成n个独立的标准正态分布[image: alt]
 （0，1），记为Zi
 ，i＝1，…，n。

第3步：做以下循环：

[image: alt]


这样得到的S0
 ，S1
 ，…，Sn
 就是几何布朗运动的一条路径。

图9-5是由精确离散化模拟得到的一条几何布朗运动的路径，其中的参数设置为T＝22，h＝1/（6.5×60），μ＝0.04％，σ＝1.5％。

[image: alt]


图9-5　几何布朗运动的模拟路径

我们也可根据离散化的几何布朗运动来模拟其路径。首先将式（9.17）写成：

dSt
 ＝μSt
 dt＋σSt
 dWt


然后将其近似离散成：

[image: alt]


其中，ΔWt
 ≡Wt＋Δt
 －Wt
 。

根据式（9.19）我们可以模拟股价的样本路径。算法如下：

算法9.3　模拟几何布朗运动的路径（欧拉离散化）

模拟几何布朗运动的路径分以下几个步骤：

第1步：设置参数值。设定初始值，如S0
 ＝100。

第2步：生成n个独立的标准正态分布[image: alt]
 （0，1），记为Zi
 ，i＝1，…，n。

第3步：做以下循环：

Si
 ＝Si－1
 ＋μSi－1
 h＋σSi－1
 [image: alt]
 Zi
 ，　i＝1，…，n

这样得到的S0
 ，S1
 ，…，Sn
 就是几何布朗运动的一条路径。

对数随机波动率模型


对数随机波动率模型
 是指：

[image: alt]


其中，对数波动率lnVt
 服从一个Omstein-Uhlenbeck（OU）过程。对数随机波动率模型中参数μ表示单位时间股票的期望收益率，α表示对数波动率的长期均值，κ是均值回复的速率，σ是对数波动率的波动率，ρ是收益率与波动率的相关系数，ρ＜0体现了股价的杠杆效应。Andersen、Benzoni和Lund（2002）使用SP500股票指数收益率估计了这一模型。

由于此模型中Vt
 的非线性结构，所以不存在lnSt
 的精确解。为模拟其路径，我们需要依赖它的离散化形式。对数随机波动率模型的欧拉离散化为：

[image: alt]


其中，ΔWt
 ≡Wt＋Δt
 －Wt
 和[image: alt]
 ，都服从均值等于0，方差等于Δt的正态分布[image: alt]
 （0，Δt），并且Corr［ΔWt
 ，[image: alt]
 ］＝ρ。

根据以上对数随机波动率模型的欧拉离散化形式，模拟其样本路径的算法如下：

算法9.4　模拟对数随机波动率（LSV）模型的路径

模拟对数随机波动率模型的路径分以下几个步骤：

第1步：设置参数值。设定初始值，如S0
 ＝100，V0
 ＝exp（α）。记对数价格为lnS，对数波动率为Y＝lnV ，我们有S0
 ＝ln（100），Y0
 ＝α。

第2步：生成两条n个独立的标准正态分布[image: alt]
 （0，1）序列，分别记为Z0i
 ，Z1i
 ，i＝1，…，n。然后，根据Z0i
 和Z1i
 构建一个新的序列Z2i
 ：

Z2i
 ＝ρZ1i
 ＋[image: alt]
 Z0i


这样得到Z1i
 ，Z2i
 ，i＝1，…，n，是相关系数等于ρ的两个标准正态分布模拟值。

第3步：首先模拟波动率过程。做以下循环：

[image: alt]


这样得到的V0
 ，V1
 ，…，Vn
 就是波动率过程的一条路径。

第4步：然后做以下循环，得到价格过程：

[image: alt]


这样得到的S0
 ，S1
 ，…，Sn
 就是对数随机波动率模型的一条路径。

图9-6是由计算机模拟得到的一条对数随机波动率模型的价格路径，其中的参数设置为T＝22，h＝1/（6.5×60），μ＝0.04％，κ＝0.015，α＝-10，σ＝0.1，ρ＝-0.5。

[image: alt]


图9-6　对数随机波动率模型的模拟路径

9.6　跳跃—扩散过程

以上我们介绍了扩散过程，最重要的一个特征就是其路径是连续的。有时候，某些消息（如盈余发布、并购交易和宏观经济政策发布等）会给市场带来非常大的冲击，使资产价格产生大幅变动。为了对这种情况建立模型，在金融学中一般在扩散过程的基础上加上一个跳跃过程，使金融变量的路径变成不连续的，这样的模型称之为跳跃—扩散过程
 。跳跃的幅度和发生跳跃的时间（或给定时间内发生跳跃的次数）都可以是随机的。跳跃的幅度可以用很多随机变量来建模，如正态分布、指数分布等。而发生跳跃的次数则通常用泊松过程来建模。现有文献还考虑了由二项分布和Lévy过程驱动的跳跃，但在本章我们侧重于泊松过程驱动的跳跃。

在定义泊松过程之前，我们首先定义指数分布。指数分布
 是一种连续型概率分布，它具有如下密度函数：

f（x）＝λe-λx
 ，　x＞0

其中，λ为指数分布的参数。如果随机变量X服从参数为λ的指数分布，我们记为X～ε（λ）。

以下是泊松过程的定义：

记（τi
 ）i≥1
 为一独立同分布的指数分布随机变量序列，它们的参数为λ，Tn
 ＝[image: alt]
 τi
 。我们称如下定义的随机过程（Nt
 ，t≥0）：

[image: alt]


为一个到达强度（或简称为强度）为λ的泊松过程
 。

形象地看（见图9-7），我们是在观察某类事件的发生。此类事件发生的时间间隔（τi
 ）i≥1
 服从参数为λ的指数分布，并且相互独立。我们把事件发生的次数记录下来，在t时刻我们记录的事件发生次数就是泊松过程在t时刻的实现值Nt
 。图9-7中，在t时刻事件发生了n次，第n＋1次还没有发生，所以Nt
 ＝n。泊松过程是一个计数过程。如前所述，对一般的计数过程而言，事件发生的时间间隔也可以服从其他分布。

[image: alt]


图9-7　泊松过程的时间间隔

可以证明，强度为λ的泊松过程（Nt
 ，t≥0）具有以下性质：

性质1：N0
 ＝0。

性质2：Nt
 的路径t→Nt
 是右连续，左极限存在的函数，即：

[image: alt]
 N（s，ω）＝N（t，ω），[image: alt]
 N（s，ω）存在，　[image: alt]
 ω，t

其中，s↓t表示s从t的右边（即大于t）趋近t，s↑t表示s从t的左边（即小于t）趋近t。具有以上性质的函数简称为右连左极函数。

性质3：Nt
 －Ns
 独立于Nu
 ，0≤u≤s，并服从均值为λ（t－s）的泊松分布，[image: alt]
 0≤s＜t。

上述性质3也是我们将之称为泊松过程的原因。此外，由性质3，泊松过程在［0，T］时间段的跳跃次数服从参数为λT的泊松分布，并且从图9-8可以看出，泊松过程的跳跃幅度为1。

[image: alt]


图9-8　泊松过程的一条模拟路径

下面我们介绍复合泊松过程，它在［0，T］时间段的跳跃次数仍服从参数为λT的泊松分布，不过它的跳跃幅度可以是一个随机变量。

记Nt
 是一个强度为λ的泊松过程，（Yi
 ，i＝1，2，…）是独立同分布的随机变量序列，具有分布函数F，与Nt
 独立。我们定义如下的复合随机过程Zt
 ：

[image: alt]


其中，Zt
 称为一个具有强度λ、跳跃幅度分布F的复合泊松过程
 。

我们可以将复合泊松过程作进一步的推广，它的强度λ可以是时间和其他变量的函数，它的跳跃幅度Yi
 也可以是相互依赖的，或在不同的时点服从不同的分布。也就是说，它们的分布函数可以是时间和其他变量的函数，等等。这样作推广的随机过程是比较一般的复合泊松过程。

为方便下面的叙述，我们引入一些记号。复合泊松过程的路径是右连左极的，因此我们可以定义

[image: alt]


其中，t－和t＋分别表示左极限和右极限。因此ΔZt
 ≡Zt
 －Zt－
 就是复合泊松过程在t时刻的跳跃幅度。如果跳跃幅度Yi
 为独立同分布，为简化符号，我们用Y来表示这一随机变量，那么跳跃发生时，ΔZt
 ＝Y，其他时刻，ΔZt
 ＝0。

给原来的扩散过程式（9.6）加上一个复合泊松过程，就得到一个跳跃—扩散过程：

[image: alt]


其中，μ（Xu
 ，u）和σ（Xu
 ，u）分别是前面定义的漂移函数和扩散函数；[image: alt]
 Yu
 dNu
 ＝[image: alt]
 Yi
 是一复合泊松过程；Yi
 表示复合泊松过程的跳跃幅度，也是随机过程Xt
 的跳跃幅度。其发生跳跃的时刻由泊松过程Nt
 来决定。前面我们提到，复合泊松过程Jt
 ≡[image: alt]
 Yi
 的跳跃幅度序列（Yi
 ，i＝1，2，…）可以是非常一般的随机变量序列。

我们有时也把式（9.21）写成如下微分形式：

[image: alt]


其中，t∈［0，T］。

以下是跳跃—扩散过程的伊藤引理：


伊藤引理
 ：给定Xt
 是式（9.21）或式（9.22）表示的跳跃—扩散过程。函数f（t，x）的偏导数ft
 （t，x），fx
 （t，x）和fxx
 （t，x）（分别简写成ft
 ，fx
 ，fxx
 ）存在并且连续。则对于任意T≥0有：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ［f（Xt－
 ＋Yt
 ）－f（Xt－
 ）］dNt
 ＝∑i≥1，Ti
 ≤T
 ［f（XTi
 -

 ＋Yi
 ）－f（XTi
 -

 ）］，式中的Ti
 是第i次跳跃发生的时间，Yi
 是第i次跳跃的幅度。

如果我们掌握了扩散过程的伊藤引理，那么跳跃—扩散过程的伊藤引理式（9.23）非常容易理解：我们想考察的是f从时刻0到时刻T的变化，这一变化可以分解成Xt
 的扩散部分μ（Xu
 ，u）dt＋σ（Xu
 ，u）dWt
 带来的变化和跳跃部分Yt
 dNt
 带来的变化之和。式（9.23）第一行，等式右边部分是由扩散过程伊藤引理得到的扩散部分带来的变化；跳跃部分带来的变化应该是［0，T］时期内Xt
 的每次跳跃带来的f的变化的加总，这就是第二行的加和表达式。在跳跃时刻Ti
 ，Xt
 从XTi
 -

 跳跃到XTi
 -

 ＋Yi
 ，从而由此跳跃引致f的变化是：

f（XTi
 -

 ＋Yi
 ）－f（XTi
 -

 ）

我们往往也把式（9.23）写成微分形式：

df＝［ft
 ＋fx
 μ＋[image: alt]
 fxx
 σ2
 ］dt＋fx
 σdWt
 ＋［f（Xt－
 ＋Yt
 ）－f（Xt－
 ）］dNt


9.7　模拟跳跃—扩散过程

泊松过程

由泊松过程的定义我们可以很容易地模拟出泊松过程的路径。模拟［0，T］时间段泊松过程的一条路径可以按照以下步骤：首先生成若干个参数为λ的独立同分布指数分布随机变量，记其实现值分别为τ1
 ，τ2
 ，τ3
 ，…，它们的部分和分别记为T1
 ，T2
 ，T3
 ，…（见图9-7），即：

Tn
 ＝[image: alt]
 τi
 ，　n＝1，2，…

直到它们的和首次超过T时停止。假设此时我们得到n个模拟值，则有：

[image: alt]
 τi
 ＝Tn
 ＞T，　[image: alt]
 τi
 ＝Tn－1
 ＜T

那么泊松过程的实现路径为：

[image: alt]


根据以上步骤，模拟泊松过程路径的算法如下：

算法9.5　模拟泊松过程的路径

模拟泊松过程的路径分以下几个步骤：

第1步：设置参数。设定初始值N0
 ＝0，τ0
 ＝0，T0
 ＝0。

第2步：做以下循环：

生成指数分布τi
 ～ε（λ）。计算Ti
 ＝[image: alt]
 τj
 。如果Ti
 ≤T，则

Nτi

 ＝Nτi－1

 ＋1

如果Ti
 ＞T，循环停止。

这样生成的Nt
 ＝i，t∈［τi
 ，τi＋1
 ）就是泊松过程的一条样本路径。

图9-8是模拟得到的一条泊松过程的路径，参数设置为T＝1，λ＝10。

复合泊松过程

复合泊松过程的路径模拟和泊松过程类似，不过这里还要模拟跳跃幅度Yi
 的实现值，发生跳跃时不是给路径加上1，而是加上Yi
 的实现值。算法如下：

算法9.6　模拟复合泊松过程的路径

模拟复合泊松过程的路径分以下几个步骤：

第1步：设定初始值N0
 ＝0，τ0
 ＝0，T0
 ＝0。

第2步：做以下循环：

生成指数分布τi
 ～ε（λ）。计算Ti
 ＝[image: alt]
 τj
 。如果Ti
 ≤T，生成分布函数为F的独立随机变量Yi
 ，并计算：

Nτi

 ＝Nτi－1

 ＋Yi


如果Ti
 ＞T，循环停止。

这样生成的Nt
 ＝[image: alt]
 Yj
 ，t∈［τi
 ，τi＋1
 ）就是复合泊松过程的一条样本路径。

图9-9是复合泊松过程的一条模拟路径，参数设置为T＝1，λ＝10，Yi
 服从标准正态分布[image: alt]
 （0，1）。我们看到，此时路径不再是单调上升的，跳跃幅度不再是＋1，而是具有丰富的上下不同幅度的变化。

[image: alt]


图9-9　复合泊松过程的一条模拟路径

Merton跳跃—扩散过程

考虑到资产价格的大幅变动，Merton（1976）提出以下跳跃—扩散模型来为股票价格建模：

[image: alt]
 ＝（μ－λE［Jt
 ］）dt＋σdWt
 ＋Jt
 dNt


其中，St－
 表示股价在t时刻的左极限，即St－
 ≡limu↑t
 Su
 ；Wt
 是一标准布朗运动；Nt
 是一到达强度为λ的泊松过程，即Prob（dNt
 ＝1）＝λdt；跳跃幅度Jt
 ≡（Yt
 －1）是一随机变量，Merton（1976）假设1＋Jt
 ，即Yt
 ，服从对数正态分布，即lnYt
 ～[image: alt]
 （μJ
 ，[image: alt]
 ）；Wt
 ，Nt
 ，Yt
 相互独立。此模型中参数含义是，μ表示股票单位时间（我们这里设为1天）期望收益率，σ是没有跳跃发生时的股票波动率，λ表示单位时间发生跳跃的次数。

根据跳跃—扩散过程的伊藤引理，我们有：

dlnSt
 ＝（μ－λE［Jt
 ］－[image: alt]
 σ2
 ）dt＋σdWt
 ＋lnYt
 dNt


上式的离散化形式是：

[image: alt]


其中，ΔWt
 ≡Wt＋Δt
 －Wt
 。根据布朗运动的性质，ΔWt
 是均值等于0，方差等于Δt的正态分布，即ΔWt
 ～[image: alt]
 （0，Δt）。我们可以根据式（9.24）模拟对数价格，最后得到价格的样本路径。算法如下：

算法9.7　模拟Merton跳跃—扩散过程的路径

模拟Merton跳跃—扩散过程的路径分以下几个步骤：

第1步：设置参数值。设定初始值，如S0
 ＝100。记对数价格为lnS，有lnS0
 ＝ln（100）。

第2步：生成n个独立的标准正态分布[image: alt]
 （0，1），记为Zi
 ，i＝1，…，n。

第3步：做以下循环：

（a）根据泊松分布Poisson（λh）生成一个实现值N。如果N≥1，转到第（b）步，否则如N＝0，则令M＝0，直接转到第（c）步。

（b）根据Y的分布，生成lnY1
 ，…，lnYN
 ，令M＝lnY1
 ＋…＋lnYN
 。

（c）计算价格：

[image: alt]


这样得到的S0
 ，S1
 ，…，Sn
 就是Merton跳跃—扩散过程的一条路径。

图9-10是模拟得到的一条Merton模型的价格路径，其中lnY～[image: alt]
 （μJ
 ，[image: alt]
 ），参数设置为T＝22，h＝1/（6.5×60），μ＝0.03％，σ＝0.90％，μJ
 ＝-0.5％，σJ
 ＝2％，λ＝0.2。其中，λ＝0.2表示平均每10天发生2次跳跃，每次跳跃的幅度服从一个均值为-0.5％，标准差为2％的正态分布。

[image: alt]


图9-10　Merton跳跃—扩散过程的一条模拟路径

本章回顾

主要概念

布朗运动　随机微分方程　扩散过程　伊藤过程　随机微积分　随机积分或伊藤积分　伊藤引理　精确离散化　欧拉离散化　泊松过程　复合泊松过程　跳跃—扩散过程

主要结果

1．布朗运动就是连续时间的随机游走过程。

2．扩散过程或伊藤过程的路径连续，但其路径处处不可导。

3．扩散过程的漂移项刻画由时间进展带来的确定性变化，扩散项刻画其随机变化。

4．跳跃—扩散模型中，跳跃项刻画随机过程的不连续变化。

5．对于以下单变量扩散过程，

dXt
 ＝μ（Xt
 ，t）dt＋σ（Xt
 ，t）dWt


伊藤引理是：

df（t，Xt
 ）＝［ft
 ＋fx
 μ（Xt
 ，t）＋[image: alt]
 fxx
 σ2
 （Xt
 ，t）］dt＋fx
 σ（Xt
 ，t）dWt


6．对于以下多变量扩散过程，

dXt
 ＝μdt＋∑dWt
 ，

其中，

[image: alt]


伊藤引理是：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


7．对于以下跳跃—扩散过程，

dXt
 ＝μ dt＋σdWt
 ＋Yt
 dNt


伊藤引理是：

df＝［ft
 ＋fx
 μ＋[image: alt]
 fxx
 σ2
 ］dt＋fx
 σdWt
 ＋［f（Xt－
 ＋Yt
 ）－f（Xt－
 ）］dNt


8．在实际应用中，我们经常需要模拟各种连续时间模型的样本路径。为此，我们需要将连续时间模型离散化。有时我们可以将模型精确离散化，而最简单常用的方法是欧拉离散化，它还可以处理没有精确离散形式的模型。

习题

1．请解释为什么布朗运动就是第五章定义的第I类随机游走过程。

2．给定以下扩散过程，

dXt
 ＝μ（Xt
 ，t）dt＋σ（Xt
 ，t）dWt


其中，Wt
 是标准布朗运动。给出漂移项μ（Xt
 ，t）dt和扩散项σ（Xt
 ，t）dWt
 的直观解释。假设你要为两只股票A和B的收益率建模，使用的模型是漂移项和扩散项都等于常数的扩散过程。股票A具有更高期望收益率的同时也具有更大的波动率。你认为哪只股票应具有更高的漂移项，哪只股票应具有更高的扩散项？

3．给定以下几何布朗运动（又称Black-Scholes模型），

[image: alt]


其中，参数μ＝0.04％，σ＝2％。

（a）用伊藤引理导出lnSt
 满足的随机微分方程并据此模拟一条价格的路径。设时长为22天，离散时间间隔1分钟，并假设每天交易6.5个小时。

（b）先将此模型欧拉离散化，然后模拟一条价格的路径。设时长为22天，离散时间间隔1分钟，并假设每天交易6.5个小时。

4．给定以下Merton跳跃—扩散过程，

[image: alt]
 ＝μdt＋σdWt
 ＋（Yt
 －1）dNt


其中，参数μ＝0.04％，σ＝1％，μJ
 ＝-0.5％，σJ
 ＝1％，λ＝0.25。

（a）先将此模型精确离散化，然后模拟它的一条路径。设时长为22天，离散时间间隔1分钟，并假设每天交易6.5个小时。

（b）将模型欧拉离散化后重复以上练习。





第十章　金融中常用连续时间模型的统计性质





前一章我们提到，连续时间模型在金融中广泛地应用于描述股票价格、利率、汇率以及其他金融证券价格或指数的动态过程。本章将对金融中常用连续时间模型作全面深入的介绍。本章有两个目标：第一，基于具体例子介绍处理连续时间模型的各种技巧；第二，为各种模型统计性质提供一个方便的参考，以便于读者掌握金融中常用模型。本章第一节包括单因子扩散模型，接下来第二节是多因子扩散模型。第三节我们的重点是跳跃―扩散过程，包括单因子和多因子模型。单因子扩散过程包括最简单的算术布朗运动、几何布朗运动（或著名的Black-Scholes模型）、Ornstein-Uhlenbeck（OU）过程以及平方根过程。跳跃―扩散过程包括了新近文献提出的比较复杂的模型，如同时包含随机跳跃和随机波动率的资产收益率模型，其中在最一般的模型设定中，随机波动率也可以有跳跃。

我们导出每一模型的重要统计性质，包括其转移密度或条件特征函数、边际密度或边际特征函数、各种条件矩和非条件矩。边际密度对理解模型的动态性质至关重要。然而在本章我们将看到，只有具有特定结构的模型，如仿射模型，才可以解出解析形式的转移密度。并且，我们的阐述显示需要使用不同的方法来导出转移密度。本章我们将演示，对于简单模型，如几何布朗运动（或Black-Scholes模型）和OU过程（或Vasicek模型），如何通过直接解随机微分方程而导出转移密度。对于更为复杂的模型，有时在频域上处理问题比在时域上更为方便。也就是说，导出随机过程的条件特征函数比导出转移密度要容易。通过考察各种模型，如平方根过程（或CIR模型）和Heston（1993）随机波动率模型，我们阐述求解条件特征函数的一般方法。有了条件特征函数，我们就可以根据它导出模型的各种矩条件以及转移密度函数。

除每一模型的统计性质之外，我们还介绍这些模型在金融中的主要应用。例如，对于几何布朗运动和Heston（1993）随机波动率模型，我们介绍它们在股票期权定价中的应用。对于多因子仿射扩散过程，我们在Duffie和Kan（1996）的框架下阐述其在利率期限结构建模中的应用。

从便于教学的目的出发，本章由最简单的模型结构开始逐步过渡到相对复杂的模型结构，重点是介绍各种具体的模型。尽管如此，我们还在附录部分加入了仿射框架下模型的一般设定形式，它囊括了前面介绍的所有仿射模型。若有学生和研究者对超出本章范围的模型感兴趣，这一模型设定提供了一个很好的一般性框架。

10.1　单因子扩散模型

本章首先考虑最简单的连续时间模型，即单因子扩散模型：


[image: alt]


其中，Xt
 为此模型唯一的状态变量，它是取值为实数的随机变量；θ是模型的参数向量；Wt
 是一维标准布朗运动；函数μ（·）和σ2
 （·）分别称为漂移项和扩散项，它们分别是Xt
 的瞬时条件均值和瞬时条件标准差。

为完整性起见，我们首先讨论针对单因子扩散模型的一般性结果，即伊藤引理以及导出其转移密度函数的柯尔莫哥洛夫方程。

10.1.1　一般性的结果


伊藤引理
 　假设Xt
 满足随机微分方程（10.1），此外实值函数f（t，x）的偏导数ft
 ，fx
 和fxx
 存在并且连续，则f（t，Xt
 ）满足以下随机微分方程：

[image: alt]


伊藤引理的简单证明过程请参见本书第九章。


柯尔莫哥洛夫方程
 　为了解单因子扩散过程的统计性质，我们通常有必要导出其转移密度函数。记p（xs
 ，s|xt
 ，t）为单因子扩散模型（10.1）的转移密度函数，它是Xs
 在Xt
 ＝xt
 条件下的密度函数。p（xs
 ，s|xt
 ，t）满足柯尔莫哥洛夫向后方程：

[image: alt]


和柯尔莫哥洛夫向前方程（也称为Fokker-Planck方程）：

[image: alt]


其边界条件为：

p（x，t|xt
 ，t）＝δ（x－xt
 ）

其中，函数δ（·）满足以下两个条件：

[image: alt]


其中，δ（·）称为Dirac delta函数或脉冲函数
 。我们也可以把脉冲函数看成是正态分布密度函数在标准差σ趋近于0时的极限，即：

[image: alt]


有关脉冲函数更多的性质请参见Rudin（1991）。

10.1.2　单因子仿射扩散模型

我们首先介绍几个单因子仿射扩散模型。仿射模型
 是指在模型（10.1）中，漂移项μ（·）和扩散项σ2
 （·）为状态变量Xt
 的仿射函数：

[image: alt]


其中，系数向量θ≡（k0
 ，k1
 ，h0
 ，h1
 ）┰
 。

算术布朗运动


算术布朗运动
 是指满足如下随机微分方程的随机过程：

[image: alt]


其中，μ与σ是常数。显然算术布朗运动是仿射模型，其系数向量的各元素分别为：

k0
 ＝μ，k1
 ＝0，h0
 ＝σ2
 ，h1
 ＝0

通过式（10.6）两边对时间积分，我们可以很容易得到它的解：

[image: alt]


因此，Xt＋τ
 服从均值为Xt
 ＋μτ，方差为σ2
 τ的条件正态分布，即：

Xt＋τ
 |Xt
 ～[image: alt]
 （Xt
 ＋μτ，σ2
 τ）

Xt
 的转移密度函数为：

[image: alt]


根据算术布朗运动的解式（10.7），Xt
 的变动Xt＋τ
 －Xt
 服从均值为μτ，方差为σ2
 τ的正态分布，即：

E［Xt＋τ
 －Xt
 ］＝μτ

Var［Xt＋τ
 －Xt
 ］＝σ2
 τ

Xt＋τ
 －Xt
 ～[image: alt]
 （μτ，σ2
 τ）

几何布朗运动或Black-Scholes模型

几何布朗运动是指状态变量Xt
 满足如下随机微分方程：

[image: alt]


其中，μ，σ是常数。

这一模型对Xt
 来说不是仿射型的，但通过伊藤引理可以将它变成其对数lnXt
 的仿射模型。我们记Y≡lnX，将：

[image: alt]


代入伊藤引理式（10.2），我们有：

[image: alt]


对比式（10.6），上式表明Yt
 是一个漂移项为μ－[image: alt]
 σ2
 ，扩散项为σ2
 的算术布朗运动。因此Yt
 的转移密度函数为：

[image: alt]


即Yt＋τ
 服从条件正态分布：

Yt＋τ
 ～[image: alt]
 （Yt
 ＋（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，σ2
 τ）

Yt＋τ
 －Yt
 服从均值为（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，方差为σ2
 τ的正态分布，即：

E［Yt＋τ
 －Yt
 ］＝（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ

Var［Yt＋τ
 －Yt
 ］＝σ2
 τ

Yt＋τ
 －Yt
 ～[image: alt]
 （（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，σ2
 τ）

金融中的应用

Black和Scholes（1973）利用几何布朗运动描述股票价格（记为St
 ）的动态变化，

[image: alt]


并导出了著名的Black-Scholes期权定价公式。因此，金融文献中往往也将几何布朗运动称为Black-Scholes模型。下面，我们基于以上股票价格的几何布朗运动模型，导出对数收益率和股票价格的统计性质以及欧式看涨期权定价公式。

记lnSt
 为对数价格。根据前面的分析，对数价格lnSt
 服从算术布朗运动：

[image: alt]


对数收益率ΔlnSt＋τ
 定义为：

[image: alt]


对式（10.11）两边积分得：

lnSt＋τ
 －lnSt
 ＝[image: alt]
 （μ－[image: alt]
 σ2
 ）du＋[image: alt]
 σdWu
 ＝（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ＋σ[image: alt]
 ＝ΔlnSt＋τ


其中，∈～[image: alt]
 （0，1）。因此lnSt＋τ
 服从均值为lnSt
 ＋（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，方差为σ2
 τ的条件正态分布，即：

E［lnSt＋τ
 |lnSt
 ］＝lnSt
 ＋（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ

Var［lnSt＋τ
 |lnSt
 ］＝σ2
 τ

lnSt＋τ
 |lnSt
 ～[image: alt]
 （lnSt
 ＋（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，σ2
 τ）

根据前面的推导，我们还得到对数收益率ΔlnSt＋τ
 服从均值为（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，方差为σ2
 τ的正态分布，即：

E［ΔlnSt＋τ
 ］＝（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ

Var［ΔlnSt＋τ
 ］＝σ2
 τ

ΔlnSt＋τ
 ～[image: alt]
 （（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，σ2
 τ）

由以上结论可知，St＋τ
 服从参数为lnSt
 ＋（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ和σ2
 τ的条件对数正态分布，即：

St＋τ
 |St
 ～ln[image: alt]
 （lnSt
 ＋（μ－[image: alt]
 σ2
 ）τ，σ2
 τ）

根据对数正态分布的性质，St＋τ
 的条件均值和条件方差分别等于：

E［St＋τ
 |St
 ］＝St
 eμτ


Var［St＋τ
 |St
 ］＝[image: alt]


此性质确保了St
 的非负性。由于股份公司的有限责任，这一性质对股票来说很重要。

以下我们导出Black-Scholes欧式看涨期权定价公式。我们介绍常用的两种方法：构造无风险投资组合法与风险中性定价法。

构造无风险投资组合法

假设股票价格St
 服从几何布朗运动式（10.8），并且市场上存在无风险资产，连续复利表示的无风险利率为常数r。考虑执行价格为K，到期日为T的欧式看涨期权。欧式是指期权只能在到期日T执行。记t（t＜T）时刻此期权的价格为c（St
 ，t），它是股票价格St
 和时间t的函数。此期权在到期日T的支付为：

[image: alt]


其中，max（ST
 －K，0）表示取ST
 －K和0两者中的最大值，有的金融文献与教科书中也写成（ST
 －K）＋
 。

假设市场不存在套利，我们现在利用股票和看涨期权构造一个无风险的投资组合。我们的组合由一个看涨期权和w个股票的空头构成，它的价值记为H，即：

Ht
 ＝c（St
 ，t）－wSt


它在很小时间内的价值变动为：

[image: alt]


由伊藤引理，我们有：

[image: alt]


将式（10.10）和式（10.15）代入式（10.14），我们得到：

[image: alt]


要使组合H为无风险组合，我们须消去不确定项。根据上式，只要取[image: alt]
 即可。此时组合的价值变动为：

[image: alt]


另一方面，由于组合H为无风险组合，它必须获得无风险收益率r，即：

dHt
 ＝rHt
 dt

同时，由于Ht
 ＝c（St
 ，t）－wSt
 ，[image: alt]
 ，我们有：

[image: alt]


比较以上两个式子，我们得到欧式期权价格c（St
 ，t）满足的偏微分方程（PDE）：

[image: alt]


结合边界条件式（10.13），得到c（St
 ，t）的解：

c（St
 ，t）＝St
 N（d1
 ）－Ke-r（T－t）
 N（d2
 ）

其中，N（·）为标准正态分布的分布函数，

[image: alt]


这就是著名的Black-Scholes欧式看涨期权定价公式。根据类似的步骤或看涨—看跌期权平价公式可以导出欧式看跌期权定价公式。

风险中性定价法

下面我们介绍另一种相对简单的导出Black-Scholes期权定价公式的方法，它不需要解PDE，只需要应用简单的变量替换和正态分布密度函数的性质。但是，它需要引入风险中性定价原理。风险中性定价原理是指，根据资产定价基本定理（参见Duffie，1996），若市场不存在套利，那么存在一个风险中性测度Q，所有资产都可以在此风险中性概率测度下定价。即首先以风险中性的概率计算资产的期望支付，然后以无风险利率贴现，就得到资产的价格。之所以称为风险中性，是因为投资者对所有资产，不论是无风险资产还是风险资产，所要求的期望收益率都是无风险收益率r。因此，在风险中性概率测度下，股票价格过程为：

[image: alt]
 ＝rdt＋σdWt


根据伊藤引理，我们有：

dlnSt
 ＝（r－[image: alt]
 σ2
 ）dt＋σdWt


两边积分得到：

lnST
 －lnSt
 ＝（r－[image: alt]
 σ2
 ）τ＋σ（WT
 －Wt
 ）

其中，WT
 －Wt
 是均值等于0，方差为τ≡T－t的正态分布随机变量。因此，到期日对数股价lnST
 服从参数为m和v2
 的正态分布，即：

lnST
 ～[image: alt]
 （m，v2
 ）

其中，

[image: alt]


因此，股价St
 服从参数为m和v2
 的对数正态分布，记为：

ST
 ～ln[image: alt]
 （m，v2
 ）

根据风险中性定价，看涨期权的价格是：

[image: alt]


其中，EQ
 ［·］表示风险中性概率测度下的期望值。

为计算以上期望值，我们首先作一个变量替换，令：

[image: alt]


那么U是一个标准正态分布随机变量，即：

U～[image: alt]
 （0，1）

它的概率密度函数为：

[image: alt]


将ST
 ＝em＋Uv

 代入式（10.17），看涨期权价格为：

[image: alt]


上式第二项中的积分比较简单，它等于[image: alt]
 ，其中N（·）是标准正态分布的分布函数。现在我们来求上式第一项中的积分。因为：

[image: alt]


所以，

[image: alt]


将以上两个积分值，以及式（10.16）中m和v的值代入，整理，我们得到欧式看涨期权定价公式：

c＝St
 N（d1
 ）－Ke-rτ
 N（d2
 ）

其中，

[image: alt]


这一过程导出的结果与构造无风险投资组合法得到的结果完全相同。

以上过程的推导还可参阅Hull（2006），郑振龙和陈蓉（2008）。

10.1.3　Ornstein-Uhlenbeck过程或Vasicek模型

Ornstein-Uhlenbeck过程（简称OU过程）是指状态变量Xt
 满足如下随机微分方程：

[image: alt]


其中，κ，α，σ为常数。α在金融文献中经常被称为随机过程Xt
 的长期均值。当κ＞0时，我们说Xt
 具有均值回复
 性质。这是因为，当Xt
 >（＜）α，即Xt
 处于其长期均值之上（下）时，漂移项κ（α－Xt
 ）＜（＞）0，这驱使Xt
 向其长期均值α回复。当κ越大时，Xt
 向均值回复的速度越快，因此κ称为均值回复速率。

这一过程由物理学家Ornstein和Uhlenbeck于1930年提出，在金融中的应用最早是Vasicek（1977），他利用这一模型描述瞬时利率的动态变化。因此金融文献中一般也把它称为Vasicek模型。

OU过程是仿射型的，其系数向量的各元素分别为：

k0
 ＝κα，κ1
 ＝κ，h0
 ＝σ2
 ，h1
 ＝0

与算术布朗运动不同，我们不能简单地对方程（10.18）两边积分而导出其转移密度函数。为导出Xt
 的转移密度函数，需要首先对Xt
 作一个变换，然后对此变换运用伊藤引理，最后在等式两边对时间积分。详细过程如下：

令Yt
 ≡eκt
 Xt
 ，我们对Yt
 运用伊藤引理：因为：

[image: alt]


所以，

[image: alt]


上式两边积分可得：

[image: alt]
 dYu
 ＝[image: alt]
 καeκu
 du＋[image: alt]
 σeκu
 dWu


从而，

Yt
 ＝Y0
 ＋α（eκt
 －1）＋[image: alt]
 σeκu
 dWu


设X0
 ＝x0
 ，将Yt
 ＝eκt
 Xt
 和Y0
 ＝x0
 代入上式，整理得到Xt
 的解：

Xt
 ＝α＋（x0
 －α）e-κt
 ＋σ[image: alt]
 e-κ（t－u）
 dWu


因为伊藤积分是鞅（鞅的定义及其性质见评注9.1），所以E［[image: alt]
 e-κ（t－u）
 dWu
 ］＝0，

因此，Xt
 的期望等于：

E［Xt
 ］＝α＋（x0
 －α）e-κt


Xt
 的方差为：

[image: alt]


由于[image: alt]
 e-κ（t－u）
 dWu
 可以看成是很多正态分布之和，正态分布之和仍服从正态分布，所以Xt
 服从正态分布：

[image: alt]


同样的推导过程可以得到，在Xt
 ＝xt
 的条件下，Xt＋τ
 （τ＞0）的分布为：

Xt＋τ
 |Xt
 ～[image: alt]
 （μτ
 ，[image: alt]
 ）

其中，

[image: alt]


因此，Xt
 的转移密度函数为：

[image: alt]


在式（10.19）中令τ→∞，我们便得到Xt
 的边际分布，它是一均值为α，方差为σ2
 /2κ的正态分布：

[image: alt]


其中，α是Xt
 的非条件（长期）均值，σ2
 /2κ是非条件方差。

金融中的应用

Vasicek（1977）假设瞬时利率rt
 服从OU过程，即：

[image: alt]


根据这一模型，并假设rt
 是影响债券价格的唯一变量，Vasicek（1977）导出了债券价格的解析公式。

以下我们首先给出瞬时利率的定义，然后导出瞬时利率服从OU过程时无违约风险债券价格公式。

记t时刻到期日T（t≤T）的无违约风险债券价格为P（t，T）。记τ≡T－t为债券的期限，有时我们也把债券价格记为P（t，τ）。不失一般性，我们设债券的面值等于1，即：

P（t，t）＝P（T，T）＝1

债券的到期收益率R（t，τ）定义为：

[image: alt]


瞬时利率rt
 是指期限趋近于零的债券到期收益率，即：

[image: alt]


令债券价格是rt
 和到期期限τ的函数，记为P（rt
 ，τ）。由伊藤引理，我们有：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


如果假设市场不存在套利，那么不同期限债券的Sharpe比率必须相等，即：

[image: alt]


以上比值通常也称为风险的市场价格，它表示的是无套利条件下，资产的单位风险所要求的风险溢价（期望收益率中超出无风险收益的部分）。Vasicek（1977）假设风险的市场价格等于一个常数λ，即对任意期限τ：

[image: alt]


将式（10.21）的μp
 （·）和σp
 （·）代入上式，并且代入[image: alt]
 ，我们得到债券价格P（r，τ）满足的一个PDE：

[image: alt]


其边界条件为P（rt
 ，0）＝1。

为解PDE式（10.22），我们猜它的解为：

P（r，τ）＝exp［A（τ）＋B（τ）r］

因为P（r，0）＝1，所以函数A（τ）和B（τ）的初始条件为A（0）＝B（0）＝0。我们有：

[image: alt]


将以上式子代入式（10.22），整理并消去P得：

[image: alt]
 σ2
 B2
 （τ）＋（κα＋λσ）B（τ）－A′（τ）－［κB（τ）＋B′（τ）＋1］r＝0

因为上式对任意的r都成立，所以我们有：

[image: alt]


上面是两个常微分方程，结合初始条件A（0）＝B（0）＝0，容易得到A（τ）和B（τ）的解为：

[image: alt]


当κ＞0时，Vasicek模型可以描述利率的均值回复特征。但是由于Vasicek模型中利率的边际分布是正态分布，因此利率小于0的概率为正。名义利率小于0会产生套利机会，因此Vasicek模型为名义利率建模存在这一缺陷。


评注10.1
 　对于一般的瞬时利率过程，


dr＝μ（r，θ）dt＋σ（r，θ）dWt


和一般的风险的市场价格设定，

[image: alt]


结合伊藤引理和无套利假设，我们可以类似地导出债券价格满足的PDE：

[image: alt]


其边界条件为P（r，0）＝1。

平方根过程或CIR模型

平方根过程中，状态变量Xt
 满足随机微分方程：

[image: alt]


这一模型是仿射型的，其系数向量的各元素分别为：

κ0
 ＝κα，κ1
 ＝κ，h0
 ＝0，h1
 ＝σ2


扩散项中有状态变量Xt
 的平方根，这便是平方根过程的由来。Cox、Ingersoll和Ross（1985）在一般均衡的框架下导出瞬时利率服从这一过程，并在此基础上导出债券价格公式和债券期权价格公式，因此金融文献中往往也把它称为CIR模型。

与Vasicek模型或Ornstein-Uhlenbeck过程类似，当κ＞0时，CIR模型同样具有均值回复性质。与Vasicek模型不同的是，CIR模型是一个取值非负的随机过程，0是它的反射边界。这是因为，若我们假设κ＞0和Xt
 的长期均值α＞0，当Xt
 ＝0时，漂移项κ（α－Xt
 ）＝κα＞0，扩散项[image: alt]
 ，此时不确定性消失，Xt
 的变化dXt
 ＝καdt为正，Xt
 只会往上走，因此Xt
 不会小于0。当2κα＜σ2
 时，Xt
 可以到达反射边界0。

与Vasicek模型的另一不同点是，CIR模型的转移密度函数不太容易获得。下面我们利用这一模型来演示如何首先导出条件特征函数（CCF），然后再通过CCF来得到转移密度函数。


评注10.2
 　特征函数、矩条件与密度函数


设随机变量X的密度函数为fX
 （x）。X特征函数的定义为：

ψ（X，u）≡E［eiuX
 ］＝[image: alt]
 eiux
 fX
 （x）dx

其中，[image: alt]
 。也就是说，ψ（X，u）是密度函数fX
 （x）的傅立叶变换。

X的k阶矩定义为：

mk
 ≡E［Xk
 ］＝[image: alt]
 xk
 fX
 （x）dx

有时密度函数难以直接获得，而特征函数却相对容易获得，由特征函数可以计算矩条件和密度函数。由特征函数计算矩条件的公式如下：

E［Xk
 ］＝（-i）k
 ψ（k）
 （X，0）

由特征函数计算密度函数的公式如下：

fX
 （x）＝[image: alt]
 e-iux
 ψ（X，u）du

这一过程称为ψ（X，u）的傅立叶逆变换。

有关特征函数更多的性质与应用，请参见本书第十三章。

CIR模型的条件特征函数

首先我们写出CIR模型：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


CIR模型的条件特征函数定义为：

ψ（Xt＋τ
 ，u，τ；Xt
 ）≡E［exp{iuXt＋τ
 }|Xt
 ］

其中，τ≡T－t。

对ψ（·）运用伊藤引理，我们有：

[image: alt]


由条件期望的迭代性质（参见本书第七章评注7.2），ψ（Xt＋τ
 ，u，τ；Xt
 ）是一个鞅，所以其漂移项等于0，即：

[image: alt]


并满足边界条件τ＝0时，

ψ（Xt＋τ
 ，u，0；Xt
 ）＝eiuXt



我们猜PDE式（10.25）的解为：

[image: alt]


并且C（τ）和D（τ）分别具有边界条件：

[image: alt]


根据式（10.26），我们有：

[image: alt]


将以上偏导数代入式（10.25），消去ψ，整理得：

-C′（τ）＋καD（τ）＋［[image: alt]
 σ2
 D2
 （τ）－κD（τ）－D′（τ）］Xt
 ＝0

因为上式对所有的Xt
 都成立，所以有：

[image: alt]


其中，式（10.29）是一个Riccati方程，C（τ）和D（τ）的边界条件分别是式（10.27）和式（10.28）。

我们首先求解Riccati方程式（10.29）。对式（10.29）分离变量后，我们有：

[image: alt]


记方程[image: alt]
 σ2
 D2
 －κD＝0的非零解为d1
 ≡2κ/σ2
 ，上式分解因式有：

[image: alt]


上式两边积分得：

[image: alt]


其中，c1
 为一常数。由上式我们有：

[image: alt]


解出：

[image: alt]


由边界条件D（0）＝iu，我们可以解出式（10.31）的常数：

[image: alt]


将c2
 ＝iu/（iu－d1
 ）和d1
 ≡2κ/σ2
 代入式（10.31），整理，我们得到D（τ）的解为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


将D（τ）代入式（10.30），并结合边界条件式（10.27），我们得到：

[image: alt]


将C（τ）和D（τ）代入式（10.26），最后我们得到状态变量Xt
 的CCF为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


CIR模型的转移密度函数

CIR模型的CCF式（10.32）通过Fourier逆变换之后便得到CIR模型的转移密度函数，它是一非中心卡方分布，χ2
 ［2cXt＋τ
 ；2q＋2，2u］，其自由度等于2q＋2，非中心参数等于2u：

p（Xt＋τ
 |Xt
 ）＝ce-u－v
 [image: alt]
 Iq
 （2（uv）1/2
 ）

其中，

[image: alt]


Iq
 （·）为q阶第一类贝塞尔函数：

[image: alt]


根据非中心卡方分布的性质，Xt
 的条件均值与条件方差分别为：

[image: alt]


在CCF和转移密度函数中将τ→∞，我们分别得到：

●Xt
 的边际特征函数：

[image: alt]


●Xt
 的边际密度函数，它是一个伽马分布的密度函数：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


在条件均值和条件方差中令τ→∞或根据伽马分布的性质，我们可以得到Xt
 边际分布的均值与方差：

[image: alt]


金融中的应用

Cox、Ingersoll和Ross（1985）的一般均衡模型框架中，瞬时利率rt
 的动态变化服从平方根过程，

drt
 ＝κ（α－rt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


如前文所述，当κ＞0时，这一模型能刻画利率的均值回复效应，并且这一模型中，利率始终保持大于等于0。因此CIR模型克服了Vasicek模型在描述利率动态变化时利率可以小于0的不足。

Cox、Ingersoll和Ross（1985）设定风险的市场价格为：

[image: alt]


将上式和μ（·）＝κ（α－r），σ（·）＝[image: alt]
 代入式（10.23）：

[image: alt]


得到债券价格满足的PDE：

[image: alt]


按照和上一小节同样的方法，可以得到债券价格的解为：

P（r，τ）＝exp［A（τ）＋B（τ）r］

其中，

[image: alt]


接下来，我们介绍一个单因子非仿射扩散模型。非仿射扩散模型是指在模型（10.1）中，漂移项μ（·）和扩散项σ2
 （·）不是状态变量Xt
 的仿射函数，即不满足式（10.5）。

10.1.4　CEV模型或CKLS模型

Chan、Karolyi、Longstaff和Saunders（1992）使用并检验以下描述短期利率动态变化的模型，

[image: alt]


它称为常数弹性方差（CEV）模型
 ，Chan、Karolyi、Longstaff和Saunders（1992）之后的很多金融文献也将其称为CKLS模型。加上参数的不同限制，这一模型囊括了前面我们介绍的单因子模型，如表10-1所示。

表10-1　CKLS模型（dXt
 ＝（α＋βXt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt
 ）的特例

[image: alt]


不幸的是，非仿射模型一般没有闭式转移密度函数和闭式矩条件。我们往往需要将非仿射模型离散化，以得到近似矩条件。下面以CKLS模型为例阐述这一方法。

将式（10.33）离散化，我们有：

[image: alt]


对εt＋1
 ≡σ[image: alt]
 （Wt＋1
 －Wt
 ）取条件期望得：

Et
 ［εt＋1
 ］＝0，[image: alt]


由条件期望的迭代性质（参见本书第七章评注7.2），可以得到矩条件：

[image: alt]


其中，θ＝（κ，α，σ，γ）┬
 。以上矩条件可以用于模型的GMM估计中。更为详细的内容请参阅Chan、Karolyi、Longstaff和Saunders（1992）或本书第十一章11.1.3节。由于将随机微分方程离散化时只是近似等式，这一过程得到的矩条件为近似矩条件。

10.2　多因子扩散模型

本章介绍的第二类连续时间模型是多因子扩散过程。多因子扩散模型
 中有多个状态变量，即状态变量Xt
 ≡（X1t
 ，…，Xnt
 ）┬
 ，n＞1。Xt
 的分量Xit
 服从以下扩散过程：

[image: alt]


其中，dWit
 dWjt
 ＝ρij
 dt，有时我们说ρij
 是布朗运动Wit
 与Wjt
 的相关系数。我们有时也将以上模型写成简洁的矩阵形式：

dXt
 ＝u（Xt
 ，t）dt＋∑（Xt
 ，t）dWt


其中，u（Xt
 ，t）＝（μ1
 （Xt
 ，t），…，μn
 （Xt
 ，t））┬
 ，∑（Xt
 ，t）是一对角矩阵，对角线上的元素分别为σ1
 （Xt
 ，t），…，σn
 （Xt
 ，t），Wt
 为n维的布朗运动。

为完整性起见，我们首先介绍多因子扩散模型的伊藤引理，然后再介绍具体的、不同形式的多因子扩散模型。


伊藤引理
 　假设（Xt
 ；t≥0）满足随机微分方程（10.34），并且实值函数f（t，x1
 ，…，xn
 ）的偏导数ft
 ，fxi

 和fxi
 xj

 存在并且连续，则f（t，Xt
 ）服从以下随机微分方程：

[image: alt]


下面，我们介绍两个具体的多因子仿射扩散模型。

10.2.1　Heston随机波动率（SV）模型

Heston（1993）的SV模型是指如下资产价格过程的设定：

[image: alt]


其中，St
 表示资产价格，Vt
 表示资产收益率的瞬时方差或波动率，它由一个平方根过程描述，这保证了Vt
 的非负性。ρ是资产价格冲击Wt
 和波动率冲击[image: alt]
 的相关系数，ρ＜0体现了资产价格的杠杆效应。

SV模型是Black-Scholes模型的推广，它把扩散项从一个常数σ2
 推广到一个随机过程Vt
 ，Vt
 服从我们前面介绍的平方根过程。

Heston随机波动率模型的条件特征函数

令lnSt
 表示对数价格。lnSt
 的CCF定义为：

ψ（lnSt＋τ
 ，u，τ；lnSt
 ，Vt
 ）≡E［exp（iulnSt＋τ
 |lnSt
 ，Vt
 ）］

对lnSt
 运用伊藤引理，我们有：

[image: alt]


根据与求解CIR模型的CCF过程中相同的道理，我们得到ψ（·）满足的PDE为：

[image: alt]


我们猜PDE式（10.36）的解为：

[image: alt]


根据式（10.37），我们得到以下偏导数：

[image: alt]


将以上偏导数代入式（10.36），消去ψ，整理，最后得到C（τ）和D（τ）满足的常微分方程：

[image: alt]


首先我们先解D（τ）。对式（10.38）分离变量，我们有：

[image: alt]


记一元二次方程：

[image: alt]
 σ2
 D2
 （τ）＋（ρσiu－κ）D（τ）－[image: alt]
 （iu＋u2
 ）＝0

的两个解分别为：

[image: alt]


记常数：

[image: alt]


那么，式（10.40）可以写成：

[image: alt]


上式两边积分得：

[image: alt]
 ＝cτ＋c1
 ，c1
 为一常数

因此，我们有：

[image: alt]


解出：

[image: alt]


由边界条件D（0）＝0，我们得到：

[image: alt]


把g＝d1
 /d2
 代入式（10.41），我们最后得到D（τ）的解为：

[image: alt]


由式（10.39）得：

C′（τ）＝μiu＋καD（τ）

对上式两边积分，并由边界条件C（0）＝0，我们最后得到C（τ）的解为：

[image: alt]


最后，我们得到lnSt
 的CCF为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


将式（10.42）除以exp（iu lnSt
 ），我们便得到收益率ΔlnSt＋τ
 的条件特征函数：

[image: alt]


其中，它不依赖于lnSt
 。

因为ΔlnSt＋τ
 的条件特征函数只是依赖Vt
 ，所以条件特征函数式（10.43）通过积分消去Vt
 ，便得到收益率ΔlnSt＋τ
 的边际特征函数：

[image: alt]


上面第二个等式中的积分项就是伽马分布的矩生成函数，由此我们可以得到第三个等式。

通过特征函数ψ（ΔlnSt＋τ
 ，u，τ）可以得到收益率ΔlnSt＋τ
 的精确矩条件：

[image: alt]


其中，

[image: alt]
 0
 ＝[image: alt]
 （e-κ
 ＋κ－1＋4（（2＋κ）e-κ
 ＋κ－2）ρ2
 ）ασ2


从以上式子可以看出，收益率偏度的符号由ρ的符号决定，收益率存在正的超额峰度，即其分布具有厚尾特征。

Jiang和Knight（2002）还从联合特征函数得到ΔlnSt
 精确的交叉矩：

[image: alt]


金融中的应用

Heston（1993）首次使用这一模型描述资产价格的动态变化，并导出了期权的解析公式。假设股价由Heston SV模型描述，无风险利率为常数r。由伊藤引理，到期日为T，执行价格为K的欧式看涨期权价格c（St
 ，Vt
 ，t）满足以下PDE：

[image: alt]


和边界条件：

[image: alt]


其中，λ（S，V，t）是波动率风险价格，Heston（1993）设定λ（S，V，t）＝λV。

仿照Black-Scholes公式，Heston（1993）首先猜欧式看涨期权的解为：

c（S，V，t）＝SP1
 －Ke-rτ
 P2
 ，τ≡T－t

P1
 与P2
 没有解析形式，但是Heston解出他们特征函数ψ1
 与ψ2
 的解析形式，然后，通过以下特征函数的逆变换得到P1
 与P2
 的表达式：

[image: alt]


其中，Re［·］表示取复数的实部：

ψj
 ＝eC（τ）＋D（τ）τ＋iulnS
 ，　j＝1，2

其中，

[image: alt]


和

[image: alt]


其中，

c1
 ＝[image: alt]
 ，　c2
 ＝-[image: alt]


b1
 ＝κ＋λ－ρσ，　b2
 ＝κ＋λ

通过数值积分，我们可以很方便地得到P1
 与P2
 的值，从而得到期权的价格。

10.2.2　Duffie-Kan仿射期限结构模型（ATSM）

在这一模型中，状态变量Xt
 服从一个“仿射扩散”过程：

[image: alt]


其中，θ∈[image: alt]
 n
 ，K∈[image: alt]
 n×n
 ，∑∈[image: alt]
 n×n
 ，S（Xt
 ）是n×n的对角阵，对角线上的元素为：

S（Xt
 ）ii
 ＝αi
 ＋[image: alt]
 Xt


其中，αi
 ∈[image: alt]
 n
 ，βi
 ∈[image: alt]
 n×n
 ，[image: alt]
 i＝1，…，n。

本章附录给出了一般仿射跳跃―扩散（AJD）模型的CCF的求解过程。由于ATSM是AJD模型的一个特例，因此它的CCF比较容易求得，通过CCF，我们可以导出ATSM的统计性质。

ATSM除以上状态变量Xt
 的仿射设定外，它还设定瞬时利率rt
 是状态变量Xt
 的仿射函数：

rt
 ＝δ0
 ＋[image: alt]
 Xt


其中，δ∈[image: alt]
 ，δ1
 ∈[image: alt]
 n
 。

ATSM的优势是可以得到接近解析形式的债券价格公式。如果模型（10.44）是在风险中性测度下的设定，Duffie和Kan（1996）导出的债券定价公式为：

P（t，τ）＝eA（τ）－B（τ）┬Xt



其中，A（τ）和B（τ）分别是以下常微分方程（ODE）的解：

A′（τ）＝-θ┬
 K┬
 B（τ）＋[image: alt]


B′（τ）＝-K┬
 B（τ）－[image: alt]


初始条件为A（0）＝0，B（0）＝0n
 。Dai和Singleton（2000）研究了各种ATSM的结构差别和描述实际利率数据的表现问题。

以下我们介绍一个非仿射利率期限结构模型。

10.2.3　二次期限结构模型（QTSM）

状态变量Xt
 服从一个均值回复的多元扩散过程：

[image: alt]


其中，μ是n维常数向量，ξ和∑是n×n方阵，并且ξ可对角化，其特征值都是负的实数；Wt
 是n维标准布朗运动。

瞬时利率rt
 是状态变量Xt
 的二次函数：

rt
 ＝δ0
 ＋[image: alt]
 Xt
 ＋[image: alt]
 ΨXt


其中，δ0
 是一个常数，δ1
 是n维向量，ψ是n×n常数矩阵。为保证利率为非负，还要假设Ψ半正定，δ0
 －[image: alt]
 ψ-1
 δ1
 ≥0。

Ahn和Gallant（2002）系统地研究了QTSM的债券定价问题。如果模型（10.45）是在风险中性测度下的设定，他们导出的债券公式为：

[image: alt]


其中，A（τ）、B（τ）和C（τ）分别是以下常微分方程（ODE）的解：

C′（τ）＝2C（τ）∑∑┬
 C（τ）＋［C（τ）（ξ－δ1
 ）＋（ξ－δ1
 ）┬
 C（τ）］－ψ

B′（τ）＝2C（τ）∑∑┬
 B（τ）＋（ξ－δ1
 ）┬
 B（τ）＋2C（τ）（μ－δ0
 ）－β

A′（τ）＝tr［∑∑┬
 C（τ）］＋[image: alt]
 B（τ）┬
 ∑∑┬
 B（τ）＋B（τ）┬
 （μ－δ0
 ）－α

初始条件为A（0）＝0，B（0）＝0n
 ，C（0）＝0n×n
 。

Cheng和Scaillet（2007）指出，通过引入新的状态变量，QTSM可以转化成ATSM，不过QTSM的二次方程的设定更为简约方便。

10.3　跳跃—扩散模型

最后，我们介绍跳跃—扩散模型
 ，它的一般形式的设定如下：

[image: alt]


其中，Wt
 是布朗运动，Nt
 是计数过程（最常用的是泊松过程），跳跃幅度Jt
 是随机变量；Wt
 ，Nt
 ，Jt
 一般假设相互独立。

以上模型的含义是，在没有跳跃发生时，Xt
 的动态变化遵循一个扩散过程，当发生1次跳跃时，Xt
 增加Jt
 ，具体由Jt
 的实现值决定。

我们首先叙述跳跃—扩散模型的伊藤引理，然后再详细介绍具体的跳跃—扩散模型。


伊藤引理
 　若状态变量Xt
 服从跳跃—扩散过程式（10.46），f（Xt
 ，t）是Xt
 的二阶可微函数，t的一阶可微函数，则f（Xt
 ，t）服从以下跳跃—扩散过程：

[image: alt]


更详细的介绍可以参见本书第九章。

10.3.1　Merton模型

考虑到资产价格的大幅变动，Merton（1976）提出以下跳跃―扩散模型来为股票价格建模：

[image: alt]


其中，Wt
 是一标准布朗运动；Nt
 是一到达强度为λ的泊松过程，即Prob（dNt
 ＝1）＝λdt；跳跃幅度Jt
 是一随机变量，它的期望值等于E［Jt
 ］；Wt
 ，Nt
 ，Jt
 相互独立。Merton模型是Black-Scholes模型的推广。当λ＝0时，Merton模型退化成Black-Scholes模型。由于：

E［Jt
 dNt
 －λE［Jt
 ］dt］＝E［Jt
 ］λdt－λE［Jt
 ］dt＝0

所以，Jt
 dNt
 －λE［Jt
 ］dt表示的随机过程是一个鞅。以上设定使得参数μ具有明确的经济含义，它表示股票的期望收益率：

[image: alt]


根据伊藤引理，令γ≡μ－λE［Jt
 ］－[image: alt]
 σ2
 ，我们有：

[image: alt]


以上等式的前两项来自连续路径的变化，最后一项是跳跃部分带来的变化。对于跳跃部分，我们的直观解释如下：当发生跳跃时，根据式（10.47），资产价格的变化为：

[image: alt]


所以由跳跃导致的资产价格变化是：

St－
 →St
 ＝（1＋Jt
 ）St－


根据以上结果，由跳跃导致的对数资产价格变化是：

lnSt－
 →lnSt
 ＝ln［（1＋Jt
 ）St－
 ］

因此，我们有：

[image: alt]


Merton模型的密度函数

记Yt
 ≡ln（1＋Jt
 ）。Merton（1976）对跳跃幅度的设定是：

Yt
 ～[image: alt]
 （μJ
 ，[image: alt]
 ）

那么1＋Jt
 ＝[image: alt]
 服从参数为（μJ
 ，[image: alt]
 ）的对数正态分布。由对数正态分布的性质有：

[image: alt]


由式（10.48），资产的对数收益率为：

[image: alt]


因此，ΔlnSt＋τ
 的密度函数可以写成：

f（x）＝[image: alt]
 （γτ＋nμJ
 ，σ2
 τ＋n[image: alt]
 ）

其中，[image: alt]
 （·，·）是正态分布的密度函数。它是由正态分布与泊松分布复合而成的密度函数。

由式（10.49），我们还可以写出价格St
 的解为：

St
 ＝S0
 exp（γt＋σWt
 ＋[image: alt]
 Yi
 ）

在Nt
 ＝n，即发生n次跳跃条件下，

[image: alt]
 Yi
 ＝[image: alt]
 Yi
 ～[image: alt]
 （μJ
 n，[image: alt]
 n）

此时，St
 为对数正态分布，即：

lnSt
 |Nt
 ＝n～[image: alt]
 （lnS0
 ＋γt＋μJ
 n，σ2
 t＋[image: alt]
 n）

对于Merton模型，上面我们已经显示其密度函数可以由一个复合泊松正态分布来导出。以下我们推导出Merton模型中收益率的CCF。基于CCF，我们可以容易地推导出收益率的均值、方差等各种矩条件。

Merton跳跃—扩散模型的条件特征函数

首先，我们写下Merton跳跃—扩散模型：

[image: alt]
 ＝（μ－λE［Jt
 ］）dt＋σdWt
 ＋Jt
 dNt


令γ≡μ－λE［Jt
 ］－[image: alt]
 σ2
 ，Yt
 ≡ln（1＋Jt
 ）～[image: alt]
 （μJ
 ，[image: alt]
 ），由伊藤引理我们有：

dlnSt
 ＝γdt＋σdWt
 ＋Yt
 dNt


lnSt
 的条件特征函数定义为：

ψ（lnSt＋τ
 ，u，τ；lnSt
 ）≡E［eiulnSt＋τ

 |lnSt
 ］

由伊藤引理：

[image: alt]


由条件期望的迭代性质（参见本书第七章评注7.2），ψ（lnSt＋τ
 ，u，τ；lnSt
 ）是一个鞅，所以其漂移项等于0，即：

[image: alt]


同时，满足边界条件τ＝0时，

ψ（lnSt＋τ
 ，u，0；lnSt
 ）＝eiulnSt



我们推测PDE式（10.50）的解为：

[image: alt]


并且A（τ）具有边界条件：

A（0）＝0

我们首先推导：

[image: alt]


将以上运算结果及偏导数：

[image: alt]


代入式（10.50），消去ψ，整理得：

-A′（τ）＋iuγ－[image: alt]
 u2
 σ2
 ＋λ[image: alt]
 ＝0

即：

A′（τ）＝iuγ－[image: alt]
 u2
 σ2
 ＋λ[image: alt]


对上式两边积分，并结合边界条件A（0）＝0，我们最后得到A（τ）的解为：

A（τ）＝iuγτ－[image: alt]
 u2
 σ2
 τ＋λτ[image: alt]


将A（τ）代入式（10.51），我们得到lnSt
 的CCF为：

[image: alt]


其中，

A（τ）＝iuγτ－[image: alt]
 u2
 σ2
 τ＋λτ[image: alt]


由Merton模型的CCF式（10.52），我们可以得到对数收益率ΔlnSt＋τ
 ≡lnSt＋τ
 －lnSt
 的特征函数为：

[image: alt]


由ΔlnSt＋τ
 的特征函数我们可以导出它的均值与方差：

E［ΔlnSt＋τ
 ］＝（γ＋λμJ
 ）τ

Var［ΔlnSt＋τ
 ］＝（σ2
 ＋λ[image: alt]
 ）τ

在金融中的应用

在跳跃风险可以分散化解的假设条件下，Merton（1976）导出在以上模型设定下欧式看涨期权价格c（S，τ）满足的PDE：

[image: alt]
 σ2
 S2
 cSS
 ＋（r－λE［Jt
 ］）ScS
 ＋ct
 －rc＋λE［c（S（1＋Jt
 ），τ）－c（S，τ）］＝0

边界条件与Black-Scholes模型相同。

Merton（1976）证明，以上PDE的解为：

[image: alt]


其中，

BS（·）为Black-Scholes看涨期权定价公式

λ′≡λ（1＋E［Jt
 ］）

[image: alt]
 ≡σ2
 ＋n[image: alt]
 /τ

rn
 ≡r－λE［Jt
 ］＋n（μJ
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ）/τ

也可通过风险中性定价法来导出Merton跳跃—扩散模型的期权定价公式：

[image: alt]


其中，上式中的λ′，[image: alt]
 ，rn
 与式（10.54）中完全相同。

10.3.2　其他单因子跳跃—扩散模型

在Merton跳跃—扩散模型的基础上，后来又有其他学者提出了新的跳跃—扩散模型，其中比较重要的有Ball和Torous（1983）提出的Bernoulli跳跃—扩散模型和Kou（2002）提出的双指数跳跃—扩散模型。

我们首先介绍Ball和Torous（1983）提出的Bernoulli跳跃—扩散模型
 。在式（10.48）中，记α≡μ－λE［Jt
 ］－[image: alt]
 σ2
 ，Yt
 ≡ln（1＋Jt
 ）～[image: alt]
 （μJ
 ，δ2
 ）。

对式（10.48）两边积分，我们有：

[image: alt]


其中，Wt＋1
 －Wt
 ～[image: alt]
 （0，1），Nt＋1
 －Nt
 ～Poisson（λ）。

Ball和Torous（1983）将泊松分布Nt＋1
 －Nt
 用一个参数为λ的Bernoulli分布近似替代。也就是说，在给定的单位时间，股价最多发生一次跳跃，发生概率是λ，并且当跳跃发生时，跳跃幅度由一个正态分布的随机变量Yj
 ～[image: alt]
 （μJ
 ，δ2
 ）决定。此时对数收益率写成：

[image: alt]


因此，资产收益率的密度函数为：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 （·，·）是正态分布的密度函数。

Kou（2002）提出的双指数跳跃—扩散模型
 是指：

[image: alt]


其中，Nt
 是到达强度为λ的泊松过程，Dε（η1
 ，η2
 ，p）是指参数为η1
 ，η2
 ，p的双指数分布，它具有如下的概率密度函数：

[image: alt]


其中，η1
 ＞1，η2
 ＞0，1≥p≥0。指数分布只产生正的跳跃，而双指数分布还可以产生负的跳跃，并且如果η1
 不等于η2
 ，收益率的跳跃幅度还可以是不对称的。

双指数跳跃—扩散模型的优势是可以导出美式期权的解析近似公式和一些路径依赖期权的解析公式。

10.3.3　Bates的SVJ模型

Bates（1996）提出的随机波动率―跳跃（SVJ）模型满足如下随机微分方程：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 。此模型在价格过程中加入跳跃推广了Heston（1993）SV模型，将波动率设定为一个随机过程又推广了Merton（1976）模型。

Bates SVJ模型的条件特征函数

根据伊藤引理，对数资产价格lnSt
 满足的SDE为：

dlnSt
 ＝（γ－[image: alt]
 Vt
 ）dt＋[image: alt]
 dWt
 ＋Yt
 dNt


其中，γ≡μ－λE［Jt
 ］。

lnSt
 的条件特征函数定义为：

ψ（lnSt＋τ
 ，u，τ；lnSt
 ，Vt
 ）≡E［[image: alt]
 |lnSt
 ，Vt
 ］

根据与求解CIR模型的CCF过程中相同的道理，我们得到ψ（·）满足的PDE为：

[image: alt]


记[image: alt]
 。我们猜PDE式（10.60）的解为：

[image: alt]


将ψ（·）的各阶偏导数代入式（10.60），消去ψ，整理，最后得到C（τ）和D（τ）满足的常微分方程：

[image: alt]


式（10.62）与式（10.38）完全一样，而式（10.63）与式（10.39）的差别是常数γ代替了μ，因此，按照与Heston随机波动率模型一样的解法，我们得到C（τ）和D（τ）的解为：

[image: alt]


其中，常数d1
 ，c，g与Heston随机波动率模型中一样。

将C（τ）和D（τ）代入式（10.61），最后我们得到lnSt
 的CCF为：

[image: alt]


其中，C（τ）和D（τ）的表达式分别是式（10.64）和式（10.65）。

由式（10.66），我们可以得到对数收益率ΔlnSt＋τ
 ≡lnSt＋τ
 －lnSt
 的条件特征函数为：

[image: alt]


它与lnSt
 无关。

由CCF，通过傅立叶逆变换可以得到转移密度函数。ΔlnSt＋τ
 的各种条件矩也可以通过CCF而导出。

与Heston SV模型一样，通过积分可以积掉Vt
 ，得到ΔlnSt＋τ
 的边际特征函数：

[image: alt]


由ΔlnSt＋τ
 的特征函数，我们可以通过傅立叶逆变换得到ΔlnSt＋τ
 的边际密度函数。ΔlnSt＋τ
 的各种矩条件也可以通过特征函数而导出。

Bates（1996）将SVJ模型应用于外汇期权定价，Bates（2000）将SVJ模型应用于股票期权定价。

10.3.4　随机波动率—双跳跃模型

Duffie、Pan和Singleton（2000）分析了资产价格St
 与随机波动率Vt
 都存在跳跃的模型，并把它命名为随机波动率―双跳跃模型，其设定如下：

[image: alt]


令Yt
 ≡ln（1＋Jt
 ），由伊藤引理，我们可导出lnSt
 的随机过程：

dlnSt
 ＝（μ－λE［Jt
 ］－[image: alt]
 Vt
 ）dt＋[image: alt]
 dWt
 ＋Yt
 dNt


在跳跃部分，此模型包括了三种形式的跳跃：

（1）对数价格lnS的跳跃：到达强度为λy
 ，跳跃幅度服从均值等于μy
 ，方差等于[image: alt]
 的正态分布[image: alt]
 （μy
 ，[image: alt]
 ）；

（2）波动率V的跳跃：到达强度为λv
 ，跳跃幅度服从均值等于μv
 的指数分布ε（1/μv
 ）；

（3）lnS和V同时发生的、相关的跳跃：到达强度为λc
 ；V的跳跃幅度的边际分布服从均值等于μc，v
 的指数分布；在V的跳跃幅度等于zv
 条件下，Y的跳跃幅度服从均值等于μc，y
 ＋ρJzv
 ，方差等于[image: alt]
 的正态分布。

在lnSt
 和Vt
 已知的条件下，ΔlnSt＋τ
 的条件特征函数为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


其中，

[image: alt]


根据跳跃的设定形式，我们有：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


最后可以计算积分式：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


其中，

[image: alt]


给定CCF，通过傅立叶逆变换可以得到收益率ΔlnSt＋τ
 基于Vt
 的条件密度函数。ΔlnSt＋τ
 的各种条件矩也可以通过CCF而导出。

10.3.5　其他仿射模型

Bakshi、Cao和Chen（1997）在SVJ模型的基础上，加入了随机利率，他们的模型称为随机波动率―跳跃―随机利率（SVJ-SI）模型。

以上几个模型都是Duffie、Pan和Singleton（2000）框架下的仿射跳跃—扩散（AJD）模型，附录是计算一般形式AJD模型CCF的过程。下面我们介绍一个非仿射模型。

10.3.6　线性—二次期限结构模型（LQTSM）

模型的设定

Jiang和Yan（2009）研究了把ATSM和QTSM综合在一起的LQTSM。在这一模型中，n1
 ＋n2
 维状态变量Xt
 ≡[image: alt]
 服从以下随机微分方程：

[image: alt]


其中，Wt
 ≡[image: alt]
 是n1
 ＋n2
 维标准布朗运动，Nt
 是强度为λ的泊松过程。跳跃幅度QX
 ＝[image: alt]
 ，表示只有状态变量X1
 部分才产生跳跃。N，QX
 ，W相互独立。漂移项和扩散项分别为以下形式：

[image: alt]


线性—二次的结构显示在跳跃强度λ（·）、μX1

 以及Ω11
 中元素是X1
 的线性函数以及X2
 的二次函数；μX2

 和Ω12
 中元素是X2
 的仿射函数；Ω22
 是常数矩阵。另外，瞬时利率rt
 是X1
 的线性函数，X2
 的二次函数。

与ATSMs和QTSMs的关系

模型式（10.69）是仿射与二次期限结构模型的综合体。若仅有仿射型状态变量X1
 ，则它就是Duffie、Pan和Singleton（2000）的跳跃—扩散仿射期限结构模型。在没有跳跃项时，Dai和Singleton（2000）考察ATSMs的设定与拟合集优度问题。另一方面，若仅有二次状态变量X2
 ，则它就是Ahn和Gallant（2002）、Leippold和Wu（2002）的二次期限结构模型。值得注意的是这些文献中提出的二次模型没有跳跃项。与Dai和Singleton（2000）对ATSMs的研究类似，Ahn和Gallant（2002）提供了QTSMs的实证研究。

值得指出的是，LQTSM并非ATSM和QTSM的简单堆垒。要看出这一点，请注意X2
 （以二次的形式）出现在X1
 的漂移项和扩散项之中。此外，X2
 （以二次的形式）出现在跳跃的到达强度中。这使得我们有更大的自由度来刻画λ的动态变化。Cheng和Scaillet（2007）提供了LQTSMs的可允条件和结构限制。

金融中的应用

（1）债券定价。为债券定价，我们需要知道风险中性测度下状态变量的动态形式。Jiang和Yan（2009）给出了一种从客观测度到风险中性测度的变换。由线性—二次设定可以得到接近解析形式的债券价格公式。假设模型参数的设定如下：

[image: alt]


其中，方阵Ω22
 ，ζi
 ，υij
 ，ψ和Φ是对称的。

记期限τ的零息债券价格为P（X1
 ，X2
 ，τ），它是状态变量的函数。在无套利的假设条件下，债券价格P（X1
 ，X2
 ，τ）满足以下PDE：

[image: alt]


其中，边界条件为P（X1
 ，X2
 ，0）＝1。

记θ为风险中性测度下模型参数向量。Jiang和Yan（2009）证明，债券价格公式为：

[image: alt]


其中，（A，B，C，D）∈[image: alt]
 ×[image: alt]
 n1

 ×[image: alt]
 n2

 ×[image: alt]
 n2
 ×n2

 ，D是对称矩阵，（A，B，C，D）的初始值都等于0，并满足以下ODE：

[image: alt]


（2）条件特征函数。为模型估计，导出状态变量的条件特征函数（CCF）非常有用。这是因为通过CCF可以非常方便地计算条件矩，并且CCF建立了观测变量与不可观测变量矩条件之间的联系。记LQTSM状态变量的CCF为f（s，X，τ）。通过伊藤引理与CCF的鞅性质，CCF满足以下PDE：

[image: alt]


其中，边界条件是f（s，X，0）＝[image: alt]
 。

Jiang和Yan（2009）证明，Xt
 的CCF在风险中性测度下的解是：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，（s1
 ，s2
 ）∈[image: alt]
 n1

 ×[image: alt]
 n2

 ，（A*
 ，B*
 ，C*
 ，D*
 ）∈[image: alt]
 ×[image: alt]
 n1

 ×[image: alt]
 n2

 ×[image: alt]
 n2
 ×n2

 ，D*
 是对称矩阵，（A*
 ，B*
 ，C*
 ，D*
 ）是与导出债券价格类似的ODE的解，边界条件是A*
 （s，0）＝0，B*
 （s，0）＝s1
 ，C*
 （s，0）＝s2
 ，D*
 （s，0）＝0。

表10-2　常用分布的统计性质

[image: alt]


本章回顾

主要概念

仿射模型　二次模型　随机波动率　转移密度　边际密度　条件特征函数　边际特征函数　条件矩　非条件矩　动态对冲　风险中性定价　期权定价　风险溢价　利率期限结构

主要结果

1．本章导出了以下模型的主要统计性质：

（a）算术布朗运动：

dXt
 ＝μdt＋σdWt


（b）几何布朗运动：

[image: alt]
 ＝μdt＋σdWt


（c）O－U过程（或Vasicek模型）：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σdWt


（d）平方根过程（或CIR模型）：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


（e）CEV模型（或CKLS模型）：

dXt
 ＝（α＋βXt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


（f）Heston随机波动率模型：

[image: alt]


（g）Merton跳跃—扩散模型：

[image: alt]
 ＝（μ－λE［Jt
 ］）dt＋σdWt
 ＋Jt
 dNt


（h）Bates的SVJ模型：

[image: alt]


（i）Duffie、Pan和Singleton（2000）随机波动率―双跳跃模型：

[image: alt]


2．随机过程的条件矩可以由转移密度导出：

[image: alt]


也可以由条件特征函数导出：

E［[image: alt]
 |Xt
 ］＝（-i）k
 ψ（k）
 （Xt
 ，τ，0）

3．给定金融证券的收益率过程：

dCt
 /Ct
 ＝μt
 dt＋σt
 dWt


在市场均衡或无套利条件下，期望收益率与风险的关系如下：

μt
 ＝rt
 ＋λt
 σt


其中，rt
 是无风险收益率，λt
 一般称为风险的市场价格。以上关系式一般用来导出衍生证券满足的偏微分方程（PDE）。结合衍生证券的支付形式，解PDE可得到衍生证券的价格。

习题

1．给定如下几何布朗运动或Black-Scholes模型：

[image: alt]
 ＝μdt＋σdWt


（a）利用伊藤引理导出lnSt
 满足的随机微分方程。

（b）导出lnSt
 的转移密度函数，即在lnSt
 条件下lnSt＋τ
 的条件密度函数。

（c）导出lnSt＋τ
 －lnSt
 的前两阶矩。

（d）使用（b）的结果导出在St
 条件下St＋τ
 的条件密度函数。

（e）导出在St
 条件下St＋τ
 的前两阶矩。

2．在Vasicek模型中，假设利率服从O－U过程：

drt
 ＝κ（α－rt
 ）dt＋σdWt


（a）导出利率过程的转移密度和边际密度，即f（rt＋τ
 |rt
 ）和f（rt
 ）。（提示：令Xt
 ＝eκt
 rt
 ，然后使用伊藤引理。）

（b）导出在rt
 条件下rt＋τ
 的前两阶矩。

3．给定如下平方根过程或CIR模型：

drt
 ＝κ（α－rt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


（a）导出此过程的条件特征函数，即在rt
 条件下rt＋τ
 的特征函数。

（b）导出在rt
 条件下rt＋τ
 的前两阶矩。

（c）导出此过程的边际特征函数。

（d）导出rt
 的前两阶非条件矩。

4．（a）假设Nt
 服从一强度为λ的泊松过程。导出Nt
 的特征函数。利用矩条件与特征函数之间的关系导出Nt
 的均值与方差。

（b）令：

[image: alt]


其中，Nt
 服从以上定义的泊松过程，Yi
 服从均值为μJ
 ，标准差为σJ
 的正态分布[image: alt]
 （μJ
 ，[image: alt]
 ）。即Jt
 是跳跃幅度为正态分布随机变量的复合泊松过程。导出Jt
 的特征函数。利用矩条件与特征函数之间的关系导出Jt
 的均值、方差、偏度和峰度。

附录：仿射跳跃—扩散（AJD）模型的CCF

假设状态变量Xt
 服从如下随机微分方程：

[image: alt]



其中，W是一取值在[image: alt]
 n
 上的（[image: alt]
 ）—标准布朗运动；μ∶D→[image: alt]
 n
 ，σ∶D→[image: alt]
 n×n
 ，Z是一纯跳跃过程，跳跃幅度服从[image: alt]
 n
 上的给定概率分布υ，跳跃的到达强度为{λ（Xt
 ）∶t≥0}，λ∶D→［0，∞）。这一随机过程的初始值X0
 假设服从某一平凡分布。要使上式（10.70）有解，信息流（[image: alt]
 ）、状态空间和随机过程的系数函数，即（D，μ（·），σ（·），λ（·），υ），必须满足一定的正规性条件，具体可参见Duffie、Pan和Singleton（2000）给出的参考文献；这一随机过程{Xt
 ；t≥0}称之为
 跳跃—扩散过程。


如果系数方程μ（·），σ（·）σ（·）┬
 ，和λ（·）具有仿射结构，即：

μ（Xt
 ）＝K0
 ＋K1
 Xt


［σ（Xt
 ）σ（Xt
 ）┬
 ］ij
 ＝［H0
 ］ij
 ＋［H1
 ］ij
 Xt


λ（Xt
 ）＝l0
 ＋l1
 Xt



其中，K＝（K0
 ，K1
 ）∈[image: alt]
 n
 ×[image: alt]
 n×n
 ，H＝（H0
 ，H1
 ）∈[image: alt]
 n×n
 ×[image: alt]
 n×n×n
 ，l＝（l0
 ，l1
 ）∈[image: alt]
 ×[image: alt]
 n
 ，则这一模型称为
 仿射跳跃—扩散（AJD）模型。


令：

[image: alt]


Duffie、Pan和Singleton（2000）给出了AJD模型条件特征方程的显示解：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ，C（·）和D（·）满足以下取复值的黎卡提方程：

[image: alt]


其中，边界条件为D（0，u）＝iu，C（0，u）＝0。

本章所介绍的仿射模型，不论单因子还是多因子，不论是扩散过程还是跳跃—扩散过程，都是AJD模型的特例。





第十一章　连续时间模型的参数估计方法





前面我们提到，连续时间模型被广泛地应用于金融学中。在实际应用中，这些模型需要使用观测数据进行估计。从本章开始，接下来的三章，我们介绍各种连续时间模型的估计方法。本章的重点是参数模型的各种估计方法。在参数模型中，漂移项、扩散项和可能有的跳跃项都由参数形式的函数设定。因此，对这些模型估计的主要目的是得到参数估计值并作统计推断。

本章开始第一节介绍一些简单的估计方法，如累积量匹配、矩方法和广义矩方法（GMM），接下来第二节是极大似然估计（MLE），最后一节介绍拟极大似然估计（QMLE）和近似极大似然估计（AMLE）。对每种方法，我们都讨论其在实际应用中的利与弊。另外，为进一步阐明这些方法，我们还加入了一些实证例子。

11.1　累积量匹配、矩方法和广义矩方法

11.1.1　累积量匹配法

首先我们介绍累积量的概念。累积量可以由它的生成函数来定义。记X为一随机变量，X的累积量（Cumulant）生成函数
 ，记为g（u），就是X的特征函数取对数，即：

g（u）＝ln（E［eiuX
 ］）

由g（u），我们可以定义n阶累积量（记为Kn
 ）为：

[image: alt]


在以下例子中，我们根据式（11.1）分别计算了正态分布和泊松分布随机变量的各阶累积量。


【例11-1】
 　正态分布与泊松分布的累积量。


首先由上一章附录，我们知道正态分布随机变量X～[image: alt]
 （μ，σ2
 ）的特征函数为：

ψ（u）＝exp［iuμ－[image: alt]
 σ2
 u2
 ］

对以上特征函数取对数，正态分布随机变量X的累积量生成函数为：

g（u）＝iuμ－[image: alt]
 σ2
 u2


根据式（11.1），X的各阶累积量为：

K1
 ＝μ，K2
 ＝σ2
 ，K3
 ＝K4
 ＝…＝0

由上一章附录，泊松分布Y～Poisson（λ）的特征函数为：

ψ（u）＝exp［λ（eiu
 －1）］

对以上特征函数取对数，Y的累积量生成函数为：

g（u）＝λ（eiu
 －1）

根据式（11.1），Y的各阶累积量为：

K1
 ＝K2
 ＝K3
 ＝K4
 ＝…＝λ

在上一章我们还看到，根据随机变量的特征函数可以求得矩条件，公式如下：

mn
 ＝（-i）n
 ψ（n）
 （X，0）

其中，mn
 ≡E［Xn
 ］表示随机变量X的n阶原点矩，ψ（X，u）是X的特征函数。因此累积量与原点矩之间有着紧密的联系，知道累积量可以导出原点矩，反过来，由原点矩可以得到累积量，它们之间的关系可以由如下递归公式表示：

[image: alt]


由式（11.2），我们有：

[image: alt]


用样本矩[image: alt]
 代替以上式子中的总体矩mn
 ，我们便得到样本累积量，记为[image: alt]
 n
 。选择与参数个数相同的几个累积量Kn
 ，令Kn
 与样本累积量[image: alt]
 n
 相匹配，也就是Kn
 ＝[image: alt]
 n
 ，就得到参数的一个（相合）估计量。这种参数估计方法称为累积量匹配法。


有时候累积量容易计算，形式简单，如上一例子中正态分布与泊松分布的累积量都有比较简单的表达式。因此，用累积量匹配法估计参数在某些情况下比较方便。下面我们给出一个例子。


【例11-2】
 　跳跃—扩散过程模型参数估计：累积量匹配法。


Press（1967）用累积量匹配法估计了以下股票跳跃—扩散过程模型的参数：

[image: alt]


其中，Zt
 表示t时刻股票的对数价格，Wt
 是一布朗运动，Nt
 是到达强度为λ的泊松过程，Yk
 是iid的随机变量序列，其分布为均值为μJ
 ，方差为[image: alt]
 的正态分布N（μJ
 ，[image: alt]
 ）。σ2
 ，λ，μJ
 ，[image: alt]
 都是常数，是模型中需要估计的参数。

根据模型（11.3），对数收益率，即Zt
 的增量ΔZt
 是一个正态分布与复合泊松分布之和，

ΔZt
 ≡Zt
 －Zt－1
 ＝σ（Wt
 －Wt－1
 ）＋[image: alt]
 Yk
 ，　t＝1，2，…

并且ΔZt
 ，t＝1，2，…是iid的随机变量序列。

容易求得ΔZt
 的累积量生成函数g（u）为：

[image: alt]


为估计模型的四个未知参数σ2
 ，λ，μJ
 ，[image: alt]
 ，我们需要四个累积量。根据累积量的公式（11.1），ΔZt
 的前四阶累积量为：

[image: alt]


将前4阶样本矩：

[image: alt]


替代总体矩，得到前四阶样本累积量[image: alt]
 n
 ，n＝1，2，3，4。令：

[image: alt]
 n
 ＝Kn
 ，　n＝1，2，3，4

我们有：

[image: alt]


由式（11.4），可以解出[image: alt]
 J
 ，把[image: alt]
 J
 分别代入式（11.5）和式（11.6），得到[image: alt]
 和[image: alt]
 ，最后将前面得到的[image: alt]
 J
 ，[image: alt]
 和[image: alt]
 代入式（11.7），得到估计值[image: alt]
 2
 。以上第一个方程中的[image: alt]
 J
 可以解出两个不同符号的实根，选择其一使[image: alt]
 ＞0。

11.1.2　矩方法


矩方法
 是指令样本矩与总体矩相等来估计参数的方法，其中矩条件的个数与估计参数个数相等。

假设我们有K个需要估计的参数，记为θ＝（θ1
 ，…，θK
 ）┬
 。与此同时，我们又推导出K个矩条件，记为E［ft
 （θ）］＝0，其中ft
 （θ）是K维列向量。

我们记以上K个矩条件对应的样本矩为mT
 （θ），即：

[image: alt]


在矩条件中用样本矩代替总体矩，得到以下方程组：

mT
 （θ）＝0

解以上方程组，得到一个唯一解：

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （y1
 ，…，yT
 ）

其中，y1
 ，…，yT
 表示观测数据。

以上过程得到的估计量[image: alt]
 就称为参数θ的矩估计量。它是θ的相合估计，并渐近服从正态分布，渐近方差矩阵对应下一节介绍的广义矩方法（GMM）中一种特殊情形，即矩条件个数等于估计参数个数并且权重矩阵W＝I。


下面我们以几何布朗运动为例来阐述矩方法的具体应用。


【例11-3】
 　几何布朗运动的矩估计。


对于股价模型几何布朗运动，

dlnSt
 ＝μdt＋σdWt


我们要估计两个参数μ和σ2
 。假设我们观测的时间间隔为Δ，观测的股价记为S0
 ，SΔ
 ，S2Δ
 ，…，STΔ
 。根据几何布朗运动的性质，对数收益率rt
 ≡lnStΔ
 －lnS（t－1）Δ
 服从均值为μΔ，方差为σ2
 Δ的正态分布，即：

rt
 ～[image: alt]
 （μΔ，σ2
 Δ）

并且r1
 ，…，rT
 是iid的随机变量序列。根据正态分布的性质，我们有：

E［rt
 ］＝μΔ，　E［[image: alt]
 ］＝（μΔ）2
 ＋σ2
 Δ

因此，我们得到两个矩条件：

E［rt
 －μΔ］＝0，　E［[image: alt]
 －（μΔ）2
 －σ2
 Δ］＝0

用样本矩替代总体矩，解方程得到参数的矩估计量为：

[image: alt]


我们还可以证明，它们的渐近协方差矩阵为：

[image: alt]


将[image: alt]
 代替以上矩阵中的σ2
 便是渐近协方差矩阵的估计。

11.1.3　广义矩（GMM）估计

给定N个总体矩条件，E［ft
 （θ）］＝0，其中ft
 （θ）是N维列向量，θ是K维参数向量，N≥K，即矩条件个数大于等于估计参数个数。如果N＝K，即矩条件个数等于估计参数个数，用样本矩：

[image: alt]


代替总体矩，使样本矩等于0的估计量便是我们上节介绍的矩估计量。当N>K时，一般不存在θ使每个样本矩同时等于0，这种情况称为过度识别。GMM便是处理过度识别情况的参数估计方法。GMM的思想是，选择θ让每个矩条件尽可能接近0。具体来说，GMM估计量是指使下式目标函数JT
 （θ）最小的估计量：

[image: alt]


其中，Θ是参数空间；[image: alt]
 是一个对称的正定矩阵，称为权重矩阵。权重矩阵[image: alt]
 依概率收敛于一个对称的正定矩阵W。[image: alt]
 可以是参数θ和样本数据的函数。最简单的权重矩阵是恒等矩阵I，它赋予每个矩条件相同的权重。

Hansen（1982）证明，在一定的正规条件下，GMM估计量具有如下良好的性质（有关正规条件及其证明请参见Hansen（1982））：





性质1：相合性：GMM估计量是相合的，即[image: alt]
 。

性质2：渐近正态性。如果：

[image: alt]
 ，S是N×N正定矩阵

那么[image: alt]
 渐近服从正态分布，即：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


性质3：方差估计。给定S的一个相合估计[image: alt]
 ，那么渐近协方差矩阵Avar（[image: alt]
 ）的一个相合估计为：

[image: alt]


其中：

[image: alt]


[image: alt]
 便是[image: alt]
 渐近协方差矩阵的一个估计量。

性质4：最优权重矩阵。如果[image: alt]
 ＝[image: alt]
 -1
 ，此时得到的GMM估计量具有最小的渐近协方差矩阵，称为最优的GMM估计量
 。因此[image: alt]
 -1
 也称为最优权重矩阵
 。此时渐近协方差矩阵简化为：

[image: alt]


性质5：Hansen-J检验。在过度识别情况下，若各矩条件设定正确，即E［ft
 （θ）］＝0，那么样本矩条件与零应该非常接近，因此目标函数值JT
 （[image: alt]
 ）的值接近于零。Hansen（1982）基于以上想法提出检验过度识别限制的一个检验：在各矩条件设定正确的零假设下，统计量TJT
 （[image: alt]
 ）渐近服从自由度为N－K的卡方分布，即：

[image: alt]


如果上述统计量TJT
 （[image: alt]
 ）的值大于给定显著水平的卡方分布临界值，那么它表明模型很有可能错误设定。

性质6：似然比检验。此检验用来检验原模型的限制条件。假设模型的限制条件为H0
 ∶a（θ）＝0，其中a（θ）是r维向量，代表对原模型的r个限制。检验H0
 的统计量为：

[image: alt]


其中，JT
 （[image: alt]
 T
 ）是估计受限制模型得到的目标函数值。如果零假设为真，那么，JT
 （[image: alt]
 T
 ）和JT
 （[image: alt]
 ）的值应该差别不大。如果它们的差别较大，以显著水平的卡方分布临界值为界，那么我们就拒绝零假设。

从以上GMM估计量的性质3、性质4可知，要估计渐近协方差矩阵，需要矩阵S的一个相合估计[image: alt]
 。[image: alt]
 的一个常用估计量是Newey-West估计量，即：

[image: alt]


其中，q是依数据的自相关性选择的一个整数，

[image: alt]


其他估计量参见Hayashi（2000）。

GMM估计分为以下几个步骤：

（1）任意选择一个对称的正定矩阵[image: alt]
 ，一般选[image: alt]
 ＝I，得到θ的一个相合估计[image: alt]
 ；

（2）由[image: alt]
 得到S的一个相合估计[image: alt]
 ，代入式（11.9），得到渐近协方差矩阵的估计值。

如果要得到最优GMM估计量，需要多进行一个步骤：

（3）令[image: alt]
 等于以上步骤得到的[image: alt]
 -1
 ，再进行一次最优化求解，得到最优GMM估计量，然后再代入式（11.10）得到渐近协方差矩阵的估计。

下面我们介绍几个具体的例子来阐述GMM的应用。


【例11-4】
 　Vasicek模型和CIR模型的GMM估计（精确矩条件）。


对于Vasicek模型，

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σdWt


我们在第十章导出了它的条件矩和非条件矩，因此可以利用它们构造矩条件，然后使用GMM来估计模型的参数θ≡（κ，α，σ）┬
 。记观测数据为X0
 ，XΔ
 ，X2Δ
 ，…，XTΔ
 。Jiang和Knight（1999）构造的四个矩条件为：

[image: alt]


其中，∈t
 ≡XtΔ
 －X（t－1）Δ
 －E［XtΔ
 －X（t－1）Δ
 |X（t－1）Δ
 ］。根据第十章导出的Vasicek模型条件均值与条件方差，我们有：

[image: alt]


对于CIR模型，

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


我们同样在第十章导出了它的条件矩和非条件矩，因此可以类似地构造矩条件，然后使用GMM来估计模型的参数θ≡（κ，α，σ）┬
 。Jiang和Knight（1999）构造的四个矩条件为式（11.11），不过式中的条件与Vasicek模型不同。根据第十章导出的CIR模型条件均值与条件方差，我们有：

[image: alt]


需要强调的是，以上给出的矩条件都是模型的精确矩条件，它没有模型Euler离散化后产生的离散误差。


【例11-5】
 　CKLS模型的GMM估计（近似矩条件）


对于CKLS模型，

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


有四个参数θ≡（κ，α，σ，γ）┬
 。此模型不存在精确的离散形式，它的Euler离散形式为：

[image: alt]


记∈t
 ≡[image: alt]
 （WtΔ
 －W（t－1）Δ
 ），我们有：

[image: alt]


另一方面，根据式（11.12），

∈t
 ≈XtΔ
 －X（t－1）Δ
 －κ（α－X（t－1）Δ
 ）Δ

结合以上条件，Chan、Karolyi、Longstaff和Saunders（1992）构造的四个矩条件为式（11.11）：

[image: alt]


值得指出的是，与上一例子不同，这一矩条件并非精确矩条件，存在离散误差，因此被称为近似矩条件。此外，对于无限制模型，因为它的参数个数与矩条件相同，所以实际上就是矩估计。

11.2　极大似然估计

记X0
 ，XΔ
 ，X2Δ
 …，XTΔ
 是马尔可夫过程Xt
 的T＋1个观察值，观察的时间间隔为Δ。由马尔可夫过程的性质，它们的联合概率密度函数可以写成

f（X0
 ，XΔ
 ，X2Δ
 …，XTΔ
 ；θ）＝p0
 （X0
 ；θ）[image: alt]
 p（XtΔ
 ，|X（t－1）Δ
 ；θ）

其中，θ是需要估计的参数向量，p（XtΔ
 |X（t－1）Δ
 ；θ）是转移密度函数，f（·）称为似然函数。f（·）的对数，记为L（θ），称为对数似然函数：


[image: alt]


极大似然（ML）估计量，记作[image: alt]
 ML
 ，是指使似然函数f（·）的值最大的估计量，它等价于选择θ值使对数似然函数L（θ）最大：

[image: alt]


有时初始密度函数p0
 （X0
 ；θ）会使计算变得复杂。我们可以不需要设定p0
 （X0
 ；θ），直接使对数条件似然函数L（θ）最大来得到θ的估计值，

[image: alt]


这样得到的[image: alt]
 CML
 称为条件极大似然估计值。在一定的正规性条件下，[image: alt]
 ML
 与[image: alt]
 CML
 都是θ的相合估计，并且具有相同的渐近正态分布（详细阐述请参阅Wooldridge（1994））。以下的ML估计量都指条件ML估计量，并且记为[image: alt]
 ML
 。

11.2.1　ML估计量的性质

记得分矩阵st
 （θ）和海塞矩阵Ht
 （θ）分别为：

[image: alt]


并且我们记：

[image: alt]


在一定的正规性条件下（Greene，2007），ML估计量[image: alt]
 ML
 有如下重要性质：

性质1：相合性：[image: alt]
 ML
 是θ的相合估计，即：

[image: alt]


性质2：渐近正态性：我们有：

[image: alt]


我们也把以上性质看作当T很大时，[image: alt]
 ML
 近似服从正态分布，记做：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


称为费雪信息矩阵。


性质3：渐近有效性：MLE估计量的渐近方差达到克拉美―劳（Cramer-Rao）下界，在参数θ的所有相合并渐近正态分布的估计量中，它的方差是最小的。

前面提到，[image: alt]
 ML
 的渐近协方差矩阵是I（θ）-1
 ，以下是估计渐近协方差矩阵I（θ）-1
 的三种常用方法［Greene（2005）］：

（1）若期望E［H（θ）］的形式可知，直接将[image: alt]
 ML
 代入便得到一个估计量，即：

[image: alt]


（2）一般情况下，期望E［H（θ）］的形式未知，用样本值代替期望值便得到第二个估计量，即：

[image: alt]


（3）BHHH（Berndt-Hall-Hall-Hausman）估计量：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


下面我们用几个具体的例子来阐述MLE的应用。


【例11-6】
 　几何布朗运动的MLE。


对于股价模型几何布朗运动，

dlnSt
 ＝μdt＋σdWt


在本章矩估计的例子中，我们看到对数收益率rt
 ≡lnStΔ
 －lnS（t－1）Δ
 服从正态分布N（μΔ，σ2
 Δ），并且r1
 ，…，rT
 是iid的随机变量序列。rt
 的密度函数为：

[image: alt]


据此，我们可以写出对数似然函数：

[image: alt]


MLE的一阶条件为：

[image: alt]


解以上两个方程，得到参数的ML估计量为：

[image: alt]


现在我们来求ML估计量的渐近协方差矩阵。首先对数似然函数的二阶导数为：

[image: alt]


根据以上式子，容易求得：

[image: alt]


因此，ML估计量的渐近协方差矩阵等于：

[image: alt]


将[image: alt]
 代替以上矩阵中的σ2
 便是渐近协方差矩阵的估计。

我们注意到这一结果与本章11.1.2小节例11-3矩方法导出的结果相同。这是因为对数收益率的正态分布性质，正态分布完全由其两个矩条件，均值和方差决定。


【例11-7】
 　Vasicek模型和CIR模型的估计：MLE。


对于Vasicek模型，

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σdWt


我们在第十章导出了它的转移密度：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


它是一个正态分布密度函数，因此我们可以很方便地使用MLE来估计Vasicek模型的参数。

对于CIR模型，

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


我们在第十章介绍了它的转移密度，它是一非中心卡方分布，χ2
 ［2cXtΔ
 ；2q＋2，2u］，其自由度等于2q＋2，非中心参数等于2u：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


Iq
 （·）为q阶第一类贝塞尔函数：

[image: alt]


因此，我们也可以使用MLE来估计CIR模型的参数。

需要指出的是，CIR模型的转移密度函数包含的第一类贝塞尔函数Iq
 （·）形式比较复杂，是一个无穷级数。在极大似然估计求解最优化的过程中，需要近似计算函数Iq
 （·）的值，具体算法请参见Pearson and Sun（1994）及其引用的参考文献。

11.2.2　求解转移密度函数

由以上的分析，ML估计的关键在于知道转移密度函数p（XtΔ
 ，|X（t－1）Δ
 ；θ）。我们假设Xt
 满足以下随机微分方程：

dXt
 ＝μ（Xt
 ）dt＋σ（Xt
 ）dWt
 ＋γ（Xt
 ）dNt


其中，Wt
 是布朗运动，Nt
 是一个到达强度为λ的泊松过程。Lo（1988）证明Xt
 的转移密度函数p（XtΔ
 ，|X（t－1）Δ
 ）是以下偏微分方程的解：

[image: alt]


满足p（X，（t－1）Δ|X（t－1）Δ
 ，（t－1）Δ）＝δ（X－X（t－1）Δ
 ）和其他相关的边界条件，其中，

[image: alt]


此外，δ（x）是第十章介绍的脉冲函数：

[image: alt]


下面介绍一个求解转移密度函数的例子，它来自Lo（1988）。


【例11-8】
 　求解跳跃—扩散过程的转移密度。


假设Xt
 满足以下随机微分方程：

dXt
 ＝μXt
 dt＋σXt
 dWt
 ＋γXt
 dN　　γ≥0，

其中，μ，σ，γ是常数，布朗运动Wt
 与泊松过程Nt
 相互独立。设Y＝lnX，由伊藤引理：

dYt
 ＝[image: alt]
 ＋σdWt
 ＋ln（1＋γ）dNt


等式两边积分得：

[image: alt]


其中，（WtΔ
 －W（t－1）Δ
 ）是均值为0，方差为Δ的正态分布，（NtΔ
 －N（t－1）Δ
 ）是参数为λΔ的泊松分布。因此Yt
 的转移密度函数为：

[image: alt]


可以验证，p（YtΔ
 |Y（t－1）Δ
 ）满足偏微分方程式（11.15）。

11.3　拟极大似然估计与近似极大似然估计

MLE的前提条件是转移密度存在解析形式。另外，复杂的转移密度也增加了求解极大似然估计值的难度。本节我们介绍拟极大似然估计（QMLE）与近似极大似然估计（AMLE），它们可以处理有些MLE不能处理或难以处理的情况。

11.3.1　QMLE

QMLE的思想是，尽管条件分布不是正态分布，但是我们可以把它近似看成正态分布，写出似然函数，进行极大似然估计。由于不是使用真实的密度函数进行估计，这种参数估计方法称为拟极大似然估计（QMLE）。
 QMLE估计量具有相合性，但与MLE不同的是，由于只是近似地用正态分布密度替代真实的密度函数作极大似然估计，QMLE估计量的渐近方差需要进行调整。

QMLE需要知道条件均值与条件方差，我们记：

E［Xt
 |Xt－1
 ］＝μ（Xt－1
 ；θ）

Var［Xt
 |Xt－1
 ］＝σ2
 （Xt－1
 ；θ）

其中，θ是需要估计的参数。

以μ（Xt－1
 ；θ）为均值，σ2
 （Xt－1
 ；θ）为方差的正态分布密度为：

[image: alt]


以正态分布密度替代真实密度，我们写出拟对数似然函数：

[image: alt]


拟极大似然（QML）估计量，记做：[image: alt]
 QML
 ，是指使拟对数似然函数L（θ）最大的估计量，即：

[image: alt]


记得分矩阵与海塞矩阵分别为：

[image: alt]


在一定的正规性条件下（详细论述请参阅Bollerslev和Wooldridge（1992）），QML估计量[image: alt]
 QML
 有如下重要性质：

性质1：相合性：[image: alt]
 QML
 是θ的相合估计，即：

[image: alt]


性质2：渐近正态性：我们有：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


为估计QML估计量的渐近协方差矩阵，我们需要估计矩阵A和B。Bollerslev和Wooldridge（1992）提出的估计量为：

[image: alt]


[image: alt]
 就是[image: alt]
 QML
 的渐近协方差矩阵的一个估计。


【例11-9】
 　CIR模型的估计：QMLE。


对于CIR模型，

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


前面的例子中介绍了它的极大似然估计。由于其转移密度中包含贝塞尔函数，估计过程中需要近似计算。另一方面，在第十章我们导出了CIR模型条件均值与条件方差的解析形式：

[image: alt]


因此，也可以用QMLE来估计CIR模型，这样可以避免近似计算贝塞尔函数。但是，这样的估计值没有达到MLE的有效性。

11.3.2　近似极大似然估计

从上一章可见，除了少数模型有解析形式的转移密度函数，如几何布朗运动、Vasicek模型、CIR模型、Merton模型等，大部分情况下偏微分方程（11.15）没有转移密度函数的显式解。AÏt-Sahalia（2002）的AMLE方法可以处理很多没有解析形式转移密度函数的情况，并且保留了MLE估计量的良好性质，如渐近有效性等。AÏt-Sahalia（2002）提出的方法是用一个解析形式的式子近似替代真实的转移密度进行极大似然估计，这一近似式子可以任意地逼近真实转移密度。因此这种方法称为近似极大似然估计（AMLE）。下面我们介绍这一方法。

考虑一个满足以下随机微分方程的扩散过程：

dXt
 ＝μ（Xt
 ；θ）dt＋σ（Xt
 ；θ）dWt


AÏt-Sahalia（2002）首先由Xt
 构造一个扩散项等于1的随机过程Yt
 ：

[image: alt]


其中，右边的式子就是1/σ（u；θ）的积分，其积分的下界由Xt
 的状态空间决定。

由伊藤引理，Yt
 的漂移项为：

[image: alt]


其扩散项σ（Xt
 ；θ）等于1。

为保证Yt
 ＞0，有时也将Yt
 定义为式（11.16）的相反数，即：

[image: alt]


比如，σ（x；θ）＝xρ
 ，ρ＞1时。此时Yt
 的漂移项为：

[image: alt]


AÏt-Sahalia（2002）证明Yt
 的转移概率密度函数可以近似写成：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 是标准正态分布的密度函数，Δ表示离散时间间隔；c0
 （y|y0
 ；θ）≡1，cj
 （y|y0
 ；θ）（j≥1）可以由以下式子递归得到：

[image: alt]


其中，λ（y；θ）定义成：

[image: alt]


最后可以通过雅可比公式得到Xt
 的近似转移概率密度函数：

[image: alt]


在一定的正规性条件下，AÏt-Sahalia（2002）证明，当K趋近于无穷大时，[image: alt]
 （Δ，x|x0
 ；θ）逼近于真实的、但无显示解的转移密度函数pX
 （Δ，x|x0
 ；θ），并且基于p（K）
 进行ML估计得到的估计量具有与基于真实转移密度函数p得到的ML估计量相同的渐近性质。

下面我们用AÏt-Sahalia（1999）中的两个例子来阐明当模型不存在解析形式的转移密度时如何用AMLE方法来估计模型参数。


【例11-10】
 　不存在解析形式的转移密度模型的估计：AMLE。


对于CKLS模型，

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


前面的例子中介绍了它的GMM估计。此模型没有解析形式的转移密度和精确的矩条件。GMM估计实际上是使用了模型欧拉离散化之后导出的近似条件。AÏt-Sahalia（1999）使用AMLE估计了此模型（ρ＞1情形）。由式（11.17），近似转移密度的关键项，

[image: alt]


将上式依次代入式（11.19）、式（11.18）和式（11.20），最终得到CKLS模型的近似转移密度，具体表达式请参见AÏt-Sahalia（1999）。

AÏt-Sahalia（1999）还使用AMLE估计了以下模型，

[image: alt]


此模型由AÏt-Sahalia（1996b）提出，具有非线性的漂移项和扩散项，不存在解析形式的转移密度。由式（11.17），此模型近似转移密度的关键项，

[image: alt]


将上式依次代入式（11.19）、式（11.18）和式（11.20），最终得到AÏt-Sahalia模型的近似转移密度，具体表达式请参见AÏt-Sahalia（1999）。

对于更一般扩散项的AÏt-Sahalia模型，

[image: alt]


AMLE也适用，只不过公式更为复杂。

Bakshi、Ju和Ou-Yang（2006）还把AÏt-Sahalia（2002）的AMLE进一步推广，并估计了更一般的AÏt-Sahalia模型，

[image: alt]


本章回顾

主要概念

参数估计　相合性　有效性　累积量匹配法　矩方法　广义矩方法（GMM）　极大似然估计（MLE）　拟极大似然估计（QMLE）　近似极大似然估计（AMLE）

主要结果

1．累积量匹配法中，估计中使用的累积量个数等于估计参数个数。另外，参数估计量是相合的。

2．矩方法中，矩条件数目等于估计参数的数目，其参数估计量是相合的。

3．GMM中，矩条件数目大于估计参数的数目，其参数估计量是相合的。另外，使用的矩条件越多，参数估计量越有效。但是，使用矩条件越多，我们需要估计的最优权重矩阵的维度越高。

4．MLE方法得到的估计量不仅是相合的，还是渐近有效的。

5．QMLE中，用正态分布密度替代真实密度写出拟对数似然函数进行估计。和MLE一样，QMLE估计量也是相合的。和MLE不同的是，QMLE估计量的渐近方差估计需要调整。

6．AMLE是指当真实似然函数不存在解析形式时，我们用逼近真实似然函数的近似似然函数代替进行极大似然估计。当似然函数的近似误差趋近于零时，AMLE达到MLE的有效性。

习题

1．累积量匹配法中，由模型导出的累积量与由数据计算的样本累积量相匹配。但是在矩方法中，由模型导出的矩条件与由数据计算的样本矩条件相匹配。请讨论如何利用矩与累积量的关系先从累积量导出矩条件，然后应用矩方法或广义矩方法。利用【例11-2】诠释这一过程。

2．给定以下模型：

dlnSt
 ＝μdt＋σdWt


（a）根据本章导出的参数MLE估计量，使用第二章习题4中2007—2009年上证指数日收益率计算参数μ和σ2
 的估计值。

（b）请讨论在样本期间，上证指数的哪些信息在估计μ中起作用，哪些信息在估计σ2
 中用到。（提示：根据参数的MLE估计量公式，检查样本期间指数水平的变化是否影响μ的估计，是否影响σ2
 的估计。）

（c）给定本章导出的MLE估计量渐近方差的相合估计量，请讨论什么信息能改进μ的估计，什么信息能改进σ2
 的估计。通常一个估计量的方差越小，我们称此估计量越精确。

3．给定如下短期利率的OU过程，

drt
 ＝κ（α－rt
 ）dt＋σdWt


（a）利用第十章导出的转移密度进行模型的ML估计。银行间市场利率，如债券回购利率、拆借利率等的日频数据，可从CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）下载。

（b）根据估计结果，讨论日频利率是否具有显著的均值回复特征。

4．给定如下短期利率的CKLS模型，

drt
 ＝κ（α－rt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


（a）利用模型离散化后导出的条件矩，以及滞后期的利率作为工具变量，使用GMM估计模型。银行间市场利率如债券回购利率、拆借利率等的日频数据可从CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）下载。

（b）根据估计结果，讨论日频利率是否具有显著的均值回复特征。然后讨论作为短期利率函数的瞬时方差，即σ[image: alt]
 ，是如何随利率水平变化的。

（c）根据以下结果，进一步进行Hansen-J模型设定检验，并讨论该模型是否能满意地描述利率过程的动态变化。





第十二章　利率模型的半参数与非参数估计方法





前一章我们介绍了各种连续时间模型的参数估计方法，本章的重点是扩散模型的半参数和非参数估计。参数模型与半参数或非参数模型的主要区别是，参数扩散模型中漂移项和扩散项都设定为参数函数形式，而半参数或非参数模型没有对漂移项或扩散项或两者同时加上特定的函数限制。

我们感兴趣的扩散过程是满足以下随机微分方程的随机过程Xt
 ：

[image: alt]


其中，μ（·）称为漂移函数，σ2
 （·）称为扩散函数。由于以下性质，它们又称为瞬时均值和瞬时方差：

[image: alt]


本章的重点是利率期限结构扩散模型，扩散过程的状态变量用来描述瞬时利率的动态变化。金融文献中提出各种参数模型来描述瞬时利率的动态变化，从简单的仿射模型到具有非线性漂移项和扩散项的复杂模型。它们包括：

Vasicek模型［Vasicek（1977）］：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σdWt


CIR模型［Cox、Ingersoll和Ross（1985）］：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


Courtadon模型［Courtadon（1982）］：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σXt
 dWt


CKLS模型［Chan、Karolyi、Longstaff和Saunders（1992）］：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


Duffie-Kan模型［Duffie和Kan（1996）］：

dXt
 ＝κ（α－Xt
 ）dt＋[image: alt]
 dWt


Brennan-Schwartz模型［Brennan和Schwartz（1979）］：

dXt
 ＝κXt
 （α－lnXt
 ）dt＋σXt
 dWt


Marsh-Rosenfeld模型［Marsh和Rosenfeld（1983）］：

[image: alt]


Constantinides模型［Constantinides（1992）］：

dXt
 ＝（α＋κXt
 ＋[image: alt]
 ）dt＋（σ＋γXt
 ）dWt


AÏt-Sahalia模型［AÏt-Sahalia（1996b）］：

[image: alt]


AÏt-Sahalia模型中对漂移项和扩散项的设定是为了刻画数据的非线性特征，即瞬时均值与瞬时方差都不是短期利率的简单线性函数。金融文献进一步将短期利率模型扩展到半参数和非参数漂移项和扩散项的设定形式。非参数设定的想法是，让数据自己说话，来决定漂移项和扩散项的函数形式。

本章我们首先介绍平稳扩散过程的一些重要性质和密度函数非参数估计的一些基础知识。然后我们介绍AÏt-Sahalia（1996a）的半参数方法，紧接着是Stanton（1997），Jiang和Knight（1997）提出的非参数方法。考虑到大部分本科和硕士层次的学生可能没有任何半参数和非参数方法的正式训练，我们的介绍以直观为主，争取能帮助读者理解这些方法。在最后一节，我们使用市场利率数据来阐明瞬时均值和方差中可能存在的非线性特征，并讨论非参数方法的优势和不足。

12.1　平稳扩散过程的重要性质

首先我们介绍平稳性的概念。给定随机过程{Xt
 ，t∈[image: alt]
 ＋
 }。如果对任意的m个时刻0≤t1
 ＜t2
 ＜…＜tm
 和h≥0，（Xt1
 ，Xt2
 ，…，Xtm
 ）的联合分布和（Xt1
 ＋h
 ，Xt2
 ＋h
 ，…，Xtm
 ＋h
 ）的联合分布相同，那么我们称Xt
 是严平稳
 的，或简称平稳
 的。如果Xt
 存在二阶矩，即[image: alt]
 ，并且满足以下三个条件：

（1）E［Xt
 ］与t无关，是一个常数；

（2）Var［Xt
 ］与t无关，是一个常数；

（3）Cov［Xt
 ，Xt＋h
 ］与t无关，只依赖于h。

那么，我们称Xt
 是协方差平稳过程，或称Xt
 是弱平稳过程。

如果满足随机微分方程式（12.1）的Xt
 是一个平稳的随机过程，那么存在一个概率密度函数π（·）具有以下性质：

π（Xt
 ＝x）＝∫π（Xt
 ＝x|X0
 ＝u）π（X0
 ＝u）du＝π（X0
 ＝x）

其中，积分的范围是Xt
 的状态空间。我们把π（·）称为Xt
 的边际密度函数。

由柯尔莫哥洛夫向前方程（见本书第十章式（10.4）），可以得到π（·）、μ（·）和σ2
 （·）这三个函数之间的关系［Karlin和Taylor（1981）］：

[image: alt]


其中，A是一个使π（·）成为一个概率密度函数的常数，即∫π（x）dx＝1；X0
 是Xt
 的状态空间中的任意内点。如果Xt
 是名义利率过程，则它的状态空间是（0，+∞），此时有X0
 ∈（0，+∞）。

因此，只要知道π（·）、μ（·），σ2
 （·）这三个函数其中任意两个，就可以推导出第三个函数。这一性质对于我们介绍半参数与非参数估计方法非常重要。

12.2　密度函数的核估计与条件期望的N-W估计

为介绍扩散模型式（12.1）的半参数与非参数估计方法，我们首先介绍非参数方法最基础的应用，特别是密度函数的核估计与条件期望的N-W估计。

12.2.1　密度函数的核估计

给定平稳随机过程Xt
 的T个观察数据X1
 ，X2
 ，…，XT
 ，非参数方法用下式来估计其边际密度函数π（x）：

[image: alt]


其中，K（·）为一个对称、单峰的概率密度函数，称为核函数
 ；h是一个大于0的常数，称为窗宽
 。这一估计称为π（x）的核估计。


常用的核函数有高斯核，即标准正态分布的密度函数：

[image: alt]


Epanechnikov核函数：

[image: alt]


和均匀核函数：

[image: alt]


图12-1画出了这三种常用核函数，其中高斯核函数的支撑是（-∞，∞），Epanechnikov核函数和均匀核函数的支撑都是［-1，1］。

[image: alt]


图12-1　常用核函数

在累积均方误差（IMSE）最小的意义下，如果X1
 ，…，XT
 是iid的正态分布序列，并且使用高斯核函数情况下，最优窗宽h的选择可以依据以下原则：

[image: alt]


其中，s为数据的样本标准差［Silverman（1986）］。

有关更多核函数及最优窗宽h的选择、密度函数的核估计的统计性质等内容请参见Silverman（1986）或范剑青和姚琦伟（2005）。

12.2.2　条件期望的N-W估计

考虑以下回归模型：

Yt
 ＝m（x）＋ut


其中，m（x）≡E［Yt
 |Xt
 ＝x］是Yt
 的条件期望。m（x）的一个非参数估计量为：

[image: alt]


称为条件期望的N-W（Nadaraya-Watson）估计量。在一定的正规条件下［Pagan和Ullah（1999）］，N-W估计量是条件期望m（x）的相合估计。

12.3　扩散模型的半参数估计方法

本节我们主要介绍AÏt-Sahalia（1996a）提出的对扩散模型的半参数估计方法。假设Xt
 的观察值为X1
 ，X2
 ，…，XT
 ，观察的时间间隔为Δ。AÏt-Sahalia（1996a）的半参数估计方法分为以下几个步骤：

第一步，首先设定漂移函数μ（x；θ）的参数形式，它为状态变量的线性函数；

第二步，用OLS法估计出μ（x；θ）中的未知参数θ，得到其估计值[image: alt]
 ；

第三步，利用密度函数的核估计方法获得边际密度函数π（·）的非参数估计值[image: alt]
 （·）；

第四步，将μ（x；[image: alt]
 ）和[image: alt]
 （·）替代式（12.4）中的μ（·）和π（·），得到扩散函数σ2
 （x）的半参数估计量：

[image: alt]


由于此估计方法的第一步是设定漂移项μ（·）的参数形式，然后再估计扩散项σ2
 （·）的非参数形式，所以此估计方法称为半参数估计方法。


下面，我们介绍当漂移项μ（·；θ）设定为线性函数形式时的具体估计过程。首先设定漂移项为Xt
 的线性函数：

μ（Xt
 ，θ）≡κ（α－Xt
 ）

在以上漂移函数的设定下，Xt＋Δ
 的条件期望可以表示为：

E［Xt＋Δ
 |Xt
 ］＝α＋e-κΔ
 （Xt
 －α）

它不依赖于扩散函数σ2
 （·）。记：

[image: alt]


则有：

[image: alt]


我们可以把等式（12.7）写成回归方程的形式：

[image: alt]


其中，

Yt＋Δ
 ≡Xt＋Δ
 －Xt
 ，　∈t＋Δ
 ≡Yt＋Δ
 －γ－δXt


因为有E［∈t＋Δ
 ］＝0和E［∈t＋Δ
 |Xt
 ］＝0，因此我们可以用OLS法估计回归方程（12.9），得到γ和δ的相合估计。将γ和δ的相合估计代入式（12.8），得到α和κ的相合估计，从而得到μ（x；θ）的估计μ（x；[image: alt]
 ）。

边际密度函数π（·）的非参数估计为：

[image: alt]


其中，K（·）是核函数，h是窗宽。

最后，根据前面提到的第四步即得到扩散函数的半参数估计[image: alt]
 2
 （x）。AÏt-Sahalia（1996a）证明，以上过程得到的[image: alt]
 2
 （x）是σ2
 （x）的相合估计，并且渐近方差的一个相合估计是：
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12.4　扩散模型的非参数估计方法

本节我们假设有Xt
 的n个观察值，XΔn

 ，X2Δn

 ，…，XnΔn

 ，观察的时间间隔为Δn
 ，观察的总时间长度T≡nΔn
 。当Δn
 →0和T→∞时，扩散过程式（12.1）的漂移项μ（·）和扩散项σ2
 （·）的非参数估计量存在。我们以下介绍两种非参数估计方法：Stanton方法与Jiang-Knight方法。

12.4.1　Stanton方法

假设Xt
 是满足式（12.1）的随机过程。Stanton（1997）使用瞬时生成算子和泰勒展开式将漂移函数μ（·）和扩散函数σ2
 （·）近似表示成Xt
 函数的条件期望，然后用非参数方法估计这些条件期望，从而得到μ（·）和σ2
 （·）的非参数估计。

瞬时生成算子[image: alt]
 的定义是：

[image: alt]


对任意函数f，条件期望Et
 ［f（Xt＋Δ
 ，t＋Δ）］可以表示成如下泰勒展开式：

[image: alt]


如果只展开到一阶，并将[image: alt]
 f（Xt
 ，t）移到等式的左边，我们得到：

[image: alt]


令f（x，t）＝x，我们有：

[image: alt]
 f（x，t）＝μ（x）

令f（x，t）＝（x－Xt
 ）2
 ，我们有：

[image: alt]
 f（x，t）＝2（x－Xt
 ）μ（x）＋σ2
 （x）

因此，令x＝Xt
 ，我们有：

[image: alt]
 f（Xt
 ，t）＝σ2
 （Xt
 ）

将它们分别代入式（12.10），我们得到：

[image: alt]


Stanton（1997）还写出了展开到二阶和三阶的式子，更高阶的式子参见Fan和Zhang（2003）。

分别将Yt
 ＝Xt＋Δ
 －Xt
 和Yt
 ＝（Xt＋Δ
 －Xt
 ）2
 代入条件期望的N－W估计量，得到m1
 （x）和m2
 （x）的非参数估计量为：
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将它们代入μ（x）和σ2
 （x）的泰勒一阶展开近似式，就可以得到漂移函数与扩散函数的非参数估计量，渐近方差的估计可以通过自助（bootstrapping）法得到。Fan和Zhang（2003）导出了Stanton非参数估计量的渐近性质。

12.4.2　Jiang-Knight方法

Jiang-Knight方法由Jiang和Knight（1997）提出，它有三个步骤：第一步，用非参数方法估计扩散函数σ2
 （x）；第二步，用非参数方法估计边际密度π（x）；第三步，根据式（12.3）获得漂移函数μ（x）的非参数估计。具体过程如下：首先得到一个扩散函数σ2
 （x）的一个相合估计[image: alt]
 2
 （x），然后设计了一个Q（x）≡π┬
 （x）/π（x）的非参数估计qn
 （x）。因为式（12.3）可以等价地写成：

[image: alt]


所以把上式中的σ2
 （x）和Q（x）分别以它们的估计量[image: alt]
 2
 （x）和qn
 （x）代入，就得到μ（x）的一个非参数估计量[image: alt]
 （x）。这些估计量的式子如下：

[image: alt]


在一定的正规性条件下，Jiang和Knight（1997）证明了非参数估计量[image: alt]
 2
 （x）和[image: alt]
 （x）的相合性。[image: alt]
 2
 （x）的方差的一个相合估计为：
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[image: alt]
 （x）的方差可用δ方法或是自助法得到。

12.4.3　非参数估计方法——结合中国短期利率的实证讨论

本节用于分析的短期利率数据是2003年1月至2009年12月中国银行间市场一个月期的回购利率日频数据，时间跨度6年整，共计1646个交易日。图12-2画出了日频利率水平（rt
 ）及日频利率变化（一阶差分Δrt
 ）的时间序列。表12-1是利率水平及日频利率变化的描述性统计量。利率水平的峰度为8.3，利率变化的峰度为66.25，都大于正态分布峰度3，因此它们的分布具有厚尾特征，不太可能为正态分布。表12-2是利率水平及其变化的前10阶自相关系数估计值。可以看到，利率水平的前3阶自相关系数都在0.9以上，并且只以缓慢的速度下降，这说明利率是一个具有很强相依性的时间序列。
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图12-2　日频利率水平及日频利率变化：中国银行间市场一个月期回购利率（2003—2009年）

表12-1　日频利率及日频利率变化的描述性统计量

[image: alt]


数据来源：CSMAR数据库（http://www.gtarsc.com/）。

表12-2　利率的前10阶自相关系数

[image: alt]


图12-3是一个月期回购利率的直方图，其中子图（a）、（b）、（c）和（d）分别对应10、20、40、80个柱。可以看到，随着柱数目增加，直方图趋近于一个密度函数。有的教科书和文献把核估计密度形象地称为“连续的直方图”，它体现的是柱数目趋于无穷大时的情形。
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图12-3　短期利率的直方图

为展示扩散过程式（12.1）漂移项的基本特征，我们先简单地考察利率变化与利率水平的关系。图12-4是利率变化对利率水平的散点图，其中横轴是利率水平rt－1
 ，纵轴是利率变化Δrt
 。在图12-4中，低利率区域的利率变化幅度大，且总体呈正向变化，高利率区域的利率变化幅度也较大，但总体呈负向变化，中间区域的利率变化幅度相对较小，这说明利率的漂移项很可能是非线性的。
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图12-4　利率变化对利率水平：中国银行间市场一个月期回购利率（2003—2009年）

为展示扩散过程式（12.1）扩散项的基本特征，我们下面简单地考察利率变化的绝对值与利率水平的关系。图12-5是利率变化的绝对值对利率水平的散点图，其中横轴是利率水平（rt－1
 ），纵轴是利率变化的绝对值|Δrt
 |。在图12-5中，相对中间利率水平区域，低利率区域和高利率区域利率变化的绝对值较大，并且增长的速率也在增加，在高利率区域，这一特征尤其明显，这说明利率的扩散项很有可能具有非线性特征。
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图12-5　利率变化绝对值对利率水平：中国银行间市场一个月期回购利率（2003—2009年）

估计扩散模型式（12.1），我们可以采用参数估计或非参数估计。本书前一章介绍了参数估计方法。在参数估计中，我们需要首先设定漂移项与扩散项的函数形式，再采用GMM、MLE、AMLE等方法。因此，参数估计限制了漂移项与扩散项的灵活性。前面对中国短期利率的分析中我们看到，利率模型的漂移项和扩散项可能具有非常灵活的函数形式，运用参数估计便有可能错失利率的某些动态特征。本章介绍了扩散模型的两种非参数估计方法——Stanton方法和Jiang-Knight方法。由于不需要首先设定漂移项与扩散项的函数形式，非参数估计具有更大的灵活性，能更精确地估计漂移项与扩散项的函数形式。但是，非参数估计量的有效性一般比不上参数估计量，这是非参数估计方法的不足之处。

在利率模型的非参数估计中，还有其他两个问题需要考虑。首先是边界偏差问题。我们观察到的数据是有边界的，如前面分析的一个月期回购利率都在［0.0087，0.0921］之间；在邻近数据边界的点，核函数的支撑越过了数据边界，因此，密度函数被低估从而产生偏差。尽管某些窗宽选择可以减轻边界偏差，但付出的代价是总偏差的增大。Rice（1984）提出刀切核估计量以修正边界误差：在邻近边界的点，用两个不同窗宽核估计量的加权和作为最终的估计量。第二个问题是数据相依性引起的窗宽选择问题。这一问题在时间序列数据中普遍存在，如前面分析的回购利率数据就具有较强的自相关性。我们前面介绍的最优窗宽式（12.5）只对iid正态分布的序列来说才是最优的，对于具有相依性的时间序列数据来说则不是最优选择。相依数据的窗宽选择有两种常用方法。一是最小二乘交叉验证（LSCV），具体过程可以参考Silverman（1986）；另一个方法是分块交叉验证（BCV），具体过程可以参见Jiang和Knight（1997）文中附录及给出的参考文献。

本章回顾

主要概念

平稳　弱平稳　核密度估计　条件期望的N－W估计量　半参数估计　非参数估计　最优窗宽　自助法　最小二乘交叉验证（LSCV）　分块交叉验证（BCV）

主要结果

1．对于满足式（12.1）的平稳扩散过程，我们有以下漂移函数、扩散函数和边际密度之间的关系式成立：

[image: alt]


2．密度估计中常用的核函数有高斯核、均匀核与Epanechnikov核。

3．在累积均方误差（IMSE）最小的意义下，如果X1
 ，…，XT
 是iid的正态分布序列，并且使用高斯核函数情况下，最优窗宽h的选择是：

[image: alt]


其中s为数据的样本标准差。

4．在一定正规条件下，条件期望的N－W估计量是相合的。

5．非参数估计的优势在于，它给函数形式提供了一个更为精确的估计量。但是，它往往没有参数估计量有效。

6．非参数估计的一个挑战是由缺少样本观测值带来的边界偏差。尽管某些窗宽选择可以减轻边界偏差，但付出的代价是总偏差的增大。Rice（1984）提出了jackknife核来处理边界偏差。

7．非参数估计的另一个挑战是相依数据的窗宽选择，现有两种常用方法处理这一问题，即最小二乘交叉验证（LSCV）和分块交叉验证（BCV）。

习题

1．请讨论参数模型与非参数模型的主要区别。

2．给定如下平稳扩散过程：

dXt
 ＝μ（Xt
 ）dt＋σ（Xt
 ）dWt


其中μ（Xt
 ）＝κ（α－Xt
 ），σ（Xt
 ）＝σ。即上述扩散过程是一OU过程。利用边际密度、漂移函数与扩散函数之间的关系导出此随机过程的边际密度函数π（Xt
 ）。

3．给定如下平稳扩散过程：

dXt
 ＝μ（Xt
 ）dt＋σ（Xt
 ）dWt


其中μ（Xt
 ）＝κ（α－Xt
 ），边际密度函数[image: alt]
 ，其中，ω≡[image: alt]
 ，s≡[image: alt]
 。利用边际密度、漂移函数与扩散函数之间的关系导出此随机过程的扩散函数σ2
 （Xt
 ），并解释它是什么过程。

4．给定以下AÏt-Sahalia（1996b）提出的短期利率模型：

[image: alt]


其中α-1
 ＝0.008，α0
 ＝-1，α1
 ＝50，α2
 ＝-725，β0
 ＝0.025，β1
 ＝-1.8，β2
 ＝9，β3
 ＝1.5。

（a）使用欧拉离散法模拟以上短期利率过程的路径。具体来说，设单位时间为1年，离散时间间隔为15分钟，即Δ＝1/（4×6.5×250）。这里我们假设每年250个交易日，每天交易6.5个小时。模拟一条50年的利率样本数据路径并记录日频利率，即记录每天最后一个利率观测值。

（b）画出日频利率的时间序列。

（c）画出利率的日度变化。

（d）画出对应利率水平的利率日度变化。作为短期利率的函数，你观察到的利率变化具有什么样的特征？

（e）画出对应利率水平的利率日度变化绝对值。作为短期利率的函数，你观察到的利率变动幅度具有什么样的特征？





第十三章　连续时间模型的特征函数估计方法





在第十章我们看到，连续时间模型不一定有解析形式的转移密度。如果没有解析形式的转移密度，模型的极大似然估计便不能直接进行。不过，在第十章我们也注意到，有时候模型会存在解析形式的条件特征函数（CCF）。第十章表明，对于许多模型，尤其是仿射模型，求解CCF最后简化成求解常微分方程（ODE）。这使我们能够在特征函数的基础上提出各种连续时间模型的估计方法。值得指出的是，特征函数和密度函数包含同样的信息，因此基于CCF的估计能够达到与MLE相同的有效性。

本章我们首先回顾特征函数的基础知识，包括其定义，主要性质以及与密度函数、累积量及矩条件之间的关系。然后，我们介绍适用于iid样本的实证特征函数（ECF）估计，它的基本想法是将由模型导出的特征函数（作为模型参数的函数）与由数据计算得到的实证特征函数相匹配。由于是在特征函数的离散点上进行匹配，我们还在GMM的框架下进一步阐述这一方法。在本章的最后一部分，我们的重点是介绍对弱相依平稳过程的ECF估计。我们介绍两种方法：条件特征函数（CCF）法与联合特征函数（JCF）法。这些是金融中的常用模型，但它们对模型的估计提出了更大的挑战，尤其是带潜变量的模型，如随机波动率（SV）模型。最后，以Heston（1993）随机波动率模型为例，我们阐述了基于特征函数的各种估计方法的运用。

13.1　特征函数的定义及基本性质

随机变量X的特征函数（CF）是如下定义的函数ψ（X，u），其定义域是实数[image: alt]
 ，值域是复数[image: alt]
 ：

[image: alt]


其中，u∈[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，F（·）是X的分布函数。也就是说，特征函数是eiuX
 的期望值。

假设[image: alt]
 是随机变量X的n个样本。实证特征函数（ECF）
 ψn
 （u）是特征函数对应的样本值，即：

[image: alt]


如果随机变量X具有密度函数f（x），则式（13.1）也可以写成：

[image: alt]


因此，特征函数就是密度函数f（x）的傅立叶变换。如果特征函数已知，密度函数可以通过傅立叶逆变换求得：

[image: alt]


特征函数具有以下基本性质：

性质1：任意随机变量都存在特征函数；这相对于随机变量的矩生成函数m（u）＝E［euX
 ］来说是一个优势，因为不是所有的随机变量都存在矩生成函数，如柯西分布[image: alt]
 ，x∈（-∞，+∞）。

性质2：特征函数与分布函数之间存在一一对应的关系。

性质3：如果特征函数已知，随机变量的原点矩可以通过下式求得：
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性质4：如果随机变量关于原点对称，那么其特征函数是实值的偶函数。

类似地，我们可以定义随机变量X的条件特征函数（CCF）：


[image: alt]


对于时间序列Xt
 来说，Xt＋1
 在已知Xt
 情形下的CCF可以写成：

[image: alt]


其中，f（Xt＋1
 |Xt
 ）为时间序列Xt
 的转移密度。

类似地，我们也有从CCF到转移密度的傅立叶逆变换：
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与特征函数有密切联系的另一个概念是累积量
 。在第十一章，我们介绍了累积量的概念，它是通过特征函数来定义的。首先，我们把累积量生成函数定义为特征函数取对数，即：

g（u）＝ln［ψ（u）］

然后，定义n阶累积量为：

[image: alt]


因此，由特征函数可以非常方便地导出累积量。


【例13-1】
 　金融中常用分布的特征函数。


我们给出金融中常用的三个分布，即正态分布、泊松分布和复合正态泊松分布的特征函数。

正态分布[image: alt]
 （μ，σ2
 ）的特征函数为：

ψ（u）＝exp［iuμ－[image: alt]
 σ2
 u2
 ］

到达强度为λ的泊松分布Poisson（λ）的特征函数为：

ψ（u）＝exp［λ（eiu
 －1）］

以上正态分布和泊松分布特征函数的推导作为本章最后的习题。

复合泊松分布J＝[image: alt]
 Xt
 ，其中Xt
 服从iid[image: alt]
 （μ，σ2
 ），N服从参数为λ的泊松分布Poisson（λ），称为复合正态泊松分布。根据条件期望的迭代性质和泊松分布的矩生成函数，容易导出其特征函数为：

[image: alt]


13.2　独立同分布（iid）情形的ECF估计

假设模型中需要估计的未知参数向量为θ。首先考虑比较简单的情况，即观察到的样本[image: alt]
 是iid的随机变量序列时，如何使用特征函数估计θ。我们可以将CF与ECF尽量匹配，得到参数估计量。也可以先通过特征函数导出矩条件，然后运用GMM得到参数估计量。

13.2.1　ECF估计

通过匹配CF与ECF，即选择θ，使ψn
 （u）与ψ（X，u；θ）之间的距离尽可能小，得到估计量，所以ECF估计就是求解以下最优化问题。

[image: alt]


以上最优化求解的一阶条件为：

[image: alt]


其中，w（u）称为权重函数。


Feuerverger和McDunnough（1981）证明以下函数是最优权重函数：

[image: alt]


其中，f（x；θ）是随机变量X的密度函数。使用w*
 （u）得到的估计量和MLE一样有效。但是我们现在考虑的是密度函数f（x；θ）没有解析形式的情况，因此无法得到最优权重函数w*
 （u）。实证研究中一般使用指数函数e-u2

 作为权重的选择。

以上ECF估计方案中的积分往往在离散的格点进行计算。因此，实际应用中ECF估计有两个挑战，格点选择和权重函数选择。格点选择越粗糙，ECF估计量越容易计算，但具有较低的有效性。另一方面，如果格点选择太精细，那么协方差矩阵会成为奇异矩阵，从而估计不可行。因此，在实际应用中不能选择太过精细的格点。

13.2.2　GMM估计

ECF估计也可以在GMM的框架下进行，其关键在于首先通过特征函数得到不小于参数个数的矩条件，然后选择θ，使样本矩尽可能接近0。我们令：

h（u，Xj
 ；θ）＝eiuXj

 －ψ（X，u；θ）

显然有：

E［h（u，Xj
 ；θ0
 ）］＝0，[image: alt]
 u
 ∈[image: alt]


其中，θ0
 是真实的参数值。函数h（·）的值是复数。一个复数a＋bi等于0的充要条件是它的实部a和虚部b都等于0。因此，选择p个点u1
 ，…，up
 ，得到我们需要的2p个矩条件：

[image: alt]


其中，Re［·］和Im［·］分别是一个复数的实部和虚部，h［uk
 ］≡h（uk
 ，Xj
 ；θ），k＝1，…，p。由于式（13.4）给出的矩条件有连续多个（实际上是不可数的无穷，称之为连续多个），只使用有限多个矩条件没有充分利用特征函数提供的所有信息，因此上述方法不是有效的。Carrasco和Florens（2000）提出了利用连续多个矩条件的GMM得到渐近有效估计量的方法。

13.3　平稳弱相依情形的ECF估计

在第十二章12.1节我们介绍了平稳性的概念，下面我们介绍时间序列的另一重要概念——弱相依性。从直观上来看，当h逐渐增大时，Xt
 与Xt＋h
 趋于独立，那么我们称时间序列Xt
 是弱相依
 的。弱相依的严格定义及其性质请参阅Wooldridge（1994）。

当我们观察到的样本[image: alt]
 不是iid的随机变量序列，而是平稳弱相依序列时，上一小节介绍的方法不能直接使用。这是因为特征函数不能描述相依性，所以单单拟合特征函数与实证特征函数不足以有效地估计所有的未知参数。此时要使用条件特征函数（CCF）或联合特征函数（JCF）。

13.3.1　条件特征函数方法

根据条件特征函数（CCF）的定义，

[image: alt]


显然有下式成立：

[image: alt]


其中，θ0
 为真实的参数向量。由上式，下列等式成立：

[image: alt]


Chacko和Viceira（2003）检验了随机波动率模型和带跳跃的随机波动率模型。他们先解出模型的CCF，包括可观察变量和潜变量，通过积分得到只包括可观察变量的CCF。然后在式（13.5）的基础上，按照13.2.2小节的方法获得有限多个矩条件，最后运用GMM来估计和检验模型。由于矩条件是在复数域上得到，他们把这一方法命名为复域GMM估计。


Singleton（2001）让式（13.6）对应的样本值等于0来估计模型的参数：

[image: alt]


由此得到的估计量被他命名为实证条件特征函数（ECCF）估计。
 Singleton（2001）证明最优权重函数为：

[image: alt]


选择φ*
 （Xt
 ，u）得到的估计量和ML估计一样有效，由于不知道转移密度函数，因此在实际操作中不可行。Singleton（2001）提出以下方法来近似计算积分式（13.8）：

[image: alt]


通过引入一些记号，我们可以简化以上表达式，记：

[image: alt]


它是一个2p×1向量。记：

φpt
 ＝（Re［φ（Xt
 ，τ）］，…，Re［φ（Xt
 ，pτ）］，-Im［φ（Xt
 ，τ）］，…，-Im［φ（Xt
 ，pτ）］）

它是一个Q×2p向量，其中Q是估计参数向量的维度。我们可以把式（13.9）简写成：

[image: alt]


对任意p≥1，由式（13.10）得到的参数估计量都是相合的。并且Singleton（2001）显示，当q→∞，τ→0，并且权重函数ψ（·）为他给出的一个可计算的最优权重函数[image: alt]
 时，即：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


这一估计量还是渐近有效的，即达到克拉美―劳下界。由于[image: alt]
 和[image: alt]
 是CCFψ（·）的函数，而ψ（·）具有解析形式，所以[image: alt]
 和[image: alt]
 也容易得到解析表达式，因此[image: alt]
 在应用中容易计算。这避免了普通GMM估计中需要首先估计最优权重矩阵的步骤。

Carrasco、Chernov、Florens和Ghysels（2007）通过式（13.7），选择φ（Xt
 ，u）＝eiuXt

 ，构造了一个使用连续矩条件的GMM，可以得到渐近有效的估计量。

13.3.2　联合特征函数方法

随机向量X＝（X1
 ，…，Xp
 ）┬
 的特征函数称为联合特征函数（JCF），其定义与随机变量的特征函数类似：

ψ（u）≡E［eiu┬X
 ］

其中，u∈[image: alt]
 p
 。ψ（u）的定义域是[image: alt]
 p
 ，值域仍然是[image: alt]
 。

我们按照以下方法将样本[image: alt]
 分成数据段：前p＋1个数据（X1
 ，…，Xp＋1
 ）┬
 成为首段，记为列向量y1
 ，往前移一位，得到第二个数据段y2
 ＝（X2
 ，…，Xp＋2
 ）┬
 ，以此类推，直到最后一个数据XT
 分段完毕，共得到T－p个数据段{yj
 ，j＝1，…，T－p}，其中yj
 ＝（Xj
 ，…，Xp＋j
 ）┬
 。

相对应的联合实证特征函数（JECF）定义为：

[image: alt]


匹配JECF与JCF，得到参数θ的估计量：

[image: alt]


以上最优化问题的一阶条件是：

∫…∫（ψ（u；θ）－ψT
 （u））φ（u）du＝0

其中，φ（u）称为权重函数。


因此，JCF方法首先要考虑如何选择p，即样本数据分段的长度。它是由随机过程Xt
 的自相关性决定的。对于马尔可夫过程，由于Xt＋1
 的分布由前一期的Xt
 完全决定，因此p＝2。对于非马尔可夫的其他随机过程，p的选择取决于真实过程的自相关性。

给定p，接下来要选择一个权重函数φ（u），使估计量尽可能有效。Feuerverger（1990）证明，选择：

[image: alt]


可以得到与极大似然估计渐近相等的估计量。但这一方法在实际操作中是不可行的，因为我们不知道转移密度函数的形式，所以也无从得到φ*
 （u）。

Jiang和Knight（2002）导出了资产收益率的JCF，在此基础上运用GMM和JCF两种方法估计了模型的参数。在JCF估计中，他们分别选择p＝1，…，5，权重函数多元正态分布的密度函数：

[image: alt]


并选择σn
 以获得尽可能有效的估计。

另外，Jiang和Knight（2010）使用Edgeworth展开马尔可夫过程的对数转移密度以获得最优权重函数的一个近似表达式，从而获得相合估计量。此近似表达式由累积量组成，因此对某些累积量容易计算的分布来说，这种方法比较简便。

13.3.3　带潜变量模型的估计

在金融学中，资产收益率模型经常包含潜变量，又称为不可观测变量。例如，在随机波动率模型中，资产收益率的随机波动率就是不可直接观测的。因此，模型的估计必须处理不可观测的潜变量，常用的方法有使用潜变量的近似变量，或者在似然函数中积分去掉潜变量等。由于似然函数中的高维积分通常难以简化成一维（或低维）积分，数值积分往往需要将连续时间模型离散化后模拟样本路径，因此需要很大的计算量。

下面我们以Heston随机波动率模型为例，来阐述处理潜变量的各种方法。Heston随机波动率模型假设股票价格St
 服从：

[image: alt]


其中，Vt
 表示瞬时波动率，是一个潜变量。由于潜变量Vt
 的存在，这类模型的估计是个难题。记对数价格为lnSt
 。在第十章，我们导出了对数收益率ΔlnSt＋τ
 ＝lnSt＋τ
 －lnSt
 的CCF，

[image: alt]


其中，C（u，τ）和D（u，τ）的表达式见第十章10.2.1节。ψ（ΔlnSt＋τ
 ，u，τ；lnSt
 ，Vt
 ）与股价无关，只依赖Vt
 和参数向量θ＝（μ，β，α，σ）┬
 ，因此我们把它记成ψ（ΔlnSt＋τ
 ，u；Vt
 ；θ）。由于CCF中存在潜变量Vt
 ，因此不能直接运用前面介绍的CCF估计方法。以下介绍两种基于CCF的处理方法，Singleton（2001）提出的SMM-ECF法和Jiang和Knight（2002）提出的GMM和联合特征函数（JCF）法。

Singleton（2001）的SMM-ECF法

Singleton（2001）提出的方法是通过蒙特卡罗积分将CCF中的潜变量积掉后获得参数估计量。此方法借用了Duffie和Singleton（1993）提出的模拟矩方法（SMM）。SMM方法的主要思想是通过模拟的方法得到模型的矩条件，然后将它们与样本矩匹配，从而得到参数估计量。模拟资产价格模型路径的蒙特卡罗方法可参阅Boyle，Broadie和Glasserman（1997）。

记[image: alt]
 ＝{Xt
 ，Xt－1
 ，…，Xt－l
 }表示Xt
 之前l期（包括Xt
 ）的历史信息，类似地定义[image: alt]
 。根据条件期望的迭代性质，我们有：

[image: alt]


以上第二个等式由（Xt
 ，Vt
 ）┬
 的马尔可夫性质而得。根据条件期望的性质，我们有如下等式成立：

[image: alt]


其中，h（[image: alt]
 ）称为“工具函数”。
 上式左边用样本矩：

[image: alt]


代替，其中只包含可观测的变量Xt
 。上式右边包含潜变量Vt
 ，可通过以下蒙特卡罗模拟来计算期望值。具体来说，模拟一条长度为T的Heston随机波动率模型路径，记为[image: alt]
 ，然后用：

[image: alt]


代替式（13.12）右边的期望值。最后，基于这两个替代项的差：

[image: alt]


通过选择不同的u和工具函数h（·），最小化Duffie和Singleton（1993）设计的SMM准则函数，就可以得到一个参数估计量，Singleton（2001）称之为SMM-ECF估计量。


Jiang-Knight（2002）的GMM和联合特征函数（JCF）法

Jiang和Knight（2002）导出了股票对数收益率Δst＋1
 ≡lnSt＋1
 －lnSt
 的联合特征函数（JCF）的解析形式，在此基础上运用GMM和JCF两种方法估计了模型的参数。

根据Jiang和Knight（2002），Δs1
 ，…，Δsp＋1
 的JCF，

ψ（u1
 ，…，up＋1
 ；Δs1
 ，…，Δsp＋1
 ）＝[image: alt]


其解析形式为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


由JCF可以很容易地获得各阶矩条件和交叉矩条件，计算公式为：

[image: alt]


Jiang和Knight（2002）使用了收益率的前4阶矩和收益率平方的前5阶自相关系数作为GMM估计的矩条件。

在JCF估计中，他们分别选择p＝1，…，5，权重函数为多元正态分布的密度函数：

[image: alt]


并选择σn
 以获得尽可能有效的估计。

潜变量模型的其他估计方法还有极大似然估计，如Bates（2006）提出的潜变量仿射模型的极大似然估计。

本章回顾

主要概念

特征函数（CF）　条件特征函数（CCF）　傅立叶变换　傅立叶逆变换　累积量　矩条件　实证特征函数（ECF）估计法　条件特征函数（CCF）估计法　联合特征函数（JCF）估计法　潜变量

主要结果

1．有时连续时间模型尽管不存在解析形式的转移密度函数，但是有可能存在解析形式的特征函数。

2．因为特征函数与转移密度函数包含相同的信息，所以基于特征函数的估计在理论上可以达到和MLE同样的有效性。

3．对于iid样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的ECF估计，

[image: alt]
 （ψn
 u－ψ（u；θ））w（u）du＝0

以下函数是最优权重函数：

[image: alt]


其中，f（x；θ）是随机变量X的密度函数。

4．对于弱相依时间序列[image: alt]
 的CCF估计，

[image: alt]


最优权重函数为：

[image: alt]


5．ECF估计法在实际应用中涉及两个挑战，即离散格点的选择和最优权重矩阵的选择。

6．Singleton（2001）估计潜变量模型的SMM-CCF法的基本思想是通过蒙特卡罗将CCF中的潜变量通过积分去掉后获得参数估计量。

7．Jiang和Knight（2002）显示，求出潜变量模型中资产收益率的联合特征函数后，可以使用GMM和JCF两种方法估计模型参数。

习题

1．（a）给定以下正态分布密度函数，请导出此分布的均值、方差、偏度和峰度。

[image: alt]


（b）请推导正态分布具有以下特征函数，利用特征函数与矩条件之间的关系导出均值、方差、偏度和峰度。

[image: alt]


2．（a）给定以下泊松分布的概率函数，请导出此分布的均值、方差、偏度和峰度。

[image: alt]


（b）请推导泊松分布具有以下特征函数，利用特征函数与矩条件之间的关系导出均值、方差、偏度和峰度。

ψ（u）＝exp［λ（eiu
 －1）］

3．给定如下Merton跳跃―扩散过程的特征函数，

[image: alt]


（a）利用特征函数与矩条件之间的关系导出均值、方差、偏度和峰度。

（b）请讨论偏度和峰度与哪些参数有关，这些参数起到什么样的作用。

4．给定如下短期利率的CIR模型：

drt
 ＝κ（α－rt
 ）dt＋σ[image: alt]
 dWt


及其条件特征函数：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


请解释如何应用本章介绍的ECF法来估计CIR模型。

5．给定如下Heston随机波动率模型：

[image: alt]


及给定Vt
 条件下收益率ΔlnSt＋τ
 ≡lnSt＋τ
 －lnSt
 的特征函数：

ψ（ΔlnSt＋τ
 ，u；Vt
 ）＝exp［C（u，τ）＋D（u，τ）Vt
 ］

其中，

[image: alt]


在以上条件特征函数中，瞬时收益率方差Vt
 不可直接观察得到。因此本章介绍的ECF法不能直接用来估计此随机波动率模型。请讨论本章介绍的处理这一问题的几种方法。





第十四章　高频数据分析





资产收益率的波动率一般认为是随机的，波动率的估计在金融计量文献中是一个热门课题，受到广泛的关注。识别或估计随机波动率的难点在于波动率是一个潜藏变量，即它是不能通过直接观察得到的。以往的文献大多依赖各种模型来估计资产收益率的波动率。这些模型包括（广义）自回归条件异方差（或简称（G）ARCH族模型）、随机波动率（SV）模型和金融业界经常使用的指数加权（EWMA）方法，等等。遗憾的是，这些模型大多不能生成合意的波动率估计，并且它们往往不能令人满意地描述市场上观察到的金融时间序列的某些典型特征。随着越来越多的高频金融数据的出现，并鉴于Andersen和Bollerslev（1998），Andersen、Bollerslev、Diebold和Labys（2001），Andersen、Bollerslev、Diebold和Labys（2003）和Barndorff-Nielsen和Shephard（2004）等的工作，已实现方差（RV）研究已经在理论和实践上取得了重大进展。这些文献的重点集中在为资产收益率构造不依赖模型的累积方差度量。本章的阐述将显示，高频数据的一个优势是，RV的计算非常简单直观，它就是细分区间收益率的平方和。更为重要的是，RV是二次变差（QV）的近似值，并且在一定条件下，它是累积方差的相合估计。

高频数据的另一优势是，尽管数据是在离散时间观察得到的，但是可以用高频数据来检验价格过程是否存在跳跃。研究者认为，价格的不连续变动（或称“跳跃”）是金融资产价格的重要成分。相对小幅度的资产价格变化或通常所说的扩散过程，跳跃对衍生产品定价、风险度量与风险管理、资产配置等具有显著不同的含义。因此，识别资产价格的跳跃具有重要意义。最近的文献提出了很多基于高频数据的跳跃检验方法。它们包括，Barndorff-Nielsen和Shephard（2006）的双幂变差检验；Lee和Mykland（2008）基于双幂变差提出的一种非参数滚动检验，并以此识别跳跃发生的时间；Jiang和Oomen（2008）基于“方差互换”的跳跃检验；以及AÏt-Sahalia和Jacod（2009）基于幂变差提出的一系列跳跃检验。

当然，高频数据的使用也会面临一些问题。市场微观结构噪声使利用高频数据计算RV和检验跳跃的问题变得复杂。最近，有不少文献开始关注市场微观结构因素对RV的影响，如AÏt-Sahalia、Mykland和Zhang（2005），Zhang、Mykland和Ait-Sahalia（2005），Bandi和Russell（2006）等。同样，高频数据中的市场微观结构噪声对跳跃的检验也会有显著影响。Jiang和Oomen（2008）考察了市场微观结构噪声对跳跃检验的影响并正式提出了修正市场微观结构噪声后的跳跃检验。

本章将介绍现有文献对以上问题的研究。第一部分我们介绍QV和RV的概念，然后是更一般的幂变差的概念。这里我们重点介绍基于高频数据的RV度量。第二部分我们将介绍基于高频数据的各种跳跃检验。我们还将讨论市场微观结构噪声对RV估计和跳跃检验的影响，以及应该如何作出相应调整。

14.1　二次变差与已实现方差

资产价格的波动程度（或称“变动程度”、“不确定性”等）是描述资产收益率性质的重要变量，它在资产定价、资产最优配置、期权定价、风险管理等理论与实践中起着至关重要的作用。我们首先定义二次变差（QV），然后再介绍与之相对应的已实现方差（RV）。RV是度量资产价格波动程度的最常用指标，是QV的样本形式，也是QV的一个相合估计。

记St
 为某资产在时刻t∈［0，T］的价格。我们考虑的对数价格Xt
 ＝lnSt
 跳跃―扩散过程，

[image: alt]


其中，μt
 称为瞬时漂移项，σt
 称为没有跳跃发生时的瞬时波动率，Wt
 是一个标准布朗运动，Nt
 是一个到达强度有限的泊松过程，Jt
 是一个随机变量，称为资产收益率的跳跃幅度。值得指出的是，我们并没有对上述漂移项、随机波动率以及跳跃成分设定具体的函数形式。另外，上述随机过程是无套利条件下资产价格过程的一般形式
〔2〕

 。

我们首先引入二次变差的定义。设Π＝{t0
 ，t1
 ，…，tn
 }是时段［0，T］的一个分割，记：

‖Π‖＝max{|ti
 －ti－1
 |，i＝1，…，n}

是整个分割中最大的小区间长度。截至时间T，Xt
 的二次变差（QV）
 定义为：

[image: alt]


以上极限的意义是几乎必然（a.s.）收敛，即在除一个零测集外的所有ω上收敛。概率论中各种形式的收敛请参阅Williams（1991）。为简化记号，我们把二次变差［X，X］T
 记作［X］T
 。在Wt
 与Nt
 不相关的假设条件下，半鞅Xt
 的二次变差可以分解成以下两部分：
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我们把［XC
 ］T
 和［XJ
 ］T
 分别称为由Xt
 的连续路径部分μt
 dt＋σt
 dWt
 和跳跃部分JdNt
 贡献的二次变差。因为漂移项的级数是dt，而扩散项的级数是[image: alt]
 （参阅本书第十章，所以在Xt
 的二次变差中，漂移项μt
 dt部分的贡献可以忽略不计。

为符号简单计，在本章以下的论述中我们把［0，T］分割成M个相等的小区间，每个小区间的长度为δ≡T/M，如图14-1所示。
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图14-1　相等小区间的分割

我们记：
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如前定义，Xiδ
 ＝lnSiδ
 ，所以ri
 表示从（i－1）δ时刻到iδ时刻资产的对数收益率。我们把［XM
 ］T
 定义为已实现方差（RV），
 记为：

RV＝［XM
 ］T


它的平方根[image: alt]
 定义为已实现波动率。
 根据二次变差的定义，我们有：
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几乎必然收敛可以推出依概率收敛（Williams（1991）），因此，RV是QV的一个相合估计。我们看到，RV是一个不依赖于具体模型的指标，这一性质在金融的实际应用中特别重要。

使用收益率之平方和来估计方差在金融文献中并非新的思想，Merton（1980）即指出，固定时间段收益率的方差可以由收益率之平方和来估计。只要数据的抽样频率足够高，这一估计量可以任意地精确。

以下我们以随机波动率（SV）扩散模型为例，阐述RV的大样本性质：相合性与渐近正态性。我们考虑的SV扩散模型为：
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其中，漂移项μt
 和扩散项σt
 可以是随机的。不失一般性，我们令T＝1。回顾前面的定义，RV是收益率平方和，即[image: alt]
 。式（14.3）可以等价地写成：
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根据扩散过程的性质，单位时间收益率r［0，1］的方差等于：
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它在金融文献中称为累积方差（IV）。
 比较式（14.2），对于路径连续的扩散过程，IV等于QV。

Andersen、Bollerslev、Diebold和Labys（2003）证明，如果不存在市场微观结构噪声，RV是IV的相合估计，即：
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Barndorff-Nielsen和Shephard（2002）导出了RV的渐近分布：
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其中，[image: alt]
 ，称为累积四次方差（IQ）
 。Bandi和Russell（2008）给出了以上结论的一个简单证明。式（14.4）中的IQ是未知的，一般用它的相合估计替代以作统计推断。Barndorff-Nielsen和Shephard（2002）证明，如果不存在市场微观结构噪声，IQ的一个相合估计是：
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它称为已实现四次方差（RQ）。
 Barndorff-Nielsen和Shephard（2002）还证明：
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Barndorff-Nielsen和Shephard（2001）的研究表明，式（14.5）中统计量的有限样本性质不是很好，他们提出以下统计量进行修正：
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下面我们用一个蒙特卡罗模拟试验来展示不同抽样频率的RV与IV的关系。我们的试验对象是以下SV模型，其中对数波动率lnVt
 服从一个OU过程：
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我们代入模型的参数值为：μ＝0.0314，κ＝0.0136，α＝-0.8382，σ＝0.1145，ρ＝-0.5755，它们取自Andersen、Benzoni和Lund（2002）对S&P500股票指数的估计值。

我们模拟100天、每天6.5个小时交易时间的1分钟资产收益率与波动率数据。模拟步骤如下：

第一步：用Euler法将模型离散化，
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其中，Z1t
 ，Z2t
 ～[image: alt]
 （0，1），Corr（Z1t
 ，Z2t
 ）＝ρ。令Δt＝1/（6.5×60），设定对数波动率的初始值等于其稳态值，即lnV0
 ＝α。

第二步：利用计算机生成两个100×6.5×60＝39000维的标准正态分布序列，记为e1，e2。记：

[image: alt]


得到两个相关系数等于ρ的标准正态分布序列。

第三步：将初始值、参数值、Δt和随机生成的Z2代入递归式（14.7），得到一个39001维的对数波动率模拟值向量，包括初始值。去掉最后一个数据得到一个39000维的对数波动率模拟值向量，其指数函数值便是波动率的模拟值。将此波动率模拟值向量、参数值、Δt和随机生成的Z1代入递归式（14.6），得到一个39000维的对数收益率模拟值向量。

第四步：基于以上39000维波动率模拟值向量计算波动率每天的QV，即每天6.5×60个波动率之和乘以Δt；由39000维的1分钟收益率模拟值向量首先得到基于30分钟、15分钟和5分钟收益率，然后再根据这些频率的收益率分别计算RV，即收益率之平方和；共计得到4条100天的时间序列，最后把它们在图上画出来。

图14-2是我们模拟试验的结果。从图14-2中可以看出，随着抽样频率的增大，RV与QV越来越吻合，这形象地展示了RV是QV的相合估计。
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图14-2　SV模型的QV与不同抽样频率的RV

14.2　已实现幂变差、双幂变差与多幂变差

上一节我们讨论了QV和RV。在对资产收益率性质的研究中，一些高幂变差也很重要。如上一节所述，［XM
 ］T
 同时估计了Xt
 的连续部分和跳跃部分贡献的变动，但有时候需要指标能分解连续部分与跳跃部分贡献的变动，尤其是在资产价格跳跃的检验中非常重要。因此，有必要对以上介绍的二次变差和已实现方差概念进行推广。

首先，我们定义幂变差：对应上一节QV的定义，Xt
 的幂变差（PV）定义为：
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其次，我们定义两个记号：
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与式（14.2）类似，我们把A（p）T
 和B（p）T
 分别看成由连续部分贡献的幂变差和跳跃部分贡献的幂变差。

为展开接下来的讨论，我们首先介绍标准正态分布的各阶绝对值矩。假设随机变量U服从标准正态分布，即：

U～[image: alt]
 （0，1）

对于任意的r∈（0，∞），我们有：
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mr
 是标准正态分布的r阶绝对值矩，在接下来推导各种变差指标的渐近性质时有用。


已实现幂变差
 （记为PVM
 ）定义为：
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当p＝2时，PVM
 就是RV，因此PVM
 是RV的推广。

对于PVM
 ，当M→∞时，有以下渐近性质，证明参见AÏt-Sahalia和Jacod（2009）及文中给出的参考文献：

性质1：[image: alt]


性质2：[image: alt]
 ，即RV的相合性：[image: alt]


性质3：[image: alt]
 其中mp
 是标准正态分布的p阶绝对值矩

性质4：[image: alt]


如何直观地理解上面的几个渐近性质呢？Xt
 的变动可以分为两部分：连续部分的贡献和跳跃部分的贡献。连续部分的贡献幅度小，但是数目众多，可以说是每时每刻都在积累；跳跃部分的贡献幅度大，但只在发生跳跃的时候才有，数目远不及连续部分的贡献。到底哪一部分占优势呢？这需要看数字p的大小，数字p起到放大或缩小变动幅度的作用。当p＝2时，双方谁也不占优势，都能体现各自的作用，因此我们有：
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当p＞2时，幅度大的跳跃变动扩大的程度超过了幅度小的连续部分的变动，因此，大幅跳跃变动占优势，以至于：
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当p＜2时，数目多的连续变动占优势，因此有：
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此外，性质4告诉我们，当Xt
 路径连续时，对于任意p＞0都有以上结论成立。

以下我们进一步推广幂变差的概念至双幂变差。


已实现双幂变差
 （记为BPVM
 ，或[image: alt]
 ）定义为：
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这一概念首先由Barndorff-Nielsen和Shephard（2004）提出，并证明了其具有如下良好的渐近性质（M→∞）：
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特别地，当p＝q＝1时，我们有：
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也就是说，不论Xt
 的路径是否连续，[image: alt]
 都是A（2）T
 的相合估计。结合PVM
 的渐近性质2，我们可以分别得到Xt
 连续部分和跳跃部分贡献的QV的相合估计，即：

[image: alt]


但只使用RV却不能够如此分解。换句话说，通过BPVM
 ，RV可以分解成两部分：[image: alt]
 反映了连续路径部分产生的方差，RV与[image: alt]
 之差反应了跳跃部分产生的方差。

在实际应用中，为保证方差的非负性，跳跃部分方差的估计通常使用
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双幂变差的概念还可以进一步推广至多幂变差。


已实现多幂变差
 （记为MPVM
 ，或[image: alt]
 ）定义为：
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它是已实现双幂变差进一步的推广，具有相似的渐近性质，证明参见Woerner（2006）：
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令p1
 ＝…＝pm
 ＝1，并分别令m＝4，6，就可以分别得到A（4）T
 和A（6）T
 的相合估计量：

[image: alt]


以上介绍的这些高阶变差能够进一步反映数据的统计性质。上一节阐述SV扩散模型中RV的渐近正态性时，我们已经看到IQ和RQ的作用，高阶变差在后面导出跳跃检验统计量的渐近性质中也非常有用。

14.3　市场微观结构噪声的影响

前文提及，高频数据产生的一个潜在问题是市场微观结构噪声的影响。有关市场微观结构理论，请参考O'Hara（1995）。市场微观结构噪声由以下几个因素导致：第一，股票的报价是最小单位的整数倍，因此股票价格是离散的。例如，在以1美分为最小报价单位之前，NYSE股票报价的最小单位是1/8美元。我国上海证券交易所与深圳证券交易所股票报价的最小单位是人民币1分。第二，由于买卖价差，成交价在买价与卖价水平之间跳动，导致高频收益率负的自相关性。第三，交易或订单不平衡对股票价格产生短暂的影响。因此，成交价或报价不时偏离其真实价值。总而言之，我们观察到的股价和收益率中存在噪声干扰。一般来说，计算收益率的观察频率越高，市场微观结构噪声就越明显。从下面的讨论我们将看到，这些噪声对计算RV有很大的影响。

不失一般性，令T＝1，表示一个交易日。由于市场微观结构噪声的影响，我们观察到的市场价格[image: alt]
 t
 是包括噪声的。对数价格[image: alt]
 t
 ≡ln[image: alt]
 t
 可以分解成两个组成部分：

[image: alt]


上式中，Xiδ
 是不存在市场微观结构噪声时的对数价格，称为有效对数价格
 ，另一部分ηiδ
 是市场微观结构带来的影响，称为市场微观结构噪声。我们这里假设ηiδ
 是均值为0、方差有限的随机变量，并且Xiδ
 与ηiδ
 相互独立。另外，我们还假设有效对数价格Xt
 服从如下路径连续的随机波动率过程：

dXt
 ＝μt
 dt＋σt
 dWt


我们有QV或[image: alt]
 。前文提及，漂移项加入与否不影响我们的结论。我们把式（14.12）写成对数收益率的形式：
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其中，∈i
 ＝ηiδ
 －η（i－1）δ
 。

有效对数价格Xt
 和市场微观结构噪声ηt
 的变动程度，即［X］1
 与Var［ηiδ
 ］，都是我们感兴趣的统计量。前者对于资产定价和风险管理的理论与实践至关重要。后者能反映市场的微观结构特征与市场参与者的行为，在微观层次上揭示金融市场的运作机制。因此，对它们的分解非常重要。

本章第一节的内容告诉我们，已实现方差［XM
 ］1
 是［X］1
 的相合估计。可是我们没有办法观察到有效的市场价格Xiδ
 ，观察到的是受市场微观结构噪声影响的[image: alt]
 iδ
 ，此时［[image: alt]
 M
 ］1
 不再是［X］1
 的相合估计。以下我们分两种情况进行讨论：首先是市场微观结构噪声ηiδ
 （i＝1，…，M）是独立同分布（iid）的随机变量序列，然后放松这一假设，即ηiδ
 （i＝1，…，M）是相关的随机变量序列。我们重点阐述的是第一种情况，即独立同分布的市场微观结构噪声ηiδ
 。

14.3.1　iid的噪声结构

在这里我们假设ηiδ
 满足以下三个条件：

（a）ηiδ
 是均值为0的iid随机变量序列；

（b）ηiδ
 与Xiδ
 相互独立；

（c）∈i
 ＝ηiδ
 －η（i－1）δ
 的方差有限。

在以上假设条件下，我们有：
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以上结果告诉我们，基于超高频数据计算的RV实际上只能刻画市场微观结构噪声。这是因为，当观察的时间间隔越来越短时，市场微观结构因素产生的波动主导了整个价格的波动。AÏt-Sahalia、Mykland和Zhang（2005），Bandi和Russell（2006）都证明了类似的结果。

那么如何估计我们感兴趣的重要指标［X］1
 呢？首先考虑的方法是选择一个最优的抽样频率来估计［X］1
 。直观上来看，抽样频率太高，市场微观结构噪声会占主导，太低则会丧失估计量的有效性。

最优抽样频率

Bandi和Russell（2006）构造的估计量是通过选择一个抽样频率M，使均方误差（MSE）最小。所谓的MSE即是下式表示的值：
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其中，
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忽略o（1）项，求最小值的一阶条件为：

[image: alt]


整理得：

2M3
 α＋M2
 β－A（4）＝0

上述α，β和A（4）是不知道的，所以也就无从求解使MSE最小的M。这里运用一个惯用的技巧，用相合估计量代替未知量来求解一阶条件，这样得到的M就是最优抽样频率，记为M*
 ，即：

[image: alt]


怎样获得α，β和A（4）的相合估计量呢？假设我们观察获得n天交易的高频数据，最高频数的收益率记为[image: alt]
 i，j
 ，其中j＝1，…，n表示第j个交易日，i的含义不变。Bandi和Russell（2006）使用以下相合估计量来获得最优抽样频率M*
 ：

[image: alt]


Zhang、Mykland和AÏt-Sahalia（2005）也获得了以上类似的最优抽样频率M*
 。

上述方法先确定最优抽样频率M*
 再估计有效价格Xt
 的二次变差，放弃了大量数据，没有充分利用所有数据提供的信息。比如说，假设我们观察到某只股票每秒的价格数据，那么一个交易日共计得到6.5×60×60＝23400个股价观测值。如果最优抽样频率是M*
 ＝78，即每5分钟抽样1次，那么我们只利用了78个观测值。也就是说，每300个观察值只保留1个，抛弃了其余的299个。我们没有理由认为保留的1个价格在统计意义上要优于抛弃的其他299个价格观测值，因此大量有用的信息未能有效利用。从统计学的观点来看，这不是一个很好的处理方法。现有文献的改进方法有两种：参数方法和非参数方法。参数方法通过假设ηiδ
 的分布形式，利用MLE来估计波动率。在扩散项σt
 等于一个常数的条件下，AÏt-Sahalia、Mykland和Zhang（2005）假设噪声ηiδ
 服从正态分布，从而可以充分利用所有的数据，通过极大似然估计得到波动率的相合估计。下面我们重点阐述Zhang、Mykland和AÏt-Sahalia（2005）提出的非参数方法。

相合估计量

Zhang、Mykland和AÏt-Sahalia（2005）首先基于两个不同的时间频度分别构造［X］T
 和Var［ηiδ
 ］的估计量，然后在这两个估计量的基础上构造一个［X］T
 的相合估计量，称为双时间频度之已实现波动率（TSRV）估计量。
 他们的方法充分利用了所有的数据，从而没有信息损失，另一优势是这一方法是非参数的，不依赖于具体的市场微观结构噪声的分布。TSRV是在市场微观结构噪声环境中有效资产价格IV的一个相合估计量。

Zhang、Mykland和AÏt-Sahalia（2005）证明，当存在市场微观结构噪声ηiδ
 时，

[image: alt]


其中，E［·］表示期望值，[image: alt]
 表示利用所有观测数据计算的RV，Z～[image: alt]
 （0，1），记号[image: alt]
 表示乘以一个适当的因子后依分布收敛。上式中我们看到，由噪声带来偏差的级数是O（M），而累积方差的级数是O（1），因此当M→∞时，偏差项占主导地位。

TSRV估计量的构造分以下三个步骤：

第一步，划分子区间，获得偏差较小的［X］T
 估计量。

取一个适当的整数K，将整个样本{0，δ，2δ，…，Mδ}划分成K个滚动的子样本G（k）
 ，k＝1，…，K，其中K满足当M→∞时，M/K→∞。例如，当G（1）
 是从第一个观测值开始，每隔5分钟取1个样本形成的子样本时，那么G（2）
 就是从第二个观测值开始，每隔5分钟取1个样本形成的子样本，以此类推得到其他子样本。由这些子样本，我们可以得到K个带噪声价格的RV，记为[image: alt]
 （k＝1，…，K）。由于抽样的时间间隔变长，它们是比[image: alt]
 偏差更小的［X］T
 估计量。

第二步，平均估计量。

将以上得到的K个估计量平均，得到一个新的估计量：

[image: alt]


这一估计量用到几乎所有的观测值数据，并且比[image: alt]
 具有较小的偏差。平均的好处是获得方差更小的估计量。Zhang、Mykland和AÏt-Sahalia（2005）证明，平均估计量[image: alt]
 具有以下渐近分布：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ＝M/K。尽管[image: alt]
 是比[image: alt]
 更好的估计量，但它仍然存在偏差2[image: alt]
 E［η2
 ］。另一方面，由于[image: alt]
 可以用来构造E［η2
 ］的相合估计：

[image: alt]


因此，[image: alt]
 的偏差可以用[image: alt]
 相合地估计。这一估计量可以用来调整偏差，从而得到［X］T
 的相合估计TSRV。

第三步，调整偏差得到相合估计TSRV。

调整偏差得到［X］T
 的相合估计TSRV：

[image: alt]


它具有以下的渐近分布：

[image: alt]


Zhang、Mykland和AÏt-Sahalia（2005）还证明了子样本系数K和常数c的最优选择分别为：

[image: alt]


并给出了c*
 的一个相合估计。

最后，Zhang、Mykland和AÏt-Sahalia（2005）还给出了[image: alt]
 的一个有限样本修正：

[image: alt]


14.3.2　相关的噪声结构

在这里我们假设ηiδ
 满足以下三个条件：

（a）ηiδ
 是均值为0、平稳、强混合随机过程，混合系数以指数速率衰减；强混合过程的定义及其性质请参见Hall和Heyde（1980）；此外，存在κ＞0，使得E［η4＋κ
 ］＜0。

（b）ηiδ
 与Xiδ
 相互独立。

（c）∈i
 ＝ηiδ
 －η（i－1）δ
 的方差有限。

AÏt-Sahalia、Mykland和Zhang（2011）将TSRV估计量推广到相关噪声结构的情况。这一统计量的构造步骤如下：首先定义基于间隔j个观察值抽样，从第r个观测值开始的子样本RV：

[image: alt]


然后，计算滞后j项RV平均值：

[image: alt]


最后，得到推广的TSRV估计量为：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 K
 ＝M－K＋1，[image: alt]
 J
 的定义与[image: alt]
 K
 类似。这一估计量是有效资产价格IV的相合估计。我们上一小节介绍的iid噪声结构下TSRV估计量是当J＝1，M→∞，K→∞的特殊情况。


评注14.1　
 已实现方差（RV）的理论本身已经比较成熟，在实践中，RV是一个不依赖任何模型的方差度量。但是高幂变差在金融中的应用有待进一步探索，特别是高频金融数据中对市场微观结构噪声的处理仍旧是一个挑战。


14.4　跳跃检验

回顾式（14.1），我们考虑的模型是对数价格Xt
 是一个跳跃—扩散过程：

dXt
 ＝μt
 dt＋σt
 dWt
 ＋Jt
 dNt


跳跃―扩散过程的路径分为两部分：连续部分μt
 dt＋σt
 dWt
 ，它是一个带漂移项的扩散过程，路径连续但处处不可导；跳跃部分Jt
 dNt
 是一复合泊松过程，它的路径右连续并且左极限存在（简称右连左极
 ，请参阅本书第九章9.6节的定义）。鉴于资产价格的跳跃对衍生产品定价、风险度量与风险管理、资产配置与组合管理等理论与实践的重要含义，资产价格跳跃的检验非常重要。

为检验Xt
 的路径是否存在跳跃，我们需要构造一些统计指标，关键在于它们在Xt
 的路径连续时的表现要和存在跳跃时有所不同。然后在此基础上构造统计量，以便作出统计推断。

不失一般性，我们令T＝1。回顾前面的定义，并且为简化记号，我们记：

（1）已实现方差：RVM
 ≡［XM
 ］1
 ；

（2）标准化已实现双幂变差：[image: alt]
 ；

（3）连续部分贡献的变差：A（p）≡A（p）1
 ；

（4）跳跃部分贡献的变差：B（p）≡B（p）1
 。

那么有：

[image: alt]


以下介绍三种常用的跳跃检验方法：双幂变差检验、幂变差检验和方差互换检验。

14.4.1　双幂变差检验

由式（14.9），[image: alt]
 的渐近性质在Xt
 连续时的表现与存在跳跃时的表现有所不同，即：

[image: alt]


因此，可以利用它来检验跳跃。Barndorff-Nielsen和Shephard（2004）观察到这一点，其后Barndorff-Nielsen和Shephard（2006）正式构造了如下三个统计量来检验Xt
 的路径是否存在跳跃，零假设是Xt
 的路径连续或不存在跳跃：

（1）差检验：

[image: alt]


其中，常数c＝π2
 /4＋π－5。

（2）对数检验：

[image: alt]


（3）比率检验：

[image: alt]


在严格意义上，上述检验是不可行的，因为我们不知道A（2）和A（4）。要得到可行的检验只需要一个简单的技巧，把A（2）和A（4）分别用它们的相合估计代替即可，式（14.8）和式（14.10）分别给出它们各自的一个相合估计：

[image: alt]


Lee和Mykland（2008）基于已实现双幂变差（BPVM
 ）构造了一个新的跳跃检验。这一检验基于以下观察。假设资产价格在某一时刻iδ发生了跳跃，可以想象此时资产收益率的绝对值要比连续路径时高得多。不过要注意的是，如果iδ时刻波动率很高，高资产收益率在路径连续时也有可能出现。为区分这两种情况，Lee和Mykland（2008）将收益率用连续路径部分的瞬时波动率σiδ
 将收益率标准化，即采用收益率riδ
 与σiδ
 的比率来构造检验跳跃的统计量。σiδ
 是不可观测的，需要用它的相合估计量来代替。本章第2节我们看到，波动率的常用估计量RV在跳跃存在时不是相合估计量，但另一个方差的估计量BPVM
 对跳跃是稳健的，即便在跳跃存在时也是连续路径部分IV的相合估计。因此，可以使用BPVM
 来估计σiδ
 。Lee和Mykland（2008）采用一个长度等于K的估计窗口以消除跳跃对波动率估计的影响，他们推荐的最优窗口长度为7、16、78、110、156和270分别对应1周、1天、1小时、30分钟、15分钟和5分钟数据。最后，标准化的收益率统计量为：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


Lee和Mykland（2008）证明，在（（i－1）δ，iδ］不存在跳跃的零假设条件下，[image: alt]
 （i）渐近服从正态分布。当（（i－1）δ，iδ］存在跳跃，且δ→0时，[image: alt]
 （i）→∞。因此，如果[image: alt]
 （i）的值比较大，便可以拒绝没有跳跃的零假设。为构造检验统计量，Lee和Mykland（2008）还证明，当δ→0时：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


ξ是一个Gumbel分布，它的分布函数为P（ξ≤x）＝exp（-e-x
 ），[image: alt]
 M
 是（（i－1）δ，iδ］（i∈{1，…，M}）中没有跳跃的i组成的集合。

Lee和Mykland（2008）基于以下的想法而选择拒绝域。如果观测到的检验统计量[image: alt]
 （i）没有落在最大值的通常范围（比如说99％的置信区间），那么收益率就不大可能由连续路径部分生成。因此，如果[image: alt]
 ，其中β*
 是Gumbel分布的α水平临界值，即P（ξ≤β*
 ）＝exp（-e-β*

 ）＝α，我们就拒绝在iδ时刻不存在跳跃的零假设。取α＝0.99，我们有β*
 ＝4.6001。

Lee和Mykland（2008）检验可以检验在任一时刻是否存在跳跃，因此它可以识别一天之内发生几次跳跃，它还可以识别跳跃是正是负、估计跳跃幅度的均值和方差等，这些是它与其他跳跃检验不同的特点。

14.4.2　幂变差检验

考察如下一个统计量：

[image: alt]


其中，函数F［·］是取整数函数。

给定分区长度δ，如果我们称ri
 是单期收益率，则[image: alt]
 可以说是k期收益率，那么[image: alt]
 是由k期收益率构造的已实现幂变差。当p＞2时，我们考察[image: alt]
 的渐近性质：Xt
 路径存在跳跃时，由PVM
 的性质1，[image: alt]
 ，与k无关；Xt
 路径连续时，由PVM
 的性质4，[image: alt]
 ，收敛的极限与k无关，但是[image: alt]
 前面相乘的常数与k有关。因此，比率[image: alt]
 的表现在Xt
 连续与存在跳跃时有所不同，即当p＞2时：

[image: alt]


AÏt-Sahalia和Jacod（2009）观察到以上性质，构造如下统计量来检验跳跃。因为比率的极限1与kp/2－1
 都是常数，所以此时的零假设既可以是Xt
 路径连续，也可以是Xt
 存在跳跃，由此得到两类统计量。

当零假设为Xt
 存在跳跃时：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


[image: alt]
 （p）是[image: alt]
 的一个估计值。

当零假设为Xt
 路径连续时：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


以上公式中，U，V是相互独立并都服从标准正态分布[image: alt]
 （0，1）的随机变量，常数α＞0，ω∈（0，1/2）。

14.4.3　方差互换检验

根据式（14.1），因为Xt
 ＝lnSt
 ，所以我们有St
 ＝exp（Xt
 ）。由半鞅的伊藤引理可得：

[image: alt]


将式（14.1）与式（14.13）分别写成等价的积分形式：

[image: alt]


以上两式相减即得到：

[image: alt]


如上所示，我们消去了漂移项μt
 。当不存在跳跃，即Jt
 ＝0时，由上式显然有：

[image: alt]


在以上公式中，dSt
 /St
 是瞬时简单收益率，dlnSt
 是瞬时连续复利收益率或称为对数收益率。在没有跳跃存在时，瞬时简单收益率与瞬时对数收益率之差累积起来就是累积方差的一半。在金融学文献中，这一关系很早就已经被认识到，并且在它的基础上人们构造了方差复制策略（参见Neuberger（1994））：即一个所谓的“对数合约”的空头寸，加上一个连续调整的互换合约原生资产的多头寸。这一策略的收益／损失累积起来与已实现方差成比例，因此可以完全复制方差互换合约。但是，如果存在跳跃，以上复制策略失灵，复制误差完全由实现的跳跃主导。Jiang和Oomen（2008）在以上观察的基础之上提出一种非参数的跳跃检验方法。他们把简单收益率与对数收益率之差的累积量命名为“方差互换”，记为SwV，并将它与RV作比较来检验资产价格的跳跃。因此，这一检验称为“方差互换”检验。以下我们具体介绍这一检验。

考察如下统计量：

[image: alt]


其中Ri
 即简单收益率。由式（14.14）可得：

[image: alt]


结合式（14.2），我们有：

[image: alt]


也就是说，SwVM
 －RVM
 的渐近性质在Xt
 路径连续与存在跳跃时的表现有所不同，因此可以用来检验跳跃。

Jiang和Oomen（2008）观察到上述性质，构造以下三个检验统计量：

（1）差检验：

[image: alt]


（2）对数检验：

[image: alt]


（3）比率检验：

[image: alt]


其中，把A（2）和A（6）分别用式（14.8）和式（14.11）给出的相合估计量代替：

[image: alt]


便得到了可行的检验统计量。

14.4.4　调整市场微观结构噪声

考虑到市场微观结构噪声，需要对跳跃检验统计量进行调整。在本章第三节的基础上，我们设定观察到的市场价格[image: alt]
 iδ
 由两部分组成：

[image: alt]


其中，Xiδ
 是有效对数价格，ηiδ
 iid[image: alt]
 （0，ω）是市场微观结构噪声。收益率过程写成：

[image: alt]
 i
 ＝ri
 ＋∈i
 ，　　ri
 iid[image: alt]
 （0，[image: alt]
 /M）

其中，[image: alt]
 i
 ＝[image: alt]
 iδ
 －[image: alt]
 （i－1）δ
 ，∈i
 ＝ηiδ
 －η（i－1）δ
 ，[image: alt]
 是ri
 的方差。

考虑市场微观结构噪声的影响，Jiang和Oomen（2008）修正了方差互换跳跃检验统计量：

（1）差检验：

[image: alt]


（2）对数检验：

[image: alt]


（3）比率检验：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 和[image: alt]
 是用观察到的市场价格[image: alt]
 iδ
 计算的方差互换和实现方差，

[image: alt]


为得到可行检验，还需要估计以上式子中的ω，A（2），A（4）和A（6）。ω的估计相对简单，可以证明从：

[image: alt]


能得到ω的一个相合估计。

A（2），A（4）和A（6）可以用我们前面介绍的方法来估计，但是需要调整市场微观结构噪声的影响。对于A（2），Jiang和Oomen（2008）的估计为：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 *
 （2）由观察得到的价格计算，见式（14.8）；调整参数

[image: alt]


其中，Φ（·），[image: alt]
 （·）分别为标准正态分布的分布函数和密度函数。

在以上公式中，[image: alt]
 可以由本章第3节Bandi和Russell（2006）介绍的方法估计，对[image: alt]
 *
 （4），[image: alt]
 *
 （6）也可以按照类似的方式进行调整。Jiang和Oomen（2008）直接使用了以上估计量[image: alt]
 （2）的平方和立方来估计A（4）和A（6）。


评注14.2　
 对于资产价格跳跃的检验，目前有多种不同的方法。现有文献中的一些蒙特卡罗模拟结果表明，不同的跳跃检验具有不同的有限样本性质。在实证应用中，尽管数据相同，不同的检验方法会测定出不同的跳跃，因此这些方法的功效以及在特定的情况下具体运用哪一种方法仍值得进一步探讨。


本章回顾

主要概念

二次变差（QV）　已实现方差（RV）　幂变差（PV）　已实现幂变差（PVM
 ）　已实现双幂变差（BPVM
 ）　已实现多幂变差（MPVM
 ）　市场微观结构噪声　最优抽样频率双时间频度之已实现波动率（TSRV）估计量　双幂变差检验　幂变差检验　方差互换检验

主要结果

1．不存在市场微观结构噪声时，RV是QV的相合估计。

2．RV具有以下渐近分布：

[image: alt]


3．BPV度量资产收益率连续或扩散部分的方差，RV则度量资产收益率总方差，包括连续或扩散部分和间断或跳跃部分的方差。因此，常见的一个跳跃方差度量是max（0，RV-BPV*
 ）。这一表达式保证了方差的非负性。

4．存在市场微观结构噪声时，基于超频数据计算的RV主要度量了资产收益率的噪声。因此，为估计IV需要使用较长时间频度（最优抽样频率）的数据以减弱噪声的影响。为充分利用数据和得到相合估计量，我们可以使用非参数的TSRV估计量。

5．市场微观结构噪声分iid结构和相关结构，相关结构下的IV估计量需要作出相应调整。

6．鉴于资产价格的跳跃对衍生产品定价、风险度量与风险管理、资产配置与组合管理等理论与实践的重要含义，资产价格跳跃的检验非常重要。常见的非参数跳跃检验有双幂变差检验、幂变差检验和方差互换检验。当考虑到市场微观结构噪声时，以上跳跃检验统计量需要作出相应的调整。

习题

1．给定以下带漂移项的布朗运动：

dlnSt
 ＝μdt＋σdWt


其中，Wt
 是一标准布朗运动。记r1δ
 ，r2δ
 ，…，rMδ
 为时间间隔δ＝1/M的收益率观测值，即riδ
 ＝lnSiδ
 －lnS（i－1）δ
 。

（a）证明σ2
 的MLE估计量是：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 。

（b）证明随着抽样频率的增大，即δ→0时，σ2
 的MLE估计量等于RV，即收益率之平方和。

（c）给出（b）中结果的直观讨论。

2．给定以下对数随机波动率模型：

[image: alt]


其中，资产收益率过程与波动率过程的相关系数为0，即[image: alt]
 。假设每天有6.5小时交易时间，使用Euler法模拟100天的1分钟资产收益率与波动率数据。把模型的参数值设为Andersen、Benzoni和Lund（2002）对S&P500股票指数的估计值，即：

μ＝0.0314，κ＝0.0136，α＝-0.8382，σ＝0.1145，ρ＝-0.5755

操作步骤如下：

第一步：写出Euler法离散形式的模型；

第二步：利用计算机生成两个100×6.5×60维的独立标准正态分布的模拟值向量；

第三步：计算模拟波动率过程每天的QV；

第四步：基于30分钟、15分钟和5分钟的收益率分别计算每天的RV；

第五步：画出100天的QV和不同频率的RV并进行讨论。

3．给价格的观测值加入市场微观结构噪声后重复习题2，即资产价格由下式产生：

ln[image: alt]
 t
 ＝lnSt
 ＋ηt


其中ηt
 是iid[image: alt]
 （0，γ2
 ）。设γ＝0.0005，即噪声标准差是对数价格的0.05％。

4．在对数随机波动率中的模型中加入跳跃后重复习题2。我们现在考虑的模型是：

[image: alt]


其中，泊松过程Nt
 的到达强度λ等于0.25，跳跃幅度Yt
 服从均值等于-0.5％，标准差等于1％的正态分布，其余参数与习题2相同。

注释


〔1〕
 这些正规条件包括，σ（t）必须是适应的，并满足平方可积条件：[image: alt]
 。适应性的具体概念可参阅[image: alt]
 ksendal（2003）。


〔2〕
 Andersen、Bollerslev、Diebold和Labys（2003）指出，在条件均值有限和资产价格的跳跃不可预测条件下，去均值的资产收益率过程是一个局部鞅。另外，此局部鞅可以分解成两个标准正交部分：连续局部鞅和纯跳跃局部鞅。证明可参见Jacod和Shiryaev（2003）。本书第九章9.3节中已经介绍了鞅的定义，它是一个漂移项等于0的随机过程。由于涉及更多基于测度论的概率论知识，我们这里不介绍局部鞅的定义。对局部鞅定义及其性质感兴趣的读者请参阅Jacod和Shiryaev（2003）或Karatzas和Shreve（1991）。
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