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以爱的名义

（代序）

李大春

寻芳陌上花如锦，折得东风第一枝。

在新一轮高三师生备战高考的关键时刻，朝璇老师的倾心之作——《高中数学解题方法》书香飘溢，被甜蜜的期待和信任所拥抱。无论是用科学发展的眼光来观照，还是用创新探究的精神来审视，无论是用课程标准的理念来品味，还是用选拔人才的尺度来衡量，这本书酿造的是决胜高考的信心与能力。这本书突破了高中数学板块之间的壁垒，集解题思路、解题过程、解题感悟于一体，融会贯通，举一反三，为解决当前高中数学教学中存在的困惑作出了一些思考，提供了一些思路，类举了一些方法，具有很强的实用性、针对性和探究性，是广大高中生增强数学兴趣和提高数学成绩的一剂良方。通览全书，我们为朝璇老师忠诚教育，热爱教育，把职业当做事业，把事业当做责任的精神而肃然起敬，为朝璇老师“数学与生活同样精彩”的教育格言而拍案叫绝，为朝璇老师有意识地培养学生良好的数学思维习惯而击节赞赏，这是朝璇老师一辈子教育人格、教育思想与教育智慧的精彩体现。

教书育人需要智慧作支撑，更需要思想来导航。在当前课程改革的大潮中，我们如何在知识和能力、过程和方法、情感态度和价值观念这个课程改革的体系中踏浪前行，这是我们每一位教师必须深思的问题。在“新教育、新课程、新江中”的新背景下，江陵中学涌现了一大批像朝璇老师这样优秀的教师，他们立足岗位，敬业，乐业，精业，善业，因而形成了一个优秀、和谐、创新的团队，这是教育的一种至高境界，也为江陵中学课程改革增添了一道靓丽的风景。一位优秀的教师必须具备课堂教学能力和学术研究能力。我们要积极倡导专业引导、同伴互助、自我反思的课程改革新理念和新方法，在教书育人的同时，逐步提高自己的教科研能力和水平；我们要怀着一份坦然、笃实的心态努力工作。这才是一个教师完整的人格体系和价值体系。

“莫道桑榆晚，为霞尚满天。”朝璇老师一辈子怀挚诚之心，秉纯粹之意，承教育之慧，勤恳授业，正直为人，年近六旬仍笔耕不辍，深受广大师生的爱戴和敬仰。

愿《高中数学解题方法》成为莘莘学子的翼下罡风，让其六月放歌，直上青云。
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 第一讲

集合与简易逻辑问题的解题方法

集合和简易逻辑是高中数学的起始章节，是承接初、高中数学知识的重要环节，体现了高中数学知识中众多的思想和方法．其主要内容有：集合的概念、性质、运算，简易逻辑，4种命题，充要条件．高考中常常以选择题和填空题的形式出现，主要考查集合的关系判断和集合的运算、抽象集合的关系判断和集合的运算、集合语言和集合思想的运用、充要条件和复合命题真假的判断．

一、集　　合

（一）集合的概念和性质

1．（2007年全国卷Ⅰ）设a，b∈R，集合｛1，a＋b，a｝＝[image: alt]
 ，则b－a＝（　　）．

A．1

B．－1

C．2

D．－2

解　由题设知道a≠0，故只有a＋b＝0，即a＝-b．所以[image: alt]
 ＝-1，从而b＝1，a＝-1．因此b－a＝2．故选C．

【解题感悟】　本小题考查两个集合相等的概念．要注意集合的元素有三性：确定性，无序性，互斥性．





2．已知集合A＝｛x｜｜x－2a｜≤a＋1｝，B＝｛x｜x2
 －11x＋10≥0｝．若A∩B＝∅，则实数a的取值范围是________．

解　若A∩B＝∅，则有A＝∅或A≠∅两种情况．

若A＝∅，则有a＋1＜0，即a∈（-∞，-1）．

若A≠∅，由A＝｛x｜a－1≤x≤3a＋1｝，B＝｛x｜x≥10或x≤1｝，有

[image: alt]


即a∈（2，3）．

故a∈（-∞，-1）∪（2，3）．

【解题感悟】　本小题考查两个集合的交集为空集这一概念．注意A∩B＝∅包含两种情况：A＝∅或A≠∅．解题时不要忘记A＝∅．





3．（2006年湖北卷）有限集合S中元素的个数记做card（S）．设A，B都为有限集合，给出下列命题：

①　A∩B＝∅的充要条件是card（A∪B）＝card（A）＋card（B）；

②　A⊆B的必要条件是card（A）≤card（B）；

③　A⊈B的充分条件是card（A）≤card（B）；

④　A＝B的充要条件是card（A）＝card（B）．

其中真命题的序号是（　　）．

A．③，④

B．①，②

C．①，④

D．②，③

解　① A∩B＝∅⇔集合A与集合B没有公共元素，正确．

②A⊆B⇔集合A中的元素都是集合B中的元素，正确．

③A⊈B⇔集合A中至少有一个元素不是集合B中的元素，因此A中元素的个数有可能多于B中元素的个数，错误．

④A＝B⇔集合A中的元素与集合B中的元素完全相同，两个集合的元素个数相同，并不意味着它们的元素相同，错误．

故选B．

【解题感悟】　本小题考查子集、交集、空集、集合相等以及充要条件等概念．要准确地理解各种概念．此题也可以作出文氏图直接判断．





4．（2007年湖南卷）设集合M＝｛1，2，3，4，5，6｝，S1
 ，S2
 ，…，Sk
 都是M的含两个元素的子集，且满足：对任意的Si
 ＝｛ai
 ，bi
 ｝，Sj
 ＝｛aj
 ，bj
 ｝（i≠j，i，j∈｛1，2，…，k｝），都有

[image: alt]


（min｛x，y｝表示两个数x，y中的较小者），则k的最大值是（　　）．

A．10

B．11

C．12

D．13

解　方法1　由[image: alt]
 ，可知Si
 与Sj
 中两元素之比的最小值不相等，故这种子集最多有｛1，2｝，｛1，3｝，｛1，4｝，｛1，5｝，｛1，6｝，｛2，5｝，｛3，4｝，｛3，5｝，｛4，5｝，｛4，6｝，｛5，6｝共11个．因此选B．

方法2　集合M的二元子集共有[image: alt]
 ＝15个．当[image: alt]
 ＝[image: alt]
 时，Si
 ＝｛1，2｝，｛2，4｝，｛3，6｝，此时有

[image: alt]


不满足题意．因此，这种子集只能有一个．同理，当[image: alt]
 ＝[image: alt]
 和[image: alt]
 ＝[image: alt]
 时，这种子集也只能各有一个．所以这种子集最多有15－2－1－1＝11个，因此k的最大值是11．故选B．

【解题感悟】　本小题以集合为载体，以排列、组合为平台，综合考查集合和排列组合的有关知识以及创新意识．要求考生对题目提供的信息进行理解、分拆、组合和迁移．方法1用的是列举法，方法2用的是逆向思维方法．

（二）集合的运算

5．（2008年辽宁卷Ⅰ）已知集合[image: alt]
 ，N＝｛x｜x≤-3｝，则集合｛x｜x≥1｝＝（　　）．

A．M∩N

B．M∪N

C．[image: alt]
 （M∩N）

D．[image: alt]
 （M∪N）

解　由[image: alt]
 ＜0，有-3＜x＜1，即M＝｛x｜-3＜x＜1｝．又N＝｛x｜x≤-3｝，所以M∪N＝｛x｜x＜1｝．因此

[image: alt]
 （M∪N）＝｛x｜x≥1｝．

故选D．

【解题感悟】　本小题考查分式不等式的解法以及集合的并集、补集的运算．





6．（2007年安徽卷）若A＝｛x∈Z｜2≤22－x
 ＜8｝，B＝｛x∈R｜｜log2
 x｜＞1｝，则A∩[image: alt]
 B的元素个数为（　　）．

A．0

B．1

C．2

D．3

解　A＝｛x∈Z｜2≤22－x
 ＜8｝＝｛0，1｝．由｜log2
 x｜＞1有log2
 x＞1或log2
 x＜-1，即x＞2或0＜x＜[image: alt]
 ，所以

B＝｛x｜x＞2或0＜x＜[image: alt]
 ｝，

因此[image: alt]
 B＝｛x｜[image: alt]
 ≤x≤2或x≤0｝，从而A∩[image: alt]
 B＝｛0，1｝．故选C．

【解题感悟】　本小题考查指数不等式、对数不等式和绝对值不等式的运算，考查交集和补集的运算．





7．（2006年江苏卷）若A，B，C为三个集合，A∪B＝B∩C，则一定有（　　）．

A．A⊆C

B．C⊆A

C．A≠C

D．A＝∅

解　因为A⊆A∪B且C∩B⊆C，又A∪B＝C∩B，所以A⊆C．故选A．

【解题感悟】　本小题主要考查对集合之间关系的理解和集合的子、交、并集运算，考查三个抽象集合之间的关系．对于这种类型的题目，还可以考虑利用文氏图解题，使之形象化、具体化．





8．（2006年安徽卷）设集合A＝｛x｜｜x－2｜≤2，x∈R｝，B＝｛y｜y＝-x2
 ，-1≤x≤2｝，则[image: alt]
 （A∩B）等于（　　）．

A．R

B．｛x｜x∈R，x≠0｝

C．｛0｝

D．∅

解　方法1　A＝［0，2］，B＝［-4，0］，因此A∩B＝｛0｝，所以[image: alt]
 （A∩B）＝｛x｜x∈R，x≠0｝，故选B．

方法2　注意到选项A和D互斥，选项B和C互斥，而选项A和D与题设的特点不相符，所以排除A，D；又显然有0∈A∩B，所以排除C；故选B．

【解题感悟】　本小题是集合部分的典型题目，以不等式和二次函数为载体考查集合的运算．解题时，首先要弄清楚集合B的含义，这是数集而不是点集，其次要知道选项中的互斥关系．

此题还可以利用德·摩尔根定理求解，即设U为全集，集合A，B是集合U的子集，则有

[image: alt]






9．（2006年全国卷Ⅱ）设a∈R，函数f（x）＝ax2
 －2x－2a．若f（x）＞0的解集为A，B＝｛x｜1＜x＜3｝，A∩B≠∅，求实数a的取值范围．

解　若a＝0，则A＝｛x｜x＜0｝，A∩B＝∅，不满足题意．

若a≠0，f（x）为二次函数，令f（x）＝0，解得其两根为

[image: alt]


且有x1
 ＜0，x2
 ＞0．

①　当a＞0时，A＝｛x｜x＜x1
 或x＞x2
 ｝，A∩B≠∅的充要条件是x2
 ＜3，即[image: alt]
 ，解得a＞[image: alt]
 ．

②　当a＜0时，A＝｛x｜x1
 ＜x＜x2
 ｝，A∩B≠∅的充要条件是x2
 ＞1，即[image: alt]
 ，解得a＜-2．

综上，使A∩B≠∅成立的a的取值范围为

[image: alt]


【解题感悟】　本小题考查含参数的一元二次不等式的解法和交集、空集的概念．注意解参数不等式时对参数的讨论．

二、简易逻辑

（一）逻辑联结词及4种命题

10．（2005年江苏卷）命题“若a＞b，则2a
 ＞2b
 －1”的否命题为________．

解　“a＞b”的否定是“a≤b”，“2a
 ＞2b
 －1”的否定是“2a
 ≤2b
 －1”，故原命题的否命题是“若a≤b，则2a
 ≤2b
 －1”．

【解题感悟】　原命题的逆命题是“若2a
 ＞2b
 －1，则a＞b”；原命题的逆否命题是“若2a
 ≤2b
 －1，则a≤b”．4种命题可以表示为

①　原命题：若p则q；

②　逆命题：若q则p；

③　否命题：若[image: alt]
 p则[image: alt]
 q；

④　逆否命题：若[image: alt]
 q则[image: alt]
 p．

注意原命题与逆否命题等价，逆命题与否命题等价．





11．（2007年山东卷）命题“对任意的x∈R，x3
 －x2
 ＋1≤0”的否定是（　　）．

A．不存在x∈R，使x3
 －x2
 ＋1≤0

B．存在x∈R，使x3
 －x2
 ＋1≥0

C．存在x∈R，使x3
 －x2
 ＋1＞0

D．对任意的x∈R，使x3
 －x2
 ＋1＞0

解　方法1　“对任意的x∈R，x3
 －x2
 ＋1≤0”的意思是“对所有的实数x，x3
 －x2
 ＋1≤0”，即是“不存在实数x，使x3
 －x2
 ＋1＞0”，因此，原命题的否定是“存在x∈R，使x3
 －x2
 ＋1＞0”．故选C．

方法2　选项A仅是对原命题条件的否定；选项B与原命题是包含关系；选项D是原命题的充分不必要条件．故选C．

【解题感悟】　本小题考查简易逻辑．

要区分两个不同的概念：命题的否定和否命题．命题的否定只是否定原命题的结论，而否命题则是同时否定原命题的条件和结论．

要根据复合命题的真假判断理论：“或”的否定是“且”；“且”的否定是“或”；“都是”的否定是“不都是”；“没有一个”的否定是“至少有一个”．方法1正是基于这种思路进行思考的，方法2是利用排除法进行筛选的，这是解选择题的常用方法．

（二）充分必要条件

12．（2008年湖北卷）若非空集合A，B，C满足A∪B＝C，且B不是A的子集，则（　　）．

A．“x∈C”是“x∈A”的充分条件但不是必要条件

B．“x∈C”是“x∈A”的必要条件但不是充分条件

C．“x∈C”是“x∈A”的充要条件

D．“x∈C”既不是“x∈A”的充分条件也不是“x∈A”的必要条件

[image: alt]


图1-1

解　由题意知道，非空集合A，B，C可以用图来表示，如图1-1．若x∈C，不一定有x∈A．而x∈A，则必有x∈C．所以“x∈C”是“x∈A”的必要条件但不是充分条件．故选B．

【解题感悟】　本小题考查集合之间的关系以及充分、必要条件．注意利用图形解题一目了然．





13．（2008年福建卷）设集合A＝[image: alt]
 ，B＝｛x｜0＜x＜3｝，那么“m∈A”是“m∈B”的（　　）．

A．充分而不必要条件

B．必要而不充分条件

C．充要条件

D．既不充分也不必要条件

解　因为

[image: alt]


所以A≠B．当m∈A时，必有m∈B；而当m∈B时，不一定有m∈A．所以“m∈A”是“m∈B”的充分而不必要条件．故选A．

【解题感悟】　本小题以集合为载体考查充分条件和必要条件的概念．





14．（2007年湖北卷）已知p是r的充分条件而不是必要条件，q是r的充分条件，s是r的必要条件，q是s的必要条件．现有下列命题：

①　s是q的充要条件；

②　p是q的充分条件而不是必要条件；

③　r是q的必要条件而不是充分条件；

④　[image: alt]
 p是[image: alt]
 s的必要条件而不是充分条件；

⑤　r是s的充分条件而不是必要条件，

则正确命题序号是（　　）．

A．①，④，⑤

B．①，②，④

C．②，③，⑤

D．②，④，⑤

解　由题意有p⇒r，q⇒r，r⇒s，s⇒q，所以q⇔s⇔r，即①正确，③错误，⑤错误．由p⇒q知②正确．④根据原命题和逆否命题等价，即考察s是p的什么条件．由p⇒s有④正确．故选B．

【解题感悟】　本小题考查充要条件的概念以及命题之间的关系．解题时要根据题意罗列出各种条件的表达式，然后再作出正确判断．





15．证明：在△ABC中，sinA＞sinB的充要条件是∠A＞∠B．

证　先证充分性．若∠A＞∠B，分如下两种情况讨论．

①　若∠A，∠B都是锐角，由y＝sinx当x∈[image: alt]
 时单调递增，有sinA＞sinB．

②　若∠A是钝角，∠B是锐角，则有∠A＋∠B＜π，即

0＜∠B＜π－∠A＜[image: alt]
 ．

由y＝sinx当x∈[image: alt]
 时单调递增，有

sinB＜sin（π－A）＝sinA，

即sinA＞sinB．

所以∠A＞∠B⇒sinA＞sinB．

再证必要性．若sinA＞sinB，即sinA－sinB＞0，则

[image: alt]


由[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．又因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即有∠A＞∠B．因此sinA＞sinB⇒∠A＞∠B．

故sinA＞sinB的充要条件是∠A＞∠B．

【解题感悟】　本小题考查充要条件的证明方法．要注意分清充分性和必要性．此题若去掉条件△ABC，其结论面目全非，sinA＞sinB是∠A＞∠B既非充分又非必要条件．


[image: alt]
 第二讲

函数问题的解题方法

函数是高中数学中极为重要的内容，函数的观点和方法贯穿整个高中数学的全过程．函数是高考考查的重点，考查主要体现在三个方面：一是考查函数的基本概念和基本性质，多采用选择题和填空题；二是函数和其他内容（方程、不等式、数列、立体几何和解析几何）交汇的综合题，这种类型的题目有一定的难度，对学生综合能力的要求比较高；三是和函数有关的应用题，题目不难，解题的关键是准确理解题意，正确建立函数关系．

一、求函数的定义域

1．（1）（2008年湖北卷）函数

[image: alt]


的定义域为（　　）．

A．（-∞，-4］∪［2，+∞）

B．（-4，0）∪（0．1）

C．［-4，0）∪（0，1］

D．［-4，0）∪（0，1）

（2）函数[image: alt]
 的定义域为________．

解　（1）解不等式组

[image: alt]


得-4≤x＜0或0＜x≤1．

当x＝1时，[image: alt]
 ，不符合题意，舍去．

当x＝-4时，[image: alt]
 ．

故函数的定义域为［-4，0）∪（0，1）．选D．

（2）由题意有

[image: alt]


解得-3＜x＜2，且x≠1．故函数的定义域为（-3，1）∪（1，2）．

【解题感悟】　求函数的定义域问题，在高中阶段一般有分式、根式、对数、指数等函数的定义域，首先注意它们各自要求的条件，然后联立不等式组求解，其不等式组的解集就是原函数的定义域．





2．（2007年重庆卷）若函数f（x）＝[image: alt]
 的定义域为R，则实数a的取值范围为________．

解　由函数f（x）的定义域为R，有[image: alt]
 －1≥0恒成立，即x2
 －2ax－a≥0恒成立，所以有

Δ＝（-2a）2
 －4（-a）≤0，

即a2
 ＋a≤0．解得-1≤a≤0．故实数a的取值范围为［-1，0］．

【解题感悟】　函数f（x）＝[image: alt]
 的定义域为R，即是ax2
 ＋bx＋c≥0对于所有的实数恒成立，即有

[image: alt]






3．若函数y＝f（2x
 ）的定义域为［-1，1］，求函数y＝f（log2
 x）的定义域．

解　因为函数y＝f（2x
 ）的定义域为［-1，1］，即-1≤x≤1，所以[image: alt]
 ≤2x
 ≤2．解不等式[image: alt]
 ≤log2
 x≤2，得[image: alt]
 ≤x≤4，所以函数y＝f（log2
 x）的定义域为［[image: alt]
 ，4］．

【解题感悟】　对于复合函数的定义域问题，若f（x）的定义域是［a，b］，则f（g（x））的定义域应该由不等式a≤g（x）≤b解出．这里的函数y＝f（2x
 ）的定义域为［-1，1］，是指-1≤x≤1；这里的函数y＝f（log2
 x）的定义域，也是要求x的取值范围，而不是求log2
 x的取值范围．

二、函数的值域

4．（2007年浙江卷）设[image: alt]
 g（x）是二次函数．若f（g（x））的值域是［0，+∞），则g（x）的值域是（　　）．

[image: alt]


图2-1

A．（-∞，-1］∪［1，+∞）

B．（-∞，-1］∪［0，+∞）

C．［0，+∞）

D．［1，+∞）

解　作出函数f（x）的图象，如图2-1，f（g（x））的值域是［0，+∞）．设g（x）的值域为A，则有

［0，1）⊆A，

因此排除A，D．又因为g（x）为二次函数，其值域不可能同时趋于∞和-∞，所以排除B．故选C．

【解题感悟】　作出图象，具体分析，逐个排除，去伪存真，这是解选择题的常用方法．





5．已知函数f（x）＝log3
 [image: alt]
 的定义域为R，其值域为［0，2］，求a，b的值．

解　令[image: alt]
 ，则有

（u－a）x2
 －8x＋（u－b）＝0．

当u－a≠0时，由x∈R，有Δ＝（-8）2
 －4（u－a）（u－b）≥0，即

[image: alt]


因为f（x）∈［0，2］，所以u∈［1，9］，从而（u－1）（u－9）≤0，即

[image: alt]


①，②为同解不等式，对比系数有

[image: alt]


解得a＝b＝5．

当a＝b＝5时，若u－a＝0，则有u＝5，log3
 5∈［0，2］亦满足题意．

故a＝b＝5．

【解题感悟】　求函数值域的一般方法有配方法、换元法、判别式法、反函数法．还可以利用重要不等式、函数的单调性、数形结合的方法求解．

本题是逆向思维，利用等价转化的方法考虑函数的值域，从而求出待定系数a，b．





6．是否存在实数m，n，使得f（x）＝-[image: alt]
 x2
 ＋x的定义域和值域分别是［m，n］和［3m，3n］？

解　因为

f（x）＝-[image: alt]
 x2
 ＋x＝-[image: alt]
 （x－1）2
 ＋[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ，

所以3n≤[image: alt]
 ，即n≤[image: alt]
 ．从而区间［m，n］只能在对称轴x＝1的左边．由函数f（x）当x≤1时单调递增，有

[image: alt]


即m，n是方程f（x）＝3x的两个根．解

－[image: alt]
 x2
 ＋x＝3x，

得x＝-4或x＝0，所以m＝-4，n＝0．

故存在实数m＝-4，n＝0，使得f（x）＝-[image: alt]
 x2
 ＋x的定义域和值域分别是［m，n］和［3m，3n］．

【解题感悟】　若按照常规解法，要对对称轴在区间［m，n］的左侧、右侧以及［m，n］之间进行讨论．这里是挖掘了题目的蕴涵条件，首先确定了n的取值范围，这是解决问题的突破口，再利用函数的单调性处理问题．

三、函数的单调性

7．（2006年陕西卷）已知函数f（x）＝ax2
 ＋2ax＋4（0＜a＜3）．若x1
 ＜x2
 ，x1
 ＋x2
 ＝1－a，则（　　）．

A．f（x1
 ）＜f（x2
 ）

B．f（x1
 ）＝f（x2
 ）

C．f（x1
 ）＞f（x2
 ）

D．f（x1
 ）与f（x2
 ）的大小不能确定

解　由于

f（x）＝a（x＋1）2
 ＋4－a　（0＜a＜3），

可知二次函数f（x）的图象开口向上，对称轴为x＝-1．又因为0＜a＜3，所以

x1
 ＋x2
 ＝1－a∈（-2，1），

因此x1
 与x2
 的中点在[image: alt]
 之间．而x1
 ＜x2
 ，所以x2
 到对称轴的距离大于x1
 到对称轴的距离，所以f（x1
 ）＜f（x2
 ）．故选A．

【解题感悟】　在知道了二次函数的单调性后，此题解题的关键是考察x2
 和x1
 到对称轴x＝-1距离的大小．





8．（2008年湖北卷）若f（x）＝-[image: alt]
 x2
 ＋bln（x＋2）在（-1，+∞）上是减函数，则b的取值范围是（　　）．

A．［-1，+∞）

B．（-1，+∞）

C．（-∞，-1］

D．（-∞，-1）

解　f′（x）＝-x＋[image: alt]
 ≤0在（-1，+∞）上恒成立，即

b≤x（x＋2）＝（x＋1）2
 －1

在（-1，+∞）上恒成立．令g（x）＝（x＋1）2
 －1，则g（x）在（-1，+∞）上单调递增，所以

g（x）＞g（-1）＝-1．

因此b≤-1．故选C．

【解题感悟】　导数是判断函数单调性的有力的工具，在解题中得到广泛的应用．对于高次函数和超越函数，一般利用导数来判断函数的单调性．





9．判断函数f（x）＝[image: alt]
 （a≠0）在区间（-1，1）上的单调性．

解　设-1＜x1
 ＜x2
 ＜1，则

[image: alt]


由-1＜x1
 ＜x2
 ＜1，有x1
 x2
 ＋1＞0，x2
 －x1
 ＞0，[image: alt]
 －1＜0，[image: alt]
 －1＜0，所以

[image: alt]


因此，当a＞0时，f（x1
 ）－f（x2
 ）＞0；当a＜0时，f（x1
 ）－f（x2
 ）＜0．

故当a＞0时，函数f（x）在（-1，1）上单调递减；当a＜0时，函数f（x）在（-1，1）上单调递增．

【解题感悟】　本题给出了利用定义求函数单调性的一般解法，其步骤是作差—分解因式—判断每个因式的符号—作出结论．

此题也可以利用导数求解．

四、函数的奇偶性和周期性

10．（2008年安徽卷）若函数f（x），g（x）分别是R上的奇函数、偶函数，且满足f（x）－g（x）＝ex
 ，则有（　　）．

A．f（2）＜f（3）＜g（0）

B．g（0）＜f（3）＜f（2）

C．f（2）＜g（0）＜f（3）

D．g（0）＜f（2）＜f（3）

解　由

[image: alt]


有

[image: alt]


由函数f（x）是R上的奇函数，有f（-x）＝-f（x）；由函数g（x）是R上的偶函数，有g（-x）＝g（x）．因此-f（x）－g（x）＝e－x
 ，即

[image: alt]


由①，③可得

f（x）＝[image: alt]
 （ex
 －e－x
 ），g（x）＝-[image: alt]
 （ex
 ＋e－x
 ）．

显然f（x）为增函数，所以0＝f（1）＜f（2）＜f（3）．而g（0）＝-1＜0，所以g（0）＜f（2）＜f（3）．故选D．

【解题感悟】　由f（x）是R上的奇函数和g（x）是R上的偶函数，构建方程f（x）＋g（x）＝-e－x
 ，然后和题设中的方程联立求解得到f（x）和g（x）的解析式，再判断其单调性求解．





11．（2007年福建卷）已知函数f（x）为R上的减函数，则满足[image: alt]
 ＜f（1）的实数x的取值范围是（　　）．

A．（-1，1）

B．（0，1）

C．（-1，0）∪（0，1）

D．（-∞，-1）∪（1，+∞）

解　考虑到[image: alt]
 为偶函数，由于函数f（x）为R上的减函数，且[image: alt]
 ＜f（1），有[image: alt]
 ＞1，即[image: alt]
 ＞1或[image: alt]
 ＜-1．解得0＜x＜1或-1＜x＜0．故选C．

【解题感悟】　对[image: alt]
 ，不必去掉绝对值进行讨论，利用偶函数的性质，直接求解．





12．（2007年重庆卷）已知定义域为R的函数f（x）在区间（8，+∞）上为减函数，且函数y＝f（x＋8）为偶函数，则（　　）．

A．f（6）＞f（7）

B．f（6）＞f（9）

C．f（7）＞f（9）

D．f（7）＞f（10）

解　由函数y＝f（x＋8）为偶函数，知道函数y＝f（x）的图象关于x＝8对称，所以f（7）＝f（9）．又y＝f（x）在区间（8，+∞）上为减函数，所以f（9）＞f（10）．因此f（7）＞f（10）．故选D．

【解题感悟】　此题解题的关键是要知道函数y＝f（x）的图象关于x＝8对称．作为特殊方法，也可以构造符合条件的函数f（x）＝-（x－8）2
 ，代值检验即可．





13．已知定义在R上的函数y＝f（x）满足条件

[image: alt]


且函数[image: alt]
 是奇函数．给出以下的4个命题：

①　函数f（x）是周期函数；

②　函数的图象关于点[image: alt]
 对称；

③　函数f（x）是偶函数；

④　函数f（x）在R上是单调函数．

在上面的4个命题中，真命题的序号是________．

解　由[image: alt]
 有f（x＋3）＝f（x），所以T＝3，故①为真命题．由[image: alt]
 是奇函数，有

[image: alt]


则f（x）的图象关于点[image: alt]
 对称，故②为真命题．又

[image: alt]


则f（x）为偶函数，故③为真命题．由于③为真命题，④必为假命题，故真命题的序号是①，②，③．

【解题感悟】　题中多次变形，灵活运用条件，推出函数的性质．此题有一定的难度．要注意：若y＝f（x＋a）是奇函数，则有

f（-x＋a）＝-f（x＋a）．

定义域关于原点对称是函数具有奇偶性的必要条件．判断函数奇偶性的常用方法有定义法；验证法，即验证f（x）±f（-x）＝0是否成立；图象法．

五、反　函　数

14．（1）（2008年全国卷Ⅰ）若函数y＝f（x－1）的图象与函数y＝ln[image: alt]
 ＋1的图象关于直线y＝x对称，则f（x）＝（　　）．

A．e2x－1


B．e2x


C．e2x＋1


D．e2x＋2


（2）（2008年陕西卷）已知函数f（x）＝2x＋3
 ，f－1
 （x）是f（x）的反函数．若mn＝16（m，n∈R*
 ），则f－1
 （m）＋f－1
 （n）的值为（　　）．

A．－2

B．1

C．4

D．10

（3）（2008年湖南卷）设函数y＝f（x）存在反函数y＝f－1
 （x），且函数y＝x－f（x）的图象过点（1，2），则函数y＝f－1
 （x）－x的图象一定过点________．

（4）（2008年辽宁卷）函数[image: alt]
 的反函数是________．

解　（1）y＝ln[image: alt]
 ＋1的反函数为y＝e2x－2
 ，即f（x－1）＝e2x－2
 ，所以f（x）＝e2x
 ．故选B．

（2）因为f－1
 （x）＝-3＋log2
 x，所以

[image: alt]


故选A．

（3）因为y＝x－f（x）的图象过点（1，2），所以2＝1－f（1），即f（1）＝-1．从而f－1
 （-1）＝1．因此

2＝f－1
 （-1）－（-1），

即有y＝f－1
 （x）－x的图象一定过点（-1，2）．

（4）当x＜0时，y＝x＋1，所以

x＝y－1，y＜1，

反函数为y＝x－1（x＜1）．当x≥0时，y＝ex
 ，所以

x＝lny，y≥1，

反函数为y＝lnx（x≥1）．

故反函数为[image: alt]


【解题感悟】　定义域上的单调函数必有反函数，有反函数的函数在定义域上不一定单调．求反函数的步骤是：①用y表示x；②将x，y的位置互换；③写上定义域．注意到反函数的定义域和值域分别是原函数的值域和定义域，原函数的图象和它的反函数的图象关于直线y＝x对称．





15．已知函数f（x）＝[image: alt]
 ，函数g（x）的图象与函数y＝f－1
 （x＋1）的图象关于直线y＝x对称，求g（5）．

解　方法1　由y＝f－1
 （x＋1），得

f（y）＝f（f－1
 （x＋1））＝x＋1，

即x＝f（y）－1．所以y＝f－1
 （x＋1）的反函数为y＝f（x）－1，即g（x）＝f（x）－1．因此

g（5）＝f（5）－1＝-[image: alt]
 ．

方法2　由于函数y＝f（x）与函数y＝f－1
 （x）的图象关于直线y＝x对称，将函数y＝f－1
 （x）的图象沿x轴负方向平移1个单位时，得到函数y＝f－1
 （x＋1）的图象；将函数y＝f（x）沿y轴负方向平移1个单位时，得到函数y＝f（x）－1的图象．此时函数y＝f－1
 （x＋1）的图象与函数y＝f（x）－1的图象关于直线y＝x对称，即函数y＝f－1
 （x＋1）与函数y＝f（x）－1互为反函数．所以g（x）＝f（x）－1，g（5）＝f（5）－1＝-[image: alt]
 ．

【解题感悟】　方法1是先求出y＝f－1
 （x＋1）的反函数g（x），再求值．注意到：若函数y＝f（x）的定义域是A，值域是B，则有

f（f－1
 （x））＝x（x∈B），f－1
 （f（x））＝x（x∈A）．

方法2是利用图象平移求出反函数g（x），这种方法形象、直观．

还要注意区别两个不同的概念：已知y＝f（x），①求y＝f（x＋1）的反函数；②求y＝f－1
 （x＋1）．对于①，先求y＝f（x＋1），再求y＝f（x＋1）的反函数；对于②，先求y＝f－1
 （x），再求y＝f－1
 （x＋1）．

六、函数的综合应用

16．（1）（2008年安徽卷）在同一平面直角坐标系中，函数y＝g（x）的图象与y＝ex
 的图象关于直线y＝x对称．而函数y＝f（x）的图象与y＝g（x）的图象关于y轴对称．若f（m）＝-1，则m的值是（　　）．

A．－e

B．－[image: alt]


C．e

D．[image: alt]


（2）（2007年天津卷）设a，b，c均为正数，且

[image: alt]


则（　　）．

A．a＜b＜c

B．c＜b＜a

C．c＜a＜b

D．b＜a＜c

（3）（2007年北京卷）对于函数① f（x）＝lg（｜x－2｜＋1），② f（x）＝（x－2）2
 ，③ f（x）＝cos（x＋2），判断如下三个命题的真假：

命题甲：f（x＋2）是偶函数；

命题乙：f（x）在区间（-∞，2）上是减函数，在区间（2，+∞）上是增函数；

命题丙：f（x＋2）－f（x）在（-∞，+∞）上是增函数．

能使命题甲、乙、丙均为真的所有函数的序号是（　　）．

A．①，③

B．①，②

C．③

D．②

（4）（2005年湖北卷）在y＝2x
 ，y＝log2
 x，y＝x2
 ，y＝cos2x这4个函数中，当0＜x1
 ＜x2
 ＜1时，使

[image: alt]


恒成立的函数的个数是（　　）．

A．0

B．1

C．2

D．3

解　（1）由函数y＝g（x）的图象与y＝ex
 的图象关于直线y＝x对称，有y＝g（x）＝lnx．而函数y＝f（x）的图象与y＝g（x）＝lnx的图象关于y轴对称，有

y＝f（x）＝ln（-x）．

又f（m）＝-1，所以ln（-m）＝-1．解得m＝-[image: alt]
 ．故选B．

（2）由2a
 ＝[image: alt]
 ，有0＜a＜[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ＜b＜1．由[image: alt]
 ＝log2
 c，有c＞1．所以a＜b＜c．故选A．

（3）③不能使命题甲为真，因为f（x＋2）＝cos（x＋4）不是偶函数．

①不能使命题丙为真，因为

f（x＋2）－f（x）＝lg（｜x｜＋1）－lg（｜x－2｜＋1），

令x＝0时，不满足f（x＋2）－f（x）＞0．

②显然使命题甲、乙为真．对于丙，

f（x＋2）－f（x）＝x2
 －（x－2）2
 ＝4x－4，

在（-∞，+∞）上是增函数．

故选D．

（4）作出4个函数的图象．由题意，要求其中点的纵坐标大于两个端点的纵坐标之和的一半，只有在区间（0，1）内向下凹的图象才能满足此条件．y＝log2
 x的图象满足条件，故选B．

【解题感悟】　函数的图象、增减性、奇偶性、周期性、对称性在解题中有着广泛的应用．要熟练掌握幂函数、指数函数、对数函数的图象和性质，掌握图象的凹凸性，并能够用指数函数、对数函数的性质解决一些简单的问题．





17．（2008年全国卷Ⅰ）设曲线y＝[image: alt]
 在点（3，2）处的切线与直线ax＋y＋1＝0垂直，则a＝（　　）．

A．2

B．[image: alt]


C．－[image: alt]


D．－2

解　因为y＝[image: alt]
 ＝1＋[image: alt]
 ，所以y′＝[image: alt]
 ，曲线在点（3，2）处的切线的斜率为k＝y′｜x＝3
 ＝-[image: alt]
 ．从而由题意知直线ax＋y＋1＝0的斜率为2，即a＝-2．故选D．

【解题感悟】　本小题主要考查函数导数的求法和它的几何应用．要灵活应用导数知识解决函数问题．





18．（2008年天津卷）设a＞1．若对于任意的x∈［a，2a］，都有y∈［a，a2
 ］满足方程loga
 x＋loga
 y＝3，这时a的取值集合为（　　）．

A．｛a｜1＜a≤2｝

B．｛a｜a≥2｝

C．｛a｜2≤a≤3｝

D．｛2，3｝

解　由loga
 x＋loga
 y＝3，有xy＝a3
 ，所以y＝[image: alt]
 ．

由于对于任意的x∈［a，2a］，都有y∈［a，a2
 ］满足方程，因此［a，a2
 ］应该包含函数y＝[image: alt]
 在［a，2a］上的值域，也就是函数y＝[image: alt]
 在［a，2a］上的值域是［a，a2
 ］的子集．由x∈［a，2a］有[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ．再由函数y＝[image: alt]
 在［a，2a］上的值域是［a，a2
 ］的子集，有[image: alt]
 ≥a．解得a≥2．故选B．

【解题感悟】　本小题考查对数的运算性质和函数值域的求法，考查逻辑推理能力．解题的关键是要弄清楚集合间的包含关系，［a，a2
 ］应该包含函数y＝[image: alt]
 在［a，2a］上的值域．





19．（2006年天津卷）已知函数y＝f（x）的图象与函数y＝ax
 （a＞0且a≠1）的图象关于直线y＝x对称，记

g（x）＝f（x）（f（x）＋2f（2）－1）．

若y＝g（x）在区间[image: alt]
 上是增函数，则实数a的取值范围是（　　）．

A．［2，+∞）

B．（0，1）∪（1，2）

C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由函数y＝f（x）的图象与函数y＝ax
 （a＞0且a≠1）的图象关于直线y＝x对称，有f（x）＝loga
 x，因此

g（x）＝（loga
 x）2
 ＋（loga
 2－1）loga
 x．

y＝g（x）是由h（t）＝t2
 ＋（loga
 2－1）t和t＝loga
 x这两个函数复合而成的．y＝h（t）的对称轴为[image: alt]
 ．

当a＞1时，t＝loga
 x是增函数，要使y＝g（x）在区间[image: alt]
 上是增函数，必须y＝h（t）当t∈[image: alt]
 时为增函数，即须[image: alt]
 ，矛盾．

当0＜a＜1时，t＝loga
 x是减函数，要使y＝g（x）在区间[image: alt]
 上是增函数，必须y＝h（t）当t∈[image: alt]
 时为减函数，即须[image: alt]
 ．解得a≤[image: alt]
 ，所以实数a的取值范围是[image: alt]
 ．

综上所述，选D．

【解题感悟】　本小题综合考查复合函数增减性的判断和分类讨论的思想方法，考查对数函数和二次函数的性质．注意判断二次函数在区间的单调性时，要讨论对称轴和区间的关系．





20．（2008年重庆卷）已知函数[image: alt]
 的最大值为M，最小值为m，则[image: alt]
 的值为（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由题设，有y≥0，且函数的定义域为［-3，1］，

[image: alt]


当x∈［-3，1］时，y2
 ∈［4，8］，所以y∈［2，2[image: alt]
 ］．因此，M＝2[image: alt]
 ，此时x＝-1；m＝2，此时x＝-3或x＝1．所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．故选C．

【解题感悟】　函数y＝[image: alt]
 （-b≤x≤a）是一类特殊的函数，其解法是：由于y≥0，函数两边同时平方，转换为

[image: alt]


求解．要掌握这个技巧．此题也可以利用导数求解，但是不如这种方法简捷．





21．（2008年湖南卷）设［x］表示不超过x的最大整数（如［2］＝2，[image: alt]
 ＝1）．对于给定的n∈N*
 ，定义

[image: alt]


则当x∈[image: alt]
 时函数[image: alt]
 的值域是（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　当x∈[image: alt]
 时，［x］＝1，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ．

当x∈［2，3）时，［x］＝2，所以[image: alt]
 ，由x∈［2，3），有

[image: alt]


u∈［2，6），所以[image: alt]
 ．

综上所述，[image: alt]
 ．故选D．

【解题感悟】　解题的关键是要正确地理解新概念，应用新概念中给出的运算法则解决问题．注意x的取值范围，要进行分类讨论．这种类型的题目在高考中经常出现．





22．（2007年广东卷）已知a是实数，函数

f（x）＝2ax2
 ＋2x－3－a．

如果函数y＝f（x）在区间［-1，1］上有零点，求a的取值范围．

解　函数y＝f（x）在区间［-1，1］上有零点包含只有一个零点或者有两个零点两种情况．

当a＝0时，有f（x）＝2x－3，显然f（x）在［-1，1］上没有零点．

当a≠0时，分如下两种情况考虑．

①　当y＝f（x）在［-1，1］上有一个零点时，函数y＝f（x）的图象和x轴可能相交也可能相切．当函数y＝f（x）的图象和x轴相交时，有

f（-1）·f（1）＝（a－1）（a－5）≤0，

且f（-1）与f（1）不同时为零，解得1≤a≤5．当函数y＝f（x）的图象和x轴相切时，有

Δ＝4＋8a（3＋a）＝8a2
 ＋24a＋4＝0，

解得a＝[image: alt]
 ．经检验，当a＝[image: alt]
 时，y＝f（x）恰有一个零点在［-1，1］上．

②　当y＝f（x）在［-1，1］上有两个零点时，有

[image: alt]


解得a≥5或a＜[image: alt]
 ．

综上所述，实数a的取值范围是a≥1或a≤[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意题中有三个不同类型的讨论：

①　由于二次项的系数含有字母a，所以对a要分为a＝0，a＞0，a＜0三种情况进行讨论；

②　函数y＝f（x）在区间［-1，1］上有零点，要讨论是一个零点还是两个零点；

③　函数y＝f（x）在区间［-1，1］上有一个零点时，函数y＝f（x）的图象和x轴相交还是相切，要进行讨论．特别是不要遗漏函数y＝f（x）的图象和x轴相切时，函数y＝f（x）在［-1，1］上有一个零点的情况．





23．已知函数f（x）＝x4
 －4x3
 ＋ax2
 －1在区间［0，1］上单调递增，在区间［1，2］上单调递减．

（1）求a的值．

（2）设g（x）＝bx2
 －1．若方程f（x）＝g（x）的解集恰好有3个元素，求实数b的取值范围．

（3）在（2）的条件下，是否存在实数对（m，n），使F（x）＝f（x－m）＋g（x－n）为偶函数？

解　（1）f′（1）＝4x3
 －12x2
 ＋2ax．由题意有f′（1）＝0，即4－12＋2a＝0．解得a＝4．

（2）由f（x）＝g（x），有x4
 －4x3
 ＋4x2
 －1＝bx2
 －1，即

x2
 ［x2
 －4x＋（4－b）］＝0．

因其解集恰好有3个元素，所以有b≠4且Δ＝16－16＋4b＞0，即b∈（0，4）∪（4，+∞）．

（3）假设存在实数对（m，n），使F（x）＝f（x－m）＋g（x－n）为偶函数．由于

　　f（x）＝x4
 －4x3
 ＋4x2
 －1＝x2
 （x－2）2
 －1，

　　g（x）＝bx2
 －1，

所以

F（x）＝（x－m）2
 （x－m－2）2
 ＋b（x－n）2
 －2，

F（-x）＝（x＋m）2
 （x＋m＋2）2
 ＋b（x＋n）2
 －2．

而F（x）是偶函数，所以有

（x－m）2
 （x－m－2）2
 ＋b（x－n）2
 －2

＝（x＋m）2
 （x＋m＋2）2
 ＋b（x＋n）2
 －2．

整理，得

2（m＋1）x3
 ＋［（2m2
 ＋4m）（m＋1）＋bn］x＝0．

上式对于x∈R恒成立，因此

[image: alt]


解得m＝-1，n＝0．

故存在实数对（m，n）＝（-1，0），使F（x）＝f（x－m）＋g（x－n）为偶函数．

【解题感悟】　对于（1），由题设条件，知道函数f（x）的极大值为f（1），从而由f′（1）＝0，解得a的值．对于（2），方程f（x）＝g（x）的解集恰好有3个元素，即x2
 ［x2
 －4x＋（4－b）］＝0的解集恰好有3个元素，注意到x＝0显然是方程的解，由于集合元素的互异性，则x2
 －4x＋（4－b）＝0必须有两个非零解，所以Δ＞0且b≠4．这里容易丢掉b≠4．对于（3），这里利用的原理是：以x为元的两个多项式恒等的充要条件是对应项的系数分别相等．





24．已知偶函数f（x），对任意x1
 ，x2
 ∈R，恒有

f（x1
 ＋x2
 ）＝f（x1
 ）＋f（x2
 ）＋2x1
 x2
 ＋1，

求：

（1）f（0），f（1），f（2）的值；

（2）f（x）的表达式；

（3）F（x）＝[image: alt]
 （a＞0且a≠1）在（0，+∞）上的最值．

解　（1）在f（x1
 ＋x2
 ）＝f（x1
 ）＋f（x2
 ）＋2x1
 x2
 ＋1中，取x1
 ＝x2
 ＝0，有

f（0＋0）＝f（0）＋f（0）＋1，

所以f（0）＝-1．取x1
 ＝-x2
 ＝1，有

f（-1）＋f（1）＝0．

又f（x）为偶函数，所以f（1）＝f（-1）＝0．从而

f（2）＝f（1）＋f（1）＋2×1×1＋1＝3．

故f（0）＝-1，f（1）＝0，f（2）＝2．

（2）由于

f（x＋（-x））＝f（x）＋f（-x）＋2x（-x）＋1，

以及f（-x）＝f（x），f（0）＝-1，所以f（x）＝x2
 －1．

（3）设

　　g（x）＝（f（x））2
 －2f（x）＝（x2
 －1）2
 －2（x2
 －1）

　　　　　＝x4
 －4x2
 ＋3，

在区间（0，+∞）上，由g′（x）＝4x3
 －8x＞0得x＞[image: alt]
 ．所以g（x）在（0，[image: alt]
 ）上递减，在（[image: alt]
 ，+∞）上递增，即函数y＝g（x）在x＝[image: alt]
 处取得极小值．由于y＝g（x）是单峰函数，所以其极小值为最小值，

g（x）min
 ＝g（[image: alt]
 ）＝（[image: alt]
 ）4
 －4（[image: alt]
 ）2
 ＋3＝-1．

当a＞1时，F（x）min
 ＝F（[image: alt]
 ）＝a－1
 ＝[image: alt]
 ．

当0＜a＜1时，F（x）max
 ＝F（[image: alt]
 ）＝a－1
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本题给出了求抽象函数解析式的一般解法．由于x1
 ，x2
 ∈R，对x1
 ，x2
 多次赋值，得出一些特殊的函数值，然后以这些特殊的函数值为媒介，去求函数的解析式．题中涉及求指数函数和复合函数的最值，先求出指数（f（x））2
 －2f（x）的最值，然后对底数a进行讨论得到结果．

复合函数的单调规律是“同增异减”．令y＝f（u），u＝g（x）．在y＝f（g（x））的定义域内，若y＝f（u）和u＝g（x）具有相同的单调性，则y＝f（g（x））为增函数；若y＝f（u）和u＝g（x）具有相反的单调性，则y＝f（g（x））为减函数．





25．已知函数f（x）＝ax＋lnx，其中a为实常数，设e为自然对数的底数．

（1）当a＝-1时，求f（x）的极值．

（2）若f（x）在区间（0，e］上的最大值为-3，求a的值．

（3）当a＝-1时，试推断方程[image: alt]
 是否有实数解．

解　（1）f′（x）＝（-x＋lnx）′＝-1＋[image: alt]
 ．令f′（x）＝0，得x＝1．当0＜x＜1时，f′（x）＞0，函数f（x）单调递增；当x＞1时，f′（x）＜0，函数f（x）单调递减．故f（x）的极大值为f（1）＝-1．

（2）f′（x）＝a＋[image: alt]
 ．当x∈（0，e］时，[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ．

①　若a≥－[image: alt]
 ，则f′（x）≥0，从而f（x）在（0，e］上是增函数，f（x）max
 ＝f（e）＝ax＋1≥0．不合题意．

②　若a＜-[image: alt]
 ，由f′（x）＞0，得0＜x＜-[image: alt]
 ；由f′（x）＜0，得-[image: alt]
 ＜x≤e．因此f（x）在x＝-[image: alt]
 时取得极大值．由于f（x）是单峰函数，f（x）的极大值即为f（x）的最大值，

[image: alt]


令-1＋[image: alt]
 ＝-3，解得a＝-e2
 ＜-[image: alt]
 ．故a＝-e2
 ．

（3）由（1）的结论知f（x）的极大值为f（1）＝-1．由于f（x）是单峰函数，f（x）的极大值即为f（x）的最大值，所以f（x）＝-x＋lnx≤-1，即lnx≤x－1．令

[image: alt]


①　当0＜x＜2时，有

[image: alt]


②　当x≥2时，

[image: alt]


于是g（x）在［2，+∞）上是增函数，所以

g（x）≥g（2）＝[image: alt]
 （1－ln2）＞0．

综合①，②知，当x＞0时，g（x）＞0，即[image: alt]
 ．故原方程没有实数解．

【解题感悟】　本小题考查函数单调性的判断方法和函数最值的求解方法，考查分类讨论的思想．对于（2），若f（x）在区间（0，e］上的最大值为-3，求a的值．应该从判断函数的单调性入手，注意f′（x）＝a＋[image: alt]
 ，由f′（x）＝0有a＝-[image: alt]
 ，由于[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ，我们分a≥－[image: alt]
 和a＜-[image: alt]
 进行讨论．对于a≥－[image: alt]
 ，显然有f′（x）≥0，函数f（x）在（0，e］上是增函数，不存在最大值，再对a＜-[image: alt]
 进行讨论求解．注意f（x）是单峰函数，f（x）的极大值即为f（x）的最大值．这种方法就是把明显不满足条件的部分迅速排除，而对不明显的部分讨论求解后再作出判断，要注意此方法的应用．对于（3），当0＜x＜2时，以lnx≤x－1作为桥梁，进行适当的放缩，得到[image: alt]
 ；当x≥2时，利用导数和二次函数的性质，也得到[image: alt]
 ．从而得到方程没有实数解的结论．这里的讨论和求解是此题的难点．





26．已知函数[image: alt]
 （a＞0且a≠1）是定义在（-∞，+∞）上的奇函数．

（1）求a的值．

（2）求函数f（x）的值域．

（3）当x∈（0，1］时，t·f（x）≥2x
 －2恒成立，求实数t的取值范围．

解　（1）由函数f（x）是定义在（-∞，+∞）上的奇函数，有f（0）＝0，即1－[image: alt]
 ＝0，解得a＝2．

（2）记y＝f（x），即y＝[image: alt]
 ，所以2x
 ＝[image: alt]
 ．由2x
 ＞0，有[image: alt]
 ＞0，解得-1＜y＜1．所以函数f（x）的值域为（-1，1）．

（3）方法1　不等式t·f（x）≥2x
 －2即为[image: alt]
 ≥2x
 －2．整理，得

（2x
 ）2
 －（t＋1）·2x
 ＋t－2≤0．

设2x
 ＝u，由x∈（0，1］，知u∈（1，2］．所以当x∈（0，1］时，t·f（x）≥2x
 －2恒成立等价于：当u∈（1，2］时，u2
 －（t＋1）u＋t－2≤0恒成立．令

g（u）＝u2
 －（t＋1）u＋t－2，

则有g（1）≤0，g（2）≤0．解得t≥0．

方法2　当x∈（0，1］时，有f（x）≥0．由t·f（x）≥2x
 －2有t≥[image: alt]
 ，即

[image: alt]


恒成立．由h（x）＝2x
 －[image: alt]
 单调递增，有h（x）≤h（1）＝0，故t≥0．

【解题感悟】　对于（1），注意奇函数的定义域为R，一定有f（0）＝0．对于（2），这里是利用反函数的定义域求出原函数的值域，也可以分离变量，y＝1－[image: alt]
 ，由2x
 ＋1∈（1，+∞），求出函数的值域．对于（3），这里给出了两种解法，一种是换元后利用二次函数的性质求解；一种是分离变量，利用恒不等式的解法求解，这两种方法都是常规方法．





27．（2006年江苏卷）设a为实数，函数f（x）＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 的最大值为g（a）．

（1）设t＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，求t的取值范围，并把f（x）表示为t的函数m（t）．

（2）求g（a）．

（3）试求满足g（a）＝[image: alt]
 的所有实数a．

解　（1）令t＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ．要使t有意义，必须1＋x≥0且1－x≥0，即-1≤x≤1．所以

[image: alt]


又t≥0，所以t的取值范围是［[image: alt]
 ，2］．由①得[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


（2）由题意知g（a）即为函数m（t）＝[image: alt]
 at2
 ＋t－a，t∈［[image: alt]
 ，2］的最大值．注意直线t＝-[image: alt]
 是抛物线m（t）＝[image: alt]
 at2
 ＋t－a的对称轴，分以下几种情况讨论：

①　当a＞0时，函数y＝m（t），t∈［[image: alt]
 ，2］的图象是开口向上的抛物线的一段，由t＝-[image: alt]
 ＜0知m（t）在［[image: alt]
 ，2］上单调递增，所以g（a）＝m（2）＝a＋2．

②　当a＝0时，m（t）＝t，t∈［[image: alt]
 ，2］，因此g（a）＝2．

③　当a＜0时，函数y＝m（t），t∈［[image: alt]
 ，2］的图象是开口向下的抛物线的一段．

若t＝-[image: alt]
 ∈［0，[image: alt]
 ］，即a≤-[image: alt]
 ，则g（a）＝m（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ．

若t＝-[image: alt]
 ∈（[image: alt]
 ，2］，即-[image: alt]
 ＜a≤-[image: alt]
 ，则

[image: alt]


若t＝-[image: alt]
 ∈（2，+∞），即-[image: alt]
 ＜a＜0，则

g（a）＝m（2）＝a＋2．

综上所述，有

[image: alt]


（3）①　当a＜-2时，[image: alt]
 ＞-[image: alt]
 ，此时

[image: alt]


由2＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，解得a＝-1－[image: alt]
 ，与a＜-2矛盾．

②　当-2≤a＜-[image: alt]
 ，即-[image: alt]
 ＜[image: alt]
 ≤-[image: alt]
 时，

[image: alt]


由[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 －[image: alt]
 ，解得a＝-[image: alt]
 ，与a＜-[image: alt]
 矛盾．

③　当-[image: alt]
 ≤a≤-[image: alt]
 ，即-[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ≤-[image: alt]
 时，

[image: alt]


④　当-[image: alt]
 ＜a≤-[image: alt]
 时，-2≤[image: alt]
 ＜-[image: alt]
 ，此时

[image: alt]


由-a－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，解得a＝-[image: alt]
 ，与a＞-[image: alt]
 矛盾．

⑤　当-[image: alt]
 ＜a＜0时，[image: alt]
 ＜-2，此时

[image: alt]


由a＋2＝[image: alt]
 ，解得a＝[image: alt]
 －2，与a＞-[image: alt]
 矛盾．

⑥　当a＞0时，[image: alt]
 ＞0，此时

[image: alt]


由a＋2＝[image: alt]
 ＋2，解得a＝±1．由a＞0舍去a＝-1．

综上所述，满足g（a）＝[image: alt]
 的所有实数a为-[image: alt]
 ≤a≤-[image: alt]
 或a＝1．

【解题感悟】　本题综合运用了换元、数形结合、分类讨论等通性解法．题（1）利用了代数换元和数形结合的方法求得了m（t）的表达式．题（2）是在（1）的基础上求m（t）的最值．题（3）是方程问题．题（1）和题（3）都考查了分类讨论的数学思想方法，对学生思维的严密性提出了较高的要求．


[image: alt]
 第三讲

数列的通项的求法

数列在高中数学和高等数学之间起着承上启下的作用，因而它始终是高考命题的热点和重点．根据近几年高考命题的趋势来看，数列的通项公式和递推关系已经成为命题的热点内容，这是因为这类命题既能考查数列的有关概念和性质，又能考查学生的创新能力和抽象概括能力．数列通项的求法一般有：观察法、逐差法、累积法、利用Sn
 和an
 的关系、构造法、数学归纳法、待定系数法等．在解题过程中，要善于观察、猜想，要灵活运用各种方法．

一、观　察　法

1．根据数列的前n项，写出下列数列的一个通项公式：

（1）1，0，1，0，…；

（2）1，1，2，2，3，3，…．

解　（1）1，0，1，0，…可以变形为

[image: alt]


所以an
 ＝[image: alt]
 ．

（2）1，1，2，2，3，3，…可以变形为

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．





2．（2006年广东卷）在德国不来梅举行的第48届世乒赛期间，某商店橱窗里用同样的乒乓球堆成若干堆“正三棱锥”形的展品，其中第1堆只有1层，就一个球；第2，3，4，…堆最底层（第一层）分别按图3-1所示方式固定摆放，从第二层开始，每层的小球自然垒放在下一层之上，第n堆第n层就放一个乒乓球．以f（n）表示第n堆的乒乓球总数，则f（3）＝________，f（n）＝________（答案用n表示）．

[image: alt]


图3-1

解　f（3）表示第3堆乒乓球总数，则

f（3）＝1＋2＋3＋4＝10．

设第n堆的最底层有g（n）个乒乓球，则

g（n）＝1＋2＋3＋…＋n＝[image: alt]
 ．

所以

[image: alt]


【解题感悟】　由给出的前几项求通项公式，其一般方法是通过观察、比较、分析去发现数列各项中的有关元素与项数之间相依变化的规律，并对找出的规律加以归纳、论证，这是“猜想—证明”的前提，在高考中占有比较重要的地位．

二、逐　差　法

3．（2008年江西卷）在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝2，an＋1
 ＝an
 ＋[image: alt]
 ，则an
 ＝（　　）．

A．2＋lnn

B．2＋（n－1）lnn

C．2＋nlnn

D．1＋n＋lnn

解　由题设有

[image: alt]


将以上各式相加，得

[image: alt]


又a1
 ＝2，所以an
 ＝2＋lnn．故选A．





4．（2008年天津卷文科第20题（1），（2））在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，a2
 ＝2，且an＋1
 ＝（1＋q）an
 －qan－1
 （n≥2，q≠0）．

（1）设bn
 ＝an＋1
 －an
 （n∈N*
 ），证明：｛bn
 ｝是等比数列．

（2）求数列｛an
 ｝的通项公式．

证　（1）由题设an＋1
 ＝（1＋q）an
 －qan－1
 （n≥2），得an＋1
 －an
 ＝q（an
 －an－1
 ），即

bn
 ＝qbn－1
 ，n≥2．

又b1
 ＝a2
 －a1
 ＝1，q≠0，所以｛bn
 ｝是首项为1，公比为q的等比数列．

解　（2）由（1）有

a2
 －a1
 ＝1，a3
 －a2
 ＝q，…，an
 －an－1
 ＝qn－2
 （n≥2）．

将以上各式相加，得

an
 －a1
 ＝1＋q＋…＋qn－2
 　（n≥2）．

所以，当n≥2时，

[image: alt]


上式对n＝1显然成立．

【解题感悟】　找出相邻两项之间差的关系，然后累加，这样使得中间的项互相抵消，只剩下首尾两项，再来求an
 ．

三、累　积　法

5．已知数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，

an
 ＝a1
 ＋2a2
 ＋3a3
 ＋…＋（n－1）an－1
 　（n≥2），

求数列｛an
 ｝的通项an
 ．

解　当n≥2时，有

an
 ＝a1
 ＋2a2
 ＋3a3
 ＋…＋（n－1）an－1
 ．

当n≥3时，有

an－1
 ＝a1
 ＋2a2
 ＋3a3
 ＋…＋（n－2）an－2
 ．

两式相减有

an
 －an－1
 ＝（n－1）an－1
 　（n≥3），

即当n≥3时，an
 ＝nan－1
 ．所以[image: alt]
 ＝n．又a1
 ＝1，a2
 ＝a1
 ＝1，所以

[image: alt]


因此[image: alt]


【解题感悟】　找出相邻两项之间商的关系，然后相乘，这样使得中间的一些项能够约分，只剩下第一项的分子和最后一项的分母，再来求an
 ．

四、利用Sn
 和an
 的关系

6．已知数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ＝3n
 ＋b，求数列｛an
 ｝的通项公式．

解　a1
 ＝S1
 ＝3＋b．当n≥2时，

an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ＝2·3n－1
 ．

当b＝-1时，a1
 适合上面等式；当b≠－1时，a1
 不适合上面等式．

故当b＝-1时，an
 ＝2·3n－1
 ；当b≠－1时，

[image: alt]


【解题感悟】　已知数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ，求an
 时要注意两点：

①　对n＝1和n≥2要进行讨论，特别注意公式“an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ”中要求“n≥2”．

②　由Sn
 －Sn－1
 ＝an
 推得的an
 ，验证n＝1时，若a1
 也适合an
 的表达式，则通项公式必须合写；若a1
 不适合an
 的表达式，则通项公式应该写为[image: alt]


五、构　造　法

7．（2006年山东卷理科第22题（1））已知a1
 ＝2，点（an
 ，an＋1
 ）在函数f（x）＝x2
 ＋2x的图象上，其中n＝1，2，3，…，求数列｛an
 ｝的通项．

解　由已知有an＋1
 ＝[image: alt]
 ＋2an
 ，因此

[image: alt]


由a1
 ＝2，有an
 ＋1＞1．对①两边取以10为底的对数，得lg（1＋an＋1
 ）＝2lg（1＋an
 ），即

[image: alt]


故数列｛lg（1＋an
 ）｝是首项为lg（1＋a1
 ）＝lg3，公比为2的等比数列．所以

lg（1＋an
 ）＝2n－1
 lg3＝[image: alt]
 ，

即1＋an
 ＝[image: alt]
 ．故an
 ＝[image: alt]
 －1．

【解题感悟】　由数列的递推关系an＋1
 ＋1＝（an
 ＋1）2
 联想到降次，通过同时对两边取对数，构造出对数数列来解决问题．

六、数学归纳法

8．（2007年天津卷理科第21题（1））在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝2，

an＋1
 ＝λan
 ＋λn＋1
 ＋（2－λ）·2n
 　（n∈N*
 ），

其中λ＞0．求数列｛an
 ｝的通项公式．

解　因为a2
 ＝2λ＋λ2
 ＋（2－λ）·2＝λ2
 ＋22
 ，

a3
 ＝λ（λ2
 ＋22
 ）＋λ3
 ＋（2－λ）·22
 ＝2λ3
 ＋23
 ，

a4
 ＝λ（2λ3
 ＋23
 ）＋λ4
 ＋（2－λ）·23
 ＝3λ4
 ＋24
 ，

所以猜想数列｛an
 ｝的通项公式为

[image: alt]


以下用数学归纳法证明．

当n＝1时，a1
 ＝2，等式①成立．

假设当n＝k时等式①成立，即ak
 ＝（k－1）λk
 ＋2k
 ，则

[image: alt]


所以，当n＝k＋1时等式①也成立．

综上所述，可知等式an
 ＝（n－1）λn
 ＋2n
 对任何n∈N*
 都成立．

【解题感悟】　先计算出前面几项，由此猜测通项公式，再利用数学归纳法予以证明，是从特殊到一般的证明方法．这种方法在求数列的通项时经常用到．此题也可以这样解答：由an＋1
 ＝λan
 ＋λn＋1
 ＋（2－λ）·2n
 （n∈N*
 ），λ＞0，可得

[image: alt]


所以[image: alt]
 为等差数列，其公差为1，首项为0．因此

[image: alt]


故数列｛an
 ｝的通项公式为an
 ＝（n－1）λn
 ＋2n
 （n∈N*
 ）．

七、待定系数法

（一）an
 ＝pan－1
 ＋q型（其中p，q为非零常数）

9．（2006年江西卷理科第22题（1））已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝[image: alt]
 ，且an
 ＝[image: alt]
 （n≥2，n∈N*
 ）．求数列｛an
 ｝的通项公式．

解　由an
 ＝[image: alt]
 （n≥2，n∈N*
 ），有[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ．令bn
 ＝[image: alt]
 ，则有

[image: alt]


设

[image: alt]


其中α为待定系数．对比①，②有α＝-1．因此数列｛bn－1
 ｝是首项为b1
 －1＝-[image: alt]
 ，公比为[image: alt]
 的等比数列．所以

[image: alt]


即bn
 ＝1－[image: alt]
 ．从而an
 ＝[image: alt]
 （n∈N*
 ）．

【解题感悟】　对于这种类型的题目，一般设an
 ＋α＝p（an－1
 ＋α），其中α为待定系数，则数列｛an
 ＋α｝是首项为a1
 ＋α，公比为p的等比数列，然后求其通项．





（二）an
 ＝pan－1
 ＋qn－1
 型（其中p，q为非零常数）

10．（2006年全国卷Ⅰ理科第22题（1））设数列｛an
 ｝的前n项和

[image: alt]


求首项a1
 与通项an
 ．

解　由

[image: alt]


得a1
 ＝S1
 ＝[image: alt]
 a1
 －[image: alt]
 ·4＋[image: alt]
 ，所以a1
 ＝2．再由①有

[image: alt]


将①和②相减，得

an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ＝[image: alt]
 （an
 －an－1
 ）－[image: alt]
 （2n＋1
 －2n
 ），n＝2，3，…．

整理，得

[image: alt]


设

[image: alt]


其中α为待定系数．对比③，④有α＝1，因此数列｛an
 ＋2n
 ｝是首项为a1
 ＋2＝4，公比为4的等比数列，即

an
 ＋2n
 ＝4·4n－1
 ＝4n
 ，n＝1，2，3，…．

所以an
 ＝4n
 －2n
 ，n＝1，2，3，…．

【解题感悟】　对于这种类型的题目，一般设

an
 ＋α·qn
 ＝p（an－1
 ＋α·qn－1
 ），

其中α为待定系数，则数列｛an
 ＋α·qn
 ｝是首项为a1
 ＋α·q，公比为p的等比数列，然后求其通项．

（三）an
 ＝pan－1
 ＋qan－2
 型（其中p，q为非零常数）

11．（2005年天津卷）已知公比为c的等比数列｛an
 ｝的首项a1
 ＝1且满足an
 ＝[image: alt]
 （n＝3，4，…）．

（1）求c的值．

（2）求数列｛nan
 ｝的前n项和Sn
 ．

解　（1）由公比为c的等比数列｛an
 ｝的首项a1
 ＝1有a3
 ＝c2
 ，由an
 ＝[image: alt]
 （n＝3，4，…）有a3
 ＝[image: alt]
 ，因此

c2
 ＝[image: alt]
 ．

解得c＝1或c＝-[image: alt]
 ．

（2）由（1），需要分两种情况讨论．

当c＝1时，数列｛an
 ｝是一个常数列，即an
 ＝1（n∈N*
 ）．这时，数列｛nan
 ｝的前n项和

Sn
 ＝1＋2＋3＋…＋n＝[image: alt]
 ．

当c＝-[image: alt]
 时，设

an
 ＋α·an－1
 ＝β（an－1
 ＋α·an－2
 ），

其中α，β为待定系数．对比an
 ＝[image: alt]
 ，有

β－α＝[image: alt]
 ，α·β＝[image: alt]
 ．

解得α＝-1，β＝-[image: alt]
 ．因此数列｛an
 －an－1
 ｝是首项为a2
 －a1
 ＝-[image: alt]
 ，公比为-[image: alt]
 的等比数列．所以

[image: alt]


利用（二）中的通项的求法，即有

[image: alt]


用错位相减法可以求得

[image: alt]


【解题感悟】　对于这种类型的题目，一般设

an
 ＋α·an－1
 ＝β（an－1
 ＋α·an－2
 ），

其中α，β为待定系数，则数列｛an
 ＋α·an－1
 ｝是首项为a2
 ＋α·a1
 ，公比为β的等比数列，然后求其通项．

（四）an
 ＝pan－1
 ＋qn－1
 ＋rn－1
 型（其中p，q，r为非零常数）

12．（2004年全国卷Ⅱ理科第22题（1））已知数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，且a2k
 ＝a2k－1
 ＋（-1）k
 ，a2k＋1
 ＝a2k
 ＋3k
 ，其中k＝1，2，3，…．求｛an
 ｝的通项公式．

解　由题设有

[image: alt]


设

a2k＋1
 ＋α·3k＋1
 ＋β·（-1）k＋1
 ＝a2k－1
 ＋α·3k
 ＋β·（-1）k
 ，

其中α，β为待定系数，则有

[image: alt]


对比①，②，可以得到α＝-[image: alt]
 ，β＝[image: alt]
 ，故数列

[image: alt]


是首项为-1，公比为1的等比数列．因此

a2k＋1
 －[image: alt]
 ·3k＋1
 ＋[image: alt]
 ·（-1）k＋1
 ＝-1，

即a2k＋1
 ＝[image: alt]
 ·3k＋1
 ＋[image: alt]
 ·（-1）k
 －1．所以

[image: alt]


故当n为奇数时，[image: alt]
 ；当n为偶数时，[image: alt]
 ．

【解题感悟】　对于这种类型的题目，一般设

an
 ＋α·qn
 ＋β·rn
 ＝p（an－1
 ＋α·qn－1
 ＋β·rn－1
 ），

其中α，β为待定系数，则数列｛an
 ＋α·qn
 ＋β·rn
 ｝是首项为a1
 ＋α·q＋β·r，公比为p的等比数列，然后求其通项．


[image: alt]
 第四讲

数列的求和方法

数列的求和方法一般有：公式求和法，分组转换法，错位相减法，裂项相消法，倒序相加法．

一、公式求和法

1．（2005年浙江卷）在（1－x）5
 ＋（1－x）6
 ＋（1－x）7
 ＋（1－x）8
 的展开式中，含x3
 项的系数是（　　）．

A．74

B．121

C．－74

D．－121

解　由于

[image: alt]


（1－x）5
 中的x4
 的系数为[image: alt]
 ＝5，（1－x）9
 中的x4
 的系数为[image: alt]
 ＝126，所以原式中x3
 的系数为5－126＝-121．故选D．

【解题感悟】　题型所给的是等比数列求和的模式，先利用等比数列的求和公式求和，再用二项式展开式的通项公式求解．此题还可以这样求：（1－x）5
 ，（1－x）6
 ，（1－x）7
 ，（1－x）8
 中含x3
 的项的系数分别为-[image: alt]
 ，-[image: alt]
 ，-[image: alt]
 ，-[image: alt]
 ，然后相加得到结果．





2．（2008年山东卷）将数列｛an
 ｝中的所有项按每一行比上一行多一项的规则排成如下数表：

[image: alt]


记表中的第1列数a1
 ，a2
 ，a4
 ，a7
 ，…构成的数列为｛bn
 ｝，b1
 ＝a1
 ＝1，Sn
 为数列｛bn
 ｝的前n项和，且满足

[image: alt]


（1）证明：数列[image: alt]
 成等差数列，并求数列｛bn
 ｝的通项公式．

（2）上表中，若从第3行起，每一行中的数按从左到右的顺序均构成等比数列，且公比为同一个正数，当a81
 ＝-[image: alt]
 时，求上表中第k（k≥3）行所有项的和．

证　（1）由已知，当n≥2时，[image: alt]
 ＝1，又Sn
 ＝b1
 ＋b2
 ＋…＋bn
 ，所以[image: alt]
 ＝1，即[image: alt]
 ＝1．因此

[image: alt]


又S1
 ＝b1
 ＝a1
 ＝1，所以数列[image: alt]
 是首项为1，公差为[image: alt]
 的等差数列．由上可知

[image: alt]


即Sn
 ＝[image: alt]
 ．因此，当n≥2时，

[image: alt]


[image: alt]


解　（2）设题设表中从第3行起每行的公比都为q，且q＞0．因为

1＋2＋…＋12＝[image: alt]
 ＝78，

所以表中第1行至第12行共含有数列｛an
 ｝的前78项，故a81
 在表中第13行第3列．因此

a81
 ＝b13
 ·q2
 ＝-[image: alt]
 ．

又b13
 ＝-[image: alt]
 ，所以q＝2．记表中第k（k≥3）行所有项的和为S，则

[image: alt]


【解题感悟】　注意利用Sn
 求an
 ，其关系是

[image: alt]


二、分组转换法

3．（2007年辽宁卷）已知数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足a1
 ＝2，b1
 ＝1，且

[image: alt]


（1）令cn
 ＝an
 ＋bn
 ，求数列｛cn
 ｝的通项公式．

（2）求数列｛an
 ｝的通项公式及前n项和公式Sn
 ．

解　（1）由题设，得

an
 ＋bn
 ＝（an－1
 ＋bn－1
 ）＋2　（n≥2），

即cn
 ＝cn－1
 ＋2（n≥2）．易知｛cn
 ｝是首项为a1
 ＋b1
 ＝3，公差为2的等差数列，通项公式为cn
 ＝2n＋1．

（2）由题设，得

an
 －bn
 ＝[image: alt]
 （an－1
 －bn－1
 ）　（n≥2）．

令dn
 ＝an
 －bn
 ，则dn
 ＝[image: alt]
 dn－1
 （n≥2）．易知｛dn
 ｝是首项为a1
 －b1
 ＝1，公比为[image: alt]
 的等比数列，通项公式为dn
 ＝[image: alt]
 ．由

[image: alt]


解得[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


即[image: alt]


【解题感悟】　数列｛an
 ｝既不是等差数列，也不是等比数列，我们把它的一项分为两项或三项，使其转化为等差数列或等比数列，再利用公式求和．





4．（2007年湖北卷）已知数列｛an
 ｝和｛bn
 ｝满足：a1
 ＝1，a2
 ＝2，an
 ＞0，bn
 ＝[image: alt]
 （n∈N*
 ），且｛bn
 ｝是以q为公比的等比数列．

（1）证明：an＋2
 ＝an
 q2
 ．

（2）若cn
 ＝a2n－1
 ＋2a2n
 ，证明：数列｛cn
 ｝是等比数列．

（3）求和：[image: alt]
 ．

证　（1）由[image: alt]
 ＝q，有[image: alt]
 ，所以

an＋2
 ＝an
 q2
 　（n∈N*
 ）．

（2）因为an
 ＝an－2
 q2
 ，所以

a2n－1
 ＝a2n－3
 q2
 ＝…＝a1
 q2n－2
 ，

a2n
 ＝a2n－2
 q2
 ＝…＝a2
 q2n－2
 ，

从而

[image: alt]


故｛cn
 ｝是首项为5，以q2
 为公比的等比数列．

解　（3）由（2）得[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


当q＝1时，

[image: alt]


当q≠1时，

[image: alt]


故[image: alt]


【解题感悟】　数列[image: alt]
 既不是等差数列，也不是等比数列，可以把整个数列分为两个部分，使其转化为等差数列或等比数列，再利用公式求和．

三、错位相减法

5．（2007年全国卷Ⅰ）设｛an
 ｝是等差数列，｛bn
 ｝是各项都为正数的等比数列，且a1
 ＝b1
 ＝1，a3
 ＋b5
 ＝21，a5
 ＋b3
 ＝13．

（1）求｛an
 ｝，｛bn
 ｝的通项公式．

（2）求数列[image: alt]
 的前n项和Sn
 ．

解　（1）设｛an
 ｝的公差为d，｛bn
 ｝的公比为q，则依题意有q＞0且

[image: alt]


解得d＝2，q＝2．所以

an
 ＝1＋（n－1）d＝2n－1，bn
 ＝qn－1
 ＝2n－1
 ．

（2）[image: alt]
 ．于是

[image: alt]


[image: alt]


②－①，得

[image: alt]


【解题感悟】　数列[image: alt]
 是由等差数列｛an
 ｝和等比数列[image: alt]
 的乘积组成的，求前n项和Sn
 的方法是：将Sn
 乘以等比数列[image: alt]
 的公比或公比的倒数，然后错位相减求出结果．





6．（2008年全国卷Ⅰ）在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，an＋1
 ＝2an
 ＋2n
 ．

（1）设bn
 ＝[image: alt]
 ．证明：数列｛bn
 ｝是等差数列．

（2）求数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ．

证　（1）因为an＋1
 ＝2an
 ＋2n
 ，所以[image: alt]
 ，即

bn＋1
 ＝bn
 ＋1．

故｛bn
 ｝为公差为1的等差数列．

解　（2）因b1
 ＝1，由（1）可知bn
 ＝n．所以an
 ＝n·2n－1
 ，从而

Sn
 ＝1·20
 ＋2·21
 ＋…＋（n－1）·2n－2
 ＋n·2n－1
 ，

2Sn
 ＝1·21
 ＋2·22
 ＋…＋（n－1）·2n－1
 ＋n·2n
 ．

两式相减，得

Sn
 ＝n·2n
 －1·20
 －21
 －…－2n－1
 ＝n·2n
 －2n
 ＋1．

【解题感悟】　对于（1），注意bn
 ＝[image: alt]
 ，进行整体变换．对于（2），an
 ＝n·2n－1
 ，也是由等差数列和等比数列的乘积组成的，故采用错位相减法．

四、裂项相消法

7．（2006年湖北卷）已知二次函数y＝f（x）的图象经过坐标原点，其导函数为f′（x）＝6x－2，数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，点（n，Sn
 ）（n∈N*
 ）均在函数y＝f（x）的图象上．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式．

（2）设bn
 ＝[image: alt]
 ，Tn
 是数列｛bn
 ｝的前n项和，求使Tn
 ＜[image: alt]
 对所有n∈N*
 都成立的最小正整数m．

解　（1）设这二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx（a≠0），则

f′（x）＝2ax＋b．

由于f′（x）＝6x－2，所以a＝3，b＝-2．因此

f（x）＝3x2
 －2x．

又因为点（n，Sn
 ）（n∈N*
 ）均在函数y＝f（x）的图象上，所以Sn
 ＝3n2
 －2n．当n≥2时，

an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ＝3n2
 －2n－［3（n－1）2
 －2（n－1）］

　＝6n－5．

当n＝1时，a1
 ＝S1
 ＝1．所以，an
 ＝6n－5（n∈N*
 ）．

（2）由（1）得知

[image: alt]


故

[image: alt]


因此，要使[image: alt]
 （n∈N*
 ）成立，m必须且仅须满足[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ，即m≥10．所以满足要求的最小正整数m为10．

【解题感悟】　把数列的通项拆成两项，这样，数列的每一项都可以变成两项之差，在求和时有一些项可以互相抵消，数列的前n项和就变为首尾某些项的和．要注意首尾所保留的项必须是到两端距离对应相等的项．





8．（2008年辽宁卷）在数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝中，a1
 ＝2，b1
 ＝4，且an
 ，bn
 ，an＋1
 成等差数列，bn
 ，an＋1
 ，bn＋1
 成等比数列（n∈N*
 ）．

（1）求a2
 ，a3
 ，a4
 及b2
 ，b3
 ，b4
 ，由此猜测｛an
 ｝，｛bn
 ｝的通项公式，并证明你的结论．

（2）证明：[image: alt]


解　（1）由条件得2bn
 ＝an
 ＋an＋1
 ，[image: alt]
 ＝bn
 bn＋1
 ，因此

a2
 ＝6，b2
 ＝9，a3
 ＝12，b3
 ＝16，a4
 ＝20，b4
 ＝25．

猜测

[image: alt]


下面用数学归纳法证明．

当n＝1时，显然结论①成立．

假设当n＝k时，结论①成立，即ak
 ＝k（k＋1），bk
 ＝（k＋1）2
 ，那么当n＝k＋1时，

[image: alt]


故当n＝k＋1时，结论①也成立．

综上可知，an
 ＝n（n＋1），bn
 ＝（n＋1）2
 对一切正整数都成立．

证　（2）[image: alt]
 ．当n≥2时，由（1）知

an
 ＋bn
 ＝（n＋1）（2n＋1）＞2（n＋1）n．

因此

[image: alt]


综上可知，原不等式成立．

【解题感悟】　这道题考查等差数列、等比数列、数学归纳法、不等式等知识，考查综合运用数学知识进行归纳、总结、推理、论证等能力．注意求出通项中an
 ＋bn
 的表达式后，要进行适当的放缩，才能裂项求和．这是一个难点．

五、倒序相加法

9．求和：[image: alt]
 ．

解　因为[image: alt]
 ，又

[image: alt]


所以

[image: alt]


故Sn
 ＝（n＋1）·2n
 ．

【解题感悟】　把正写的和式反写过来，然后相加，注意组合的性质：[image: alt]
 ．





10．已知lgxy＝a，求lgxn
 ＋lgxn－1
 y＋lgxn－2
 y2
 ＋…＋lgyn
 ．

解　令S＝lgxn
 ＋lgxn－1
 y＋lgxn－2
 y2
 ＋…＋lgyn
 ，又

S＝lgyn
 ＋lgxyn－1
 ＋lgx2
 yn－2
 ＋…＋lgxn
 ，

则有

[image: alt]


因为lgxy＝a，所以[image: alt]
 ．

【解题感悟】　把正写的和式反写过来，然后相加，注意对数的性质：若x＞0，y＞0，则lgx＋lgy＝lgxy．


[image: alt]
 第五讲

三角函数问题的解题方法

三角函数是高中数学的重要内容，它包含三角函数的图象和性质、三角变换和三角函数的综合应用．它是解决数学问题的重要工具，所以成为高考命题的热点，其考题一般为基础题和中档题．

一、三角函数的图象和性质

（一）图象的变换

1．（2008年全国卷Ⅰ）为得到函数[image: alt]
 的图象，只需将函数y＝sin2x的图象（　　）．

A．向左平移[image: alt]
 个长度单位

B．向右平移[image: alt]
 个长度单位

C．向左平移[image: alt]
 个长度单位

D．向右平移[image: alt]
 个长度单位

解　由于

[image: alt]


又[image: alt]
 可由函数y＝sin2x的图象向左平移[image: alt]
 个长度单位得到，故选A．





2．（2008年天津卷）把函数y＝sinx（x∈R）图象上所有点向左平行移动[image: alt]
 个单位长度，再把所得图象上所有点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 （纵坐标不变），得到的图象所表示的函数是（　　）．

A．[image: alt]
 ，x∈R

B．[image: alt]
 ，x∈R

C．[image: alt]
 ，x∈R

D．[image: alt]
 ，x∈R

解　将函数y＝sinx图象上所有点向左平行移动[image: alt]
 个单位长度，得到函数[image: alt]
 的图象；再将图象上所有点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 （纵坐标不变），得到[image: alt]
 ．故选C．





3．（2006年江苏卷）为了得到函数[image: alt]
 ，x∈R的图象，只需把函数y＝2sinx，x∈R的图象上所有的点（　　）．

A．向左平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 （纵坐标不变）

B．向右平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 （纵坐标不变）

C．向左平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标伸长到原来的3倍（纵坐标不变）

D．向右平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标伸长到原来的3倍（纵坐标不变）

解　先将y＝2sinx，x∈R的图象向左平移[image: alt]
 个单位长度，得到函数[image: alt]
 ，x∈R的图象；再把所得图象上各点的横坐标伸长到原来的3倍（纵坐标不变）得到函数[image: alt]
 ，x∈R的图象．故选C．

【解题感悟】　由函数y＝sinx，x∈R的图象经过变换得到函数y＝Asin（ωx＋φ），x∈R．

①　y＝Asinx，x∈R（A＞0且A≠1）的图象可以看做是把y＝sinx，x∈R的图象上的所有点的纵坐标伸长（A＞1）或缩短（0＜A＜1）到原来的A倍而得到的．

②　函数y＝sinωx，x∈R（ω＞0且ω≠1）的图象，可以看做是把y＝sinx，x∈R的图象上的所有点的横坐标缩短（ω＞1）或伸长（0＜ω＜1）到原来的[image: alt]
 倍（纵坐标不变）而得到的．

③　函数y＝sin（x＋φ），x∈R（其中φ≠0）的图象，可以看做是把y＝sinx，x∈R的图象上所有点向左（当φ＞0时）或向右（当φ＜0时）平行移动｜φ｜个单位长度而得到的．

可以先平移变换后伸缩变换，也可以先伸缩变换后平移变换，但是要注意的是：先伸缩再平移时，首先要把x前面的系数提取出来，如题2，也可以这样变换：把函数y＝sinx（x∈R）的图象上所有点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 （纵坐标不变），得到函数y＝sin2x（x∈R）的图象，再向左平移[image: alt]
 个单位长度，得到函数y＝sin2[image: alt]
 （x∈R）的图象，即是[image: alt]
 ，x∈R．





4．（2007年湖北卷）将[image: alt]
 的图象按向量a＝[image: alt]
 平移，则平移后所得图象的解析式为（　　）．

A．y＝2cos[image: alt]
 －2

B．y＝2cos[image: alt]
 ＋2

C．y＝2cos[image: alt]
 －2

D．y＝2cos[image: alt]
 ＋2

解　即是将[image: alt]
 的图象向左平移[image: alt]
 个单位长度，向下平移2个单位长度，平移后所得图象的解析式

[image: alt]


即是y＝2cos[image: alt]
 －2．故选A．

【解题感悟】　此题是将函数的图象按照向量平移得到新的函数的图象，要和三角平移公式加以区别，不要死记公式、生搬硬套，要准确地理解和掌握概念．

（二）性质的运用

5．（2006年福建卷）已知函数f（x）＝2sinωx（ω＞0）在区间[image: alt]
 上的最小值是-2，则ω的最小值等于（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．2

D．3

解　由函数f（x）＝2sinωx（ω＞0）在区间[image: alt]
 上的最小值是-2，此时ωx的取值范围是[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 或[image: alt]
 ．所以ω的最小值等于[image: alt]
 ．故选B．





6．（2006年天津卷）已知函数f（x）＝asinx－bcosx（a，b为常数，a≠0，x∈R）在x＝[image: alt]
 处取得最小值，则函数y＝[image: alt]
 是（　　）．

A．偶函数且它的图象关于点（π，0）对称

B．偶函数且它的图象关于点[image: alt]
 对称

C．奇函数且它的图象关于点[image: alt]
 对称

D．奇函数且它的图象关于点（π，0）对称

解　f（x）＝asinx－bcosx＝[image: alt]
 sin（x－φ）（其中tanφ＝[image: alt]
 ，a，b为常数，a≠0，x∈R）．函数f（x）＝[image: alt]
 sin（x－φ）的周期为2π．由于函数f（x）在x＝[image: alt]
 处取得最小值，不妨设[image: alt]
 ，则函数

[image: alt]


所以y＝[image: alt]
 是奇函数且它的图象关于点（π，0）对称．故选D．





7．（2008年北京卷）已知函数

[image: alt]


的最小正周期为π．

（1）求ω的值．

（2）求函数f（x）在区间[image: alt]
 上的取值范围．

[image: alt]


由于函数f（x）的最小正周期为π，且ω＞0，所以[image: alt]
 ＝π．解得ω＝1．

（2）由（1）得

[image: alt]


当0≤x≤[image: alt]
 时，-[image: alt]
 ≤2x－[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


即0≤[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ．故f（x）在区间[image: alt]
 上的取值范围为[image: alt]
 ．





8．（2008年湖北卷）已知函数[image: alt]
 ，

[image: alt]


（1）将函数g（x）化简成Asin（ωx＋φ）＋B（A＞0，ω＞0，φ∈［0，2π））的形式．

（2）求函数g（x）的值域．

解　（1）由已知，

[image: alt]


因为x∈[image: alt]
 ，所以｜cosx｜＝-cosx，｜sinx｜＝-sinx，从而

[image: alt]


（2）因为π＜x≤[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＜x＋[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ．从而-1≤[image: alt]
 ＜-[image: alt]
 ，因此

[image: alt]


故g（x）的值域为［-[image: alt]
 －2，-3）．

【解题感悟】　三角函数的性质一般有定义域、值域、单调性、奇偶性、周期性、对称性、有界性以及最值．在平常的学习中，要准确、熟练地掌握这些性质，并且在解题时能够灵活运用．

二、三角变换

9．（2008年湖南卷）函数f（x）＝sin2
 x＋[image: alt]
 sinxcosx在区间[image: alt]
 上的最大值是（　　）．

A．1

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．1＋[image: alt]


[image: alt]


当[image: alt]
 ≤x≤[image: alt]
 时，[image: alt]
 ≤2x－[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


因此f（x）在区间[image: alt]
 上的最大值为[image: alt]
 ．故选C．

【解题感悟】　本小题考查和角公式、半角公式，同时考查函数的单调性的运用．





10．（2006年重庆卷）已知α，β∈[image: alt]
 ，sin（α＋β）＝-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝________．

解　由α，β∈[image: alt]
 ，知α＋β∈[image: alt]
 ，β－[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ，所以cos（α＋β）＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．因此，

[image: alt]


【解题感悟】　本小题考查和角公式的运用．在计算过程中，要注意题设中的角度与结论中的角度的差异，努力寻求它们之间的结合点．对题中的角要合理地分拆和组合，其目的是能够把所求的角用已知的角表示．在决定角度的正、余弦值的符号时，一定要注意角度的取值范围．





11．（2006年江苏卷）cot20°cos10°＋[image: alt]
 sin10°tan70°－2cos40°＝________．

[image: alt]


【解题感悟】　本小题考查三角函数的化简和求值．在化简过程中，把异名的三角函数化为同名的三角函数，这里用到了“切化弦”．题中还逆用了和角公式．





12．（2007年重庆卷）设f（x）＝6cos2
 x－[image: alt]
 sin2x．

（1）求f（x）的最大值及最小正周期．

（2）若锐角α满足f（α）＝3－2[image: alt]
 ，求tan [image: alt]
 α的值．

[image: alt]


故f（x）的最大值为2[image: alt]
 ＋3，最小正周期T＝[image: alt]
 ＝π．

（2）由f（α）＝3－2[image: alt]
 ，得

[image: alt]


故[image: alt]
 ＝-1．而0＜α＜[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＜2α＋[image: alt]
 ＜π＋[image: alt]
 ，因此2α＋[image: alt]
 ＝π，即α＝[image: alt]
 π．所以tan [image: alt]
 α＝tan [image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题考查半角公式与和角公式的应用，考查三角函数的求值．求值时要注意对角度范围的讨论．





13．（2005年福建卷）已知-[image: alt]
 ＜x＜0，sinx＋cosx＝[image: alt]
 ．

（1）求sinx－cosx的值．

（2）求[image: alt]
 的值．

解　（1）由sinx＋cosx＝[image: alt]
 ，平方得

sin2
 x＋2sinxcosx＋cos2
 x＝[image: alt]
 ，

即2sinxcosx＝-[image: alt]
 ．所以sinxcosx＝-[image: alt]
 ．从而

（sinx－cosx）2
 ＝1－2sinxcosx＝[image: alt]
 ．

又因为-[image: alt]
 ＜x＜0，所以sinx＜0，cosx＞0，sinx－cosx＜0，因此sinx－cosx＝-[image: alt]
 ．

[image: alt]


【解题感悟】　进行三角变换时，要注意做到“三看”、“四要”．

三看：①看角，化为同角，即将半角变为整个的角，将倍角变为单角；②看名称，化为同“弦”或者同“切”，即把所有的“切”都转化为相应的“弦”，或把所有的“弦”转化为相应的“切”；③看表达式，看式子是否满足三角函数的公式，如果满足就直接使用，如果不满足，就转化角度或转换名称，然后再使用公式．

四要：理解概念要准确，选择公式要恰当，变形转换要等价，解答问题要简练．

三、三角函数的综合应用

14．（2008年江西卷）在△ABC中，∠A，∠B，∠C所对应的边分别为a，b，c，a＝2[image: alt]
 ，tan[image: alt]
 ＋tan[image: alt]
 ＝4，sinBsinC＝cos2
 [image: alt]
 ．求∠A，∠B及b，c．

解　由tan[image: alt]
 ＋tan[image: alt]
 ＝4，得cot[image: alt]
 ＋tan[image: alt]
 ＝4，即

[image: alt]


所以sin[image: alt]
 cos[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即sinC＝[image: alt]
 ．又∠C∈（0，π），所以∠C＝[image: alt]
 或∠C＝[image: alt]
 ．由sinBsinC＝cos2
 [image: alt]
 ，得

[image: alt]


因此cos（B－C）＝1．所以

∠B＝∠C＝[image: alt]
 ，∠A＝π－（∠B＋∠C）＝[image: alt]
 ．

由正弦定理[image: alt]
 ，得

[image: alt]


故∠A＝[image: alt]
 ，∠B＝[image: alt]
 ，b＝c＝2．

【解题感悟】　本小题主要考查三角恒等变换和解三角形．要注意∠A＋∠B＋∠C＝π的应用．





15．（2008年重庆卷）设△ABC的∠A，∠B，∠C的对边分别为a，b，c，且∠A＝60°，c＝3b，求：

（1）[image: alt]
 的值；

（2）cotB＋cotC的值．

解　（1）由余弦定理得

[image: alt]


故[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

（2）方法1

[image: alt]


由正弦定理和（1）的结论，得

[image: alt]


故cotB＋cotC＝[image: alt]
 ．

方法2　由余弦定理及（1）的结论，有

[image: alt]


从而[image: alt]
 ．同理可得

[image: alt]


[image: alt]


因此

[image: alt]


【解题感悟】　本小题主要考查三角函数、解三角形等基础知识．注意题中“切割化弦”的技巧和正、余弦定理的综合运用．





16．（2007年湖北卷）已知△ABC的面积为3，且满足0≤[image: alt]
 ·[image: alt]
 ≤6．设[image: alt]
 和[image: alt]
 的夹角为θ．

（1）求θ的取值范围．

（2）求函数[image: alt]
 的最大值与最小值．

解　（1）设△ABC中∠A，∠B，∠C的对边分别为a，b，c．由△ABC的面积为3，有

[image: alt]


由0≤[image: alt]
 ·[image: alt]
 ≤6，有

[image: alt]


由①，②可得0≤cotθ≤1，所以θ∈[image: alt]
 ．

[image: alt]


因为θ∈[image: alt]
 ，所以2θ－[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ，因此

[image: alt]


故当θ＝[image: alt]
 时，f（θ）max
 ＝3；当θ＝[image: alt]
 时，f（θ）min
 ＝2．

【解题感悟】　本小题主要考查平面向量数量积的计算、解三角形、三角公式、三角函数的性质等基本知识，考查推理和运算能力．在解题过程中，要注意整体地考虑角度的取值范围．





17．（2008年全国Ⅰ）设△ABC的∠A，∠B，∠C所对的边长分别为a，b，c，且acosB－bcosA＝[image: alt]
 c．

（1）求tanAcotB的值．

（2）求tan（A－B）的最大值．

解　（1）在△ABC中，由正弦定理及acosB－bcosA＝[image: alt]
 c，可得

[image: alt]


即sinAcosB＝4cosAsinB，所以tanAcotB＝4．

（2）方法1　由tanAcotB＝4，得tanA＝4tanB＞0．所以

[image: alt]


当且仅当4tanB＝cotB，tanB＝[image: alt]
 ，tanA＝2时，上式等号成立，故当tanA＝2，tanB＝[image: alt]
 时，tan（A－B）的最大值为[image: alt]
 ．

方法2　由tanAcotB＝4，得tanA＝4tanB．所以

[image: alt]


即

4ytan2
 B－3tanB＋y＝0．

因为tanB≠0，所以y≠0．由Δ＝9－16y2
 ≥0，得y≤[image: alt]
 ．故tan（A－B）的最大值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题考查三角恒等变形、解三角形以及利用均值不等式求最值等基础知识和基本方法．注意（2）的方法2，构造以tanB为元的二次方程，利用“Δ≥0”求出tan（A－B）的最大值．在解题时，要多角度、多途径地考虑问题，不囿于思维定势，不拘泥于一个方法，要做到灵活运用知识．





18．（2007年天津卷）已知函数

f（x）＝2cosx（sinx－cosx）＋1，x∈R．

（1）求函数f（x）的最小正周期．

（2）求函数f（x）在区间[image: alt]
 上的最小值和最大值．

解（1）[image: alt]


所以函数f（x）的最小正周期为π．

（2）方法1　因为[image: alt]
 在区间[image: alt]
 上为增函数，在区间[image: alt]
 上为减函数，又

[image: alt]


故函数f（x）在区间[image: alt]
 上的最大值为[image: alt]
 ，最小值为-1．

方法2　作函数[image: alt]
 在长度为一个周期的区间[image: alt]
 上的图象如图5-1所示．由图象得函数f（x）在区间[image: alt]
 上的最大值为[image: alt]
 ，最小值为[image: alt]
 ＝-1．

[image: alt]


图5-1

【解题感悟】　本小题考查三角函数中的诱导公式、特殊角三角函数值、两角差公式、倍角公式、函数y＝Asin（ωx＋φ）的性质等基础知识，考查基本运算能力．

（2）的方法1利用函数的单调性和有界性求出最值，方法2利用数形结合求出最值．





19．（2007年浙江卷）已知△ABC的周长为[image: alt]
 ＋1，且

sinA＋sinB＝[image: alt]
 sinC．

（1）求边AB的长．

（2）若△ABC的面积为[image: alt]
 sinC，求角C的度数．

解　（1）由题意及正弦定理，得

AB＋BC＋AC＝[image: alt]
 ＋1，BC＋AC＝[image: alt]
 AB．

两式相减，得AB＝1．

（2）由△ABC的面积＝[image: alt]
 BC·AC·sinC＝[image: alt]
 sinC，得BC·AC＝[image: alt]
 ．再由（1）及余弦定理，得

[image: alt]


所以∠C＝60°．

【解题感悟】　本小题主要考查解三角形，考查正、余弦定理的综合运用．在解题的过程中，要注意运用整体思维的方法．


[image: alt]
 第六讲

不等式的证明方法

不等式的证明方法灵活多样，综合性比较强，证明时不仅要用到不等式的性质，不等式的证明技能、技巧，有时还要用到其他方面的知识．常见的方法有比较法、综合法、分析法、换元法、反证法、放缩法、数学归纳法、构造法等．

一、比　较　法

1．（2008年江西卷）若0＜a1
 ＜a2
 ，0＜b1
 ＜b2
 ，且a1
 ＋a2
 ＝b1
 ＋b2
 ＝1，则下列代数式中值最大的是（　　）．

A．a1
 b1
 ＋a2
 b2


B．a1
 a2
 ＋b1
 b2


C．a1
 b2
 ＋a2
 b1


D．[image: alt]


解　因为0＜a1
 ＜a2
 ，0＜b1
 ＜b2
 ，且a1
 ＋a2
 ＝b1
 ＋b2
 ＝1，所以

a2
 ＝1－a1
 ＞a1
 ，b2
 ＝1－b1
 ＞b1
 ，

即0＜a1
 ＜[image: alt]
 ，0＜b1
 ＜[image: alt]
 ，以及

a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＝a1
 b1
 ＋（1－a1
 ）（1－b1
 ）＝2a1
 b1
 ＋1－a1
 －b1
 ，

a1
 a2
 ＋b1
 b2
 ＝a1
 （1－a1
 ）＋b1
 （1－b1
 ）＝a1
 ＋b1
 －[image: alt]
 －[image: alt]


a1
 b2
 ＋a2
 b1
 ＝a1
 （1－b1
 ）＋b1
 （1－a1
 ）＝a1
 ＋b1
 －2a1
 b1
 ．

因此

（a1
 b2
 ＋a2
 b1
 ）－（a1
 a2
 ＋b1
 b2
 ）

＝a1
 ＋b1
 －2a1
 b1
 －（a1
 ＋b1
 －[image: alt]
 －[image: alt]
 ）＝（a1
 －b1
 ）2
 ≥0，

即a1
 b2
 ＋a2
 b1
 ≥a1
 a2
 ＋b1
 b2
 ；

[image: alt]


即a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＞a1
 b2
 ＋a2
 b1
 ；

[image: alt]


即a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＞[image: alt]
 ．

综上所述，最大的数应为a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ．故选A．

【解题感悟】　比较法一般有差值比较和商值比较．差值比较的对象是0，当被证的不等式两端是多项式、分式或对数式时，一般作差进行比较，作差后主要通过因式分解、配方或根式有理化进行判断．这题是利用差值比较的典型范例，但是作为选择题，只须赋予特殊值求解即可．





2．已知a＞b＞c＞0，求证：a2a
 ·b2b
 ·c2c
 ＞ab＋c
 ·bc＋a
 ·ca＋b
 ．

证[image: alt]


因为a＞b＞0，所以[image: alt]
 ＞1，a－b＞0．于是[image: alt]
 ＞1．同理，

[image: alt]


因此[image: alt]
 ＞1，即a2a
 ·b2b
 ·c2c
 ＞ab＋c
 ·bc＋a
 ·ca＋b
 ．

【解题感悟】　此题是利用商值比较大小，商值比较的对象是1，当被证的不等式两端含有幂、指数时，一般作商比较．用这种方法时，要注意除式的符号，否则容易出错．由[image: alt]
 ＞1，若B＞0，有A＞B；若B＜0，有A＜B．





3．（2007年湖北卷理科第20题（2））已知定义在正实数集上的函数f（x）＝[image: alt]
 x2
 ＋2ax，g（x）＝3a2
 lnx＋b，其中b＝[image: alt]
 a2
 －3a2
 lna（a＞0）．求证：f（x）≥g（x）（x＞0）．

证　设F（x）＝f（x）－g（x）＝[image: alt]
 x2
 ＋2ax－3a2
 lnx－b（x＞0），则

[image: alt]


故F（x）在（0，a）内为减函数，在（a，+∞）内为增函数．于是函数F（x）在（0，+∞）内的最小值是F（a）＝f（a）－g（a）＝0．因此，当x＞0时，有f（x）－g（x）≥0，即f（x）≥g（x）．

【解题感悟】　此题中，要证明f（x）≥g（x），即是证明f（x）－g（x）≥0．构造函数F（x），使得F（x）＝f（x）－g（x），即证明F（x）的最小值等于零即可．而利用导数能够迅速判断函数的单调性，从而求出函数的最小值．高考试题中，这方面的题目比较多，要注意导数的工具作用．

二、综　合　法

4．设a，b，c＞0，求证：[image: alt]


证[image: alt]


【解题感悟】　综合法证明不等式是根据不等式的性质和用重要不等式来证明不等式．利用综合法证明不等式，可以根据所证不等式中项的系数，不等式两端的结构形式来选取所需要的重要不等式，甚至可以通过等号成立的条件来判断所选择的重要不等式是否合理和正确．此题用到了由重要不等式a2
 ＋b2
 ≥2ab衍生的不等式a2
 ＋b2
 ＋c2
 ≥ab＋bc＋ca，以及重要不等式：若a＞0，b＞0，则a＋b≥2[image: alt]
 ．





5．（2007年重庆卷）若a是1＋2b与1－2b的等比中项，则[image: alt]
 的最大值为（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


证　方法1　由题意，得a2
 ＝1－4b2
 ，即a2
 ＋4b2
 ＝1．由均值不等式有

1＝a2
 ＋4b2
 ≥4｜ab｜，

即｜ab｜≤[image: alt]
 ．因为a2
 ＋4b2
 ＝（｜a｜＋2｜b｜）2
 －4｜ab｜＝1，所以

[image: alt]


由于｜ab｜≤[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ．当a＝[image: alt]
 ，b＝[image: alt]
 或a＝-[image: alt]
 ，b＝-[image: alt]
 时，不等式达到最大值．

故选B．

方法2　由题意，知a，b同号时，[image: alt]
 才有最大值，故

[image: alt]


由a2
 ＋4b2
 ≥4ab，有ab≤[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


当a＝[image: alt]
 ，b＝[image: alt]
 或a＝-[image: alt]
 ，b＝-[image: alt]
 时等号成立．

故选B．

【解题感悟】　方法1揭示了绝对值不等式证明的一般方法，在题中进行恒等变形，利用重要不等式和二次函数解决问题．方法2挖掘了题目的隐含条件：a，b同号，从而快速地去掉绝对值的符号，利用重要不等式直取结果．此题也可以利用三角代换证明．

利用“若a＞0，b＞0，则a＋b≥2[image: alt]
 ”求最值时，必须注意：“一正”——指a，b均为正数；“二定”——指a和b的和为定值；“三相等”——指a＝b．





6．（2006年重庆卷）若a，b，c＞0且a（a＋b＋c）＋bc＝4－2[image: alt]
 ，则2a＋b＋c的最小值为（　　）．

A．[image: alt]
 －1

B．[image: alt]
 ＋1

C．2[image: alt]
 ＋2

D．2[image: alt]
 －2

解　方法1　因为a，b，c＞0且a（a＋b＋c）＋bc＝4－2[image: alt]
 ，所以a2
 ＋ab＋ac＋bc＝4－2[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


即（2[image: alt]
 －2）2
 ≤（2a＋b＋c）2
 ．所以2a＋b＋c≥2[image: alt]
 －2．故选D．

方法2　因为a，b，c＞0，且

a（a＋b＋c）＋bc＝a2
 ＋ab＋ac＋bc＝（a＋b）（b＋c），

则由a（a＋b＋c）＋bc＝4－2[image: alt]
 ，有（a＋b）（b＋c）＝4－2[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


故选D．

【解题感悟】　两种解法都是寻找题设和结论的关系．方法1是把2a＋b＋c当做整体目标，对照题设的结构，转换为把（2a＋b＋c）2
 当做整体目标．在解题的过程中，进行了适当的放缩．方法2是挖掘题目的蕴涵条件，其题设a（a＋b＋c）＋bc＝（a＋b）（b＋c），而目标2a＋b＋c＝（a＋b）＋（b＋c），中间的桥梁显然是重要不等式．两种解法都体现了整体思想的应用．还要注意复合根式的化简，[image: alt]
 ．

三、分　析　法

7．已知a＞b＞0，求证：[image: alt]
 ．

证　要证[image: alt]
 ，只需证

[image: alt]


因为a＞b＞0，所以，只需证[image: alt]
 ，即

[image: alt]


欲证[image: alt]
 ＜1，即证[image: alt]
 ，显然成立．欲证1＜[image: alt]
 ，即证[image: alt]
 ，显然成立．所以有

[image: alt]


以上每一步均可逆，故原不等式成立．

【解题感悟】　分析法的思维是逆向思维．当从条件直接推证不等式的方向不明确时，可以考虑用分析的方法进行证明．分析法和综合法是对立和统一的两个方法，分析法的证明过程，就是综合法分析的过程，综合法是分析法的逆过程．要注意分析法的书写格式，特别注意一定要确保“以上每一步均可逆”．





8．已知x＋y＋z＝1，求证：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≥[image: alt]
 ．

证　因为x＋y＋z＝1，要证x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≥[image: alt]
 ，只需证

3x2
 ＋3y2
 ＋3z2
 ≥（x＋y＋z）2
 ，

即证2x2
 ＋2y2
 ＋2z2
 ≥2xy＋2yz＋2zx，即证

（x－y）2
 ＋（y－z）2
 ＋（z－x）2
 ≥0．

而（x－y）2
 ＋（y－z）2
 ＋（z－x）2
 ≥0显然成立．以上每一步均可逆，故原不等式成立．

【解题感悟】　此题也可以利用比较法和综合法证明．

四、换　元　法

9．已知a，b∈R，且a＋b＝1．求证：

（a＋2）2
 ＋（b＋2）2
 ≥[image: alt]
 ．

证　由于a，b∈R，且a＋b＝1，可以设a＝[image: alt]
 ＋t，b＝[image: alt]
 －t（t∈R），因此

[image: alt]


当且仅当t＝0时，等号成立．





10．已知1≤x2
 ＋y2
 ≤2，求证：[image: alt]
 ≤x2
 ＋xy＋y2
 ≤3．

证　设x＝rcosθ，y＝rsinθ，其中1≤r2
 ≤2，则

x2
 ＋xy＋y2
 ＝r2
 ＋r2
 cosθsinθ＝r2
 [image: alt]
 ．

因此[image: alt]
 ≤x2
 ＋xy＋y2
 ≤[image: alt]
 ．由1≤r2
 ≤2，即有

[image: alt]
 ≤x2
 ＋xy＋y2
 ≤3．

【解题感悟】　换元法是不等式证明的重要变形方法．常见的有三角代换和均值代换．在应用换元法时，要注意新、旧变量的取值范围，换元必须等价，题9用的是均值代换．此题是经典题，还可以用比较法、综合法、分析法、反证法、放缩法和构造函数法等多种方法证明．题10还可以用均值不等式进行证明．

五、反　证　法

11．已知a，b，c∈R，a＋b＋c＝0，abc＝1．求证：a，b，c中至少有一个大于[image: alt]
 ．

证　假设a，b，c都不大于[image: alt]
 ．因为abc＝1＞0，所以，或者a，b，c都为正，或者a，b，c中有1正2负．又因为a＋b＋c＝0，所以a，b，c中只可能1正2负．不妨设a＞0，b＜0，c＜0．由于

b＋c＝-a，bc＝[image: alt]
 ，

可知b，c是方程x2
 ＋ax＋[image: alt]
 ＝0的两个负实根．因0＜a≤[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


说明方程x2
 ＋ax＋[image: alt]
 ＝0无实根，这与题设矛盾．故假设错误，从而原结论成立，即a，b，c中至少有一个大于[image: alt]
 ．

【解题感悟】　用反证法证明不等式，一般有三个步骤：①假设不等式的结论不成立（反设）；②从这个结论出发，经过推理论证，得出矛盾（归谬）；③由此得出假设错误，从而断定原结论成立（断言）．此题中，要注意两点：其一是分析知道a，b，c中有1正2负；其二是构造出以b，c为元的二次方程，判断方程在假设条件下没有实数解．





12．已知a，b，c是△ABC的三边长，求证：a＋b－c，a＋c－b，b＋c－a中至少有一个不大于a，b，c的几何平均数．

证　假设结论不成立，即每一个都大于a，b，c的几何平均数，有

[image: alt]


因此

[image: alt]


而

[image: alt]


即[image: alt]
 ．同理

[image: alt]


所以

[image: alt]


①，②两式矛盾，故假设错误．因此a＋b－c，a＋c－b，b＋c－a中至少有一个不大于a，b，c的几何平均数．

【解题感悟】　用反证法证明不等式，经过推理论证，得出矛盾的结论．这个矛盾可以是与公理、定理发生矛盾，可以是与题设矛盾，也可以是解题过程中得出的结论间的自相矛盾．此题就是结论间的自相矛盾．

六、放　缩　法

13．（2007年四川卷第22题（3））设函数

f（n）＝[image: alt]
 　（n∈N*
 ，且n＞1）．

是否存在a∈N*
 ，使得

[image: alt]


恒成立？若存在，试证明你的结论并求出a的值；若不存在，请说明理由．

解　方法1　对m∈N*
 ，且m＞1，有

[image: alt]


又因[image: alt]
 ＞0（k＝2，3，…，m），所以2＜[image: alt]
 ＜3，从而有2n＜[image: alt]
 ＜3n成立．

故存在a＝2，使得2n＜[image: alt]
 ＜3n恒成立．

方法2　先证2≤[image: alt]
 ＜3（n∈N*
 ）．设an
 ＝[image: alt]
 ，则an＋1
 ＝[image: alt]
 的展开式的通项为

[image: alt]


[image: alt]
 的展开式的通项为

[image: alt]


由于[image: alt]
 （n∈N*
 ，i＝1，2，…，r－1），所以有Tr＋1
 ＜[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ＜[image: alt]
 ，即an
 ＜an＋1
 ．故数列｛an
 ｝是一个递增数列．又因为a1
 ＝2，[image: alt]
 an
 ＝e＜3，所以

2≤an
 ＜e＜3．

故存在a＝2，使得an＜[image: alt]
 ＜（a＋1）n恒成立．

【解题感悟】　此题的实质是证明2＜[image: alt]
 ＜3（m∈N*
 ，m＞1）．注意题中两次用到放缩法：一是

[image: alt]


二是[image: alt]
 ．放缩法是不等式证明的重要变形方法，其依据是不等式的传递性．放缩必须有目标，而且要恰到好处，目标往往要从证明的结论考察．常见的放缩方法有增项、减项，利用分式的性质，利用函数和不等式的性质，等等．

此题以高等数学中的著名数列an
 ＝[image: alt]
 为背景设置问题，也可以利用伯努利不等式证明[image: alt]
 ≥2．在高等数学和高中数学的知识的交汇处命题，是近几年高考命题发展的新趋向．

七、数学归纳法

14．（2007年湖北卷理科第21题（1））已知m为正整数．用数学归纳法证明：当x＞-1时，（1＋x）m
 ≥1＋mx．

证　用数学归纳法证明如下．

①　当m＝1时，有1＋x≥1＋x，原不等式成立．

②　假设当m＝k（k≥1）时，不等式成立，即

（1＋x）k
 ≥1＋kx，x＞-1．

则当m＝k＋1时，由x＞-1，知1＋x＞0，于是在不等式（1＋x）k
 ≥1＋kx两边同乘以1＋x，得

[image: alt]


即m＝k＋1时，不等式成立．

综合①，②，当x＞-1时，（1＋x）m
 ≥1＋mx．

【解题感悟】　涉及正整数的问题，自然联想到用数学归纳法给予证明．用数学归纳法证明题目的步骤是：①验证当n＝n0
 时结论成立（其中n0
 是n取的第一个值）；②假设n＝k（k∈N*
 ，k≥n0
 ）时结论成立，然后证明n＝k＋1时结论成立；③得出结论，综合①，②，得到命题成立．

八、构　造　法

15．设二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c（a＞0），方程f（x）－x＝0的两根为x1
 ，x2
 ，且满足0＜x1
 ＜x2
 ＜[image: alt]
 ．当x∈（0，x1
 ）时，证明：x＜f（x）＜x1
 ．

证　设P1
 （x，0），P2
 （x1
 ，0），P（f（x），0）为数轴上的三个点，P分[image: alt]
 所成的比为λ，即[image: alt]
 ＝λ[image: alt]
 ，则

[image: alt]


因为x－x2
 ＜0，[image: alt]
 ＋（x－x2
 ）＞0，所以λ＞0，即P为[image: alt]
 的内分点．故x＜f（x）＜x1
 ．

【解题感悟】　本题的常规解法是将结论分两步进行作差比较大小而得出结论的．考虑题目结构，用定比分点公式处理问题，显得干脆利落．数学中存在很多模型，在解题的过程中，要善于联想，构造出熟悉的模式，这样，既可以快速解决问题，又可以培养创造性思维．





16．（2007年重庆卷）已知各项均为正数的数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 满足S1
 ＞1，且6Sn
 ＝（an＋1
 ）（an
 ＋2），n∈N*
 ．

（1）求｛an
 ｝的通项公式．

（2）设数列｛bn
 ｝满足[image: alt]
 ，并记Tn
 为｛bn
 ｝的前n项和，求证：3Tn
 ＋1＞log2
 （an
 ＋3），n∈N*
 ．

解　（1）an
 ＝3n－1．（解略）

证　（2）容易求得bn
 ＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


因此

[image: alt]


令[image: alt]
 ，则

[image: alt]


由于

（3n＋3）3
 －（3n＋5）（3n＋2）2
 ＝9n＋7＞0，

故f（n＋1）＞f（n）．因此f（n）≥f（1）＝[image: alt]
 ＞1，从而

3Tn
 ＋1－log2
 （an
 ＋3）＝log2
 f（n）＞0．

故3Tn
 ＋1＞log2
 （an
 ＋3），n∈N*
 ．

【解题感悟】　我们在第二十讲“利用整体思维方法解题”中用整体配对方法解答了这道题，在这里我们构造函数f（n），证明了f（n）为增函数，用f（n）≥f（1）＝[image: alt]
 ＞1解决问题．





17．（2005年福建卷）设a，b∈R，a2
 ＋2b2
 ＝6，则a＋b的最小值是（　　）．

A．－2[image: alt]


B．[image: alt]


C．－3

D．－[image: alt]


解　由a2
 ＋2b2
 ＝6，有[image: alt]
 ，下面利用向量解决问题．

设m＝[image: alt]
 ，n＝（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）．由于｜m·n｜2
 ≤｜m｜2
 ·｜n｜2
 ，所以有

[image: alt]


因此｜a＋b｜≤3，即-3≤a＋b≤3．所以a＋b的最小值是-3．故选C．

【解题感悟】　向量具有代数形式和几何特征的双重身份．构造合适的向量，通过向量的坐标运算，利用公式：

[image: alt]


（其中θ为向量m与n的夹角），以及由它们衍生出来的公式：

｜m·n｜≤｜m｜·｜n｜，

可以巧妙地证明一些不等式．此题利用向量求最小值，还得到一个副产品，同时求出了最大值．


[image: alt]
 第七讲

轮换式不等式的证明方法

有些不等式，将字母轮换后，不改变不等式的形状，而且当且仅当这些字母所取的值相等时，不等式中的等号成立，我们称这类不等式为轮换不等式．下面就竞赛题中的轮换不等式，谈谈其证明方法．

一、“合”

（一）统一分母

1．（2003年美国数学奥林匹克竞赛试题）设a，b，c是正实数，证明：

[image: alt]


分析　对于这种类型的分式不等式，其左边为三个代数式的和，每个代数式包含所有的字母，解题关键在于统一分母．我们根据题目的形式，选取最小的分母，利用放缩法解题．

证　将分子展开变形，需证明的不等式即是

[image: alt]


不妨设a≥b≥c，比较分母的大小，

2a2
 ＋（b＋c）2
 －［2b2
 ＋（c＋a）2
 ］＝（a－b）（a＋b－2c）≥0，

2c2
 ＋（a＋b）2
 －［2b2
 ＋（c＋a）2
 ］＝（c－b）（c＋b－2a）≥0．

所以

2a2
 ＋（b＋c）2
 ≥2b2
 ＋（c＋a）2
 ，2c2
 ＋（a＋b）2
 ≥2b2
 ＋（c＋a）2
 ．

设①式的左边为p，则

[image: alt]


要证明①式成立，即需证

[image: alt]


整理后，即需证

3a2
 ＋8b2
 ＋3c2
 ＋2ac－8ab－8bc≥0．

设f（a）＝3a2
 ＋2（c－4b）a＋8b2
 ＋3c2
 －8bc，由于

[image: alt]


得知f（a）≥0恒成立．以上每一步都可逆，故原不等式成立．

（二）整体思维

2．（2004年中国女子数学奥林匹克竞赛试题）设u，v，w为正实数，满足条件[image: alt]
 ，试求u＋v＋w的最小值．

分析　从题设中抽出与结论最接近的模式，进行整体变形，然后利用平均不等式求解．

解　由已知条件，知[image: alt]
 ，即

[image: alt]


根据柯西不等式，有

[image: alt]


由①，②，得

[image: alt]


整理后即有u＋v＋w≥[image: alt]
 ．注意到②式与③式取得等号的时刻一致，故u＋v＋w的最小值为[image: alt]
 ．

二、“分”

（一）平均分割

3．（2002年加拿大数学奥林匹克试题）证明：对任意的正实数a，b，c，均有[image: alt]
 ．

分析　观察题目的结构，当且仅当a＝b＝c时等号成立，其左边的每一个代数式的分母含有两个字母，故考虑匹配以相应的字母，形成和式，再利用平均不等式证明．

证　因为

[image: alt]


相加整理，即有[image: alt]
 ．

（二）各个击破

4．（1997年美国数学奥林匹克竞赛试题）证明：对所有正实数a，b，c，有[image: alt]
 ．

分析　证明这种类型的分式不等式，其关键在于通分，考虑到不等式取等号的条件是a＝b＝c，此时有a3
 ＝ab2
 ，b3
 ＝ba2
 ，我们采用各个击破的方法．

证　因为

[image: alt]


故

[image: alt]


将上式中的a，b，c分别轮换为b，c，a和c，a，b，再把所得的三个不等式相加，则有

[image: alt]


（三）分步处理

5．（第42届国际数学奥林匹克竞赛试题）对所有正实数a，b，c，证明：[image: alt]
 ．

分析　证明这种类型的分式不等式，其关键也在于通分，但其结构形式复杂，我们不容易把握，故根据证明的目标，利用待定系数法确定分子和分母中字母的指数，然后通分，考虑到等号相等的时刻，分步处理．

证　根据题目模式，设[image: alt]
 （其中p为待定系数），即

a2
 （ap
 ＋bp
 ＋cp
 ）2
 ≥a2p
 （a2
 ＋8bc）．

展开整理后有

[image: alt]


考虑等式成立时a＝b＝c，故

[image: alt]


[image: alt]


②，③相乘后对比①，有[image: alt]
 ，所以p＝[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


将④式中的a，b，c分别轮换为b，c，a和c，a，b，有

[image: alt]


[image: alt]


将④，⑤，⑥相加即有

[image: alt]


三、“变”

（一）三角代换

6．（第18届莫斯科数学奥林匹克竞赛试题）设任意实数x，y满足｜x｜＜1，｜y｜＜1，求证：[image: alt]
 ．

分析　由题设中的｜x｜＜1，｜y｜＜1，自然联想到三角代换．

证　设x＝sinα，y＝sinβ，α，β∈[image: alt]
 ，则需证明的不等式即是

[image: alt]


即需证

[image: alt]


因为

[image: alt]


又1－sinαsinβ－cosαcosβ＝1－cos（α－β）≥0，即

[image: alt]


注意到②式、③式等号成立的时刻一致，所以①式显然成立．故原命题得证．

（二）构造向量

7．（第36届国际数学奥林匹克竞赛试题）设a，b，c为正实数，且abc＝1，求证：[image: alt]
 ．

分析　由abc＝1，联想到1的代换，然后根据题目模式，联想到向量的工具作用，进行整体变换．

证　所证不等式即为

[image: alt]


构造向量，设

[image: alt]


由于m·n≤｜m｜·｜n｜，即（m·n）2
 ≤｜m｜2
 ·｜n｜2
 ，所以有

[image: alt]


因此

[image: alt]


故原命题得证．

（三）增量调节

8．（2003年爱尔兰数学奥林匹克竞赛试题）设T是一个周长为2的三角形，a，b，c为T的三边长，证明：

[image: alt]


分析　由题设有a＋b＋c＝2，当a，b，c的和为定值时，可以考虑利用增量调节．

证　不妨设a≥b≥c，则有a＋b≥[image: alt]
 ，c≤[image: alt]
 ．令

[image: alt]


则

[image: alt]


当且仅当δ＝0时等号成立．故abc＋[image: alt]
 ≥ab＋bc＋ca．


[image: alt]
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利用圆锥曲线的定义解题

圆锥曲线的定义揭示了圆锥曲线的本质特征，有着丰富的内涵，利用定义解题，可以化繁为简，提高解题速度．

一、求轨迹方程

1．如图8-1，已知圆A：（x＋2）2
 ＋y2
 ＝1与点A（-2，0），B（2，0），分别求出满足下列条件的动点P的轨迹方程：

[image: alt]


图8-1

（1）△ABP的周长为10；

（2）圆P过点B（2，0），且与圆A外切（P为动圆圆心）；

（3）圆P与圆A外切且与直线x＝1相切（P为动圆圆心）．

解　（1）由题意有

[image: alt]


故P点的轨迹为椭圆，且a＝3，c＝2，b＝[image: alt]
 ，其椭圆的方程为

[image: alt]


（2）设圆P的半径为r．由题意有｜PA｜＝r＋1，｜PB｜＝r，从而

｜PA｜－｜PB｜＝1．

故P点的轨迹为双曲线的右支，且a＝[image: alt]
 ，c＝2，b＝[image: alt]
 ，其双曲线的方程为[image: alt]
 ．

（3）由题意可以知道动点P到定点A的距离等于到直线x＝2的距离，其轨迹为开口向左的抛物线，且p＝4，其抛物线的方程为y2
 ＝-8x．

【解题感悟】　如果动点的轨迹符合某一曲线的定义，就可以直接写出其轨迹方程．要熟练地掌握椭圆、双曲线、抛物线的定义，对于双曲线，要特别注意其轨迹是一支还是两支的不同情况．





2．（2006年江西卷）已知F1
 ，F2
 为双曲线

[image: alt]


的两个焦点，P为双曲线右支上异于顶点的任意一点，O为坐标原点．给出下面4个命题：

①　△PF1
 F2
 的内切圆的圆心必在直线x＝a上；

②　△PF1
 F2
 的内切圆的圆心必在直线x＝b上；

③　△PF1
 F2
 的内切圆的圆心必在直线OP上；

④　△PF1
 F2
 的内切圆必通过点（a，0）．

其中真命题的代号是________（写出所有真命题的代号）．

解　设△PF1
 F2
 的内切圆分别与PF1
 ，PF2
 切于点A，B，与F1
 F2
 切于点M，则

｜PA｜＝｜PB｜，｜F1
 A｜＝｜F1
 M｜，｜F2
 B｜＝｜F2
 M｜．

又点P在双曲线右支上，所以｜PF1
 ｜－｜PF2
 ｜＝2a，故

｜F1
 M｜－｜F2
 M｜＝2a．

设M点坐标为（x，0），则有

（x＋c）－（c－x）＝2a．

解得x＝a．显然内切圆的圆心与点M的连线垂直于x轴，故①，④正确．

【解题感悟】　利用双曲线的定义解题，同时注意利用圆的平面几何性质．





3．（2007年福建卷）如图8-2，已知点F（1，0），直线l：x＝-1，P为平面上的动点．过P作直线l的垂线，垂足为点Q，且

[image: alt]
 ．

[image: alt]


图8-2

（1）求动点P的轨迹C的方程．

（2）过点F的直线交轨迹C于A，B两点，交直线l于点M，已知

[image: alt]


求λ1
 ＋λ2
 的值．

解　（1）设点P的坐标为（x，y），则Q的坐标为（-1，y）．由[image: alt]
 ，有

（x＋1，0）·（2，-y）＝（x－1，y）·（-2，y）．

化简得C：y2
 ＝4x．

（2）由已知[image: alt]
 得λ1
 ·λ2
 ＜0，且有

[image: alt]


过点A，B分别作准线l的垂线，垂足分别为A1
 ，B1
 ，则由比例性质和抛物线的定义，有

[image: alt]


由①，②得[image: alt]
 ，即λ1
 ＋λ2
 ＝0．

【解题感悟】　此题主要考查直线、抛物线、向量等基础知识，考查轨迹方程的求法．特别要注意研究曲线几何特征，利用曲线的定义解题．

二、在等式与不等式中的应用

4．（2007年天津卷）设椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的左、右焦点分别为F1
 ，F2
 ，A是椭圆上的一点，AF2
 ⊥F1
 F2
 ，原点O到直线AF1
 的距离为[image: alt]
 ｜OF1
 ｜．证明：a＝[image: alt]
 b．

证　由题设AF2
 ⊥F1
 F2
 ，F1
 ，F2
 的坐标分别为（-c，0），（c，0），不妨设点A的坐标为（c，y），其中y＞0．由于点A在椭圆上，有[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．解得[image: alt]
 ．从而得到A的坐标为[image: alt]
 ．过点O作OH⊥AF1
 ，垂足为H，如图8-3．易知△F1
 HO∽△F1
 F2
 A，故

[image: alt]


[image: alt]


图8-3

由椭圆定义得｜AF1
 ｜＋｜AF2
 ｜＝2a，又｜HO｜＝[image: alt]
 ｜OF1
 ｜，所以

[image: alt]


解得｜F2
 A｜＝[image: alt]
 ．而｜F2
 A｜＝[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即a＝[image: alt]
 b．

【解题感悟】　注意原点O到直线AF1
 的距离为[image: alt]
 ｜OF1
 ｜，两个三角形相似是寻求a和b的关系的桥梁．





5．解不等式｜x＋3｜＋｜x－5｜≤10．

解　令y2
 ＝0，则原不等式等价于

[image: alt]


即动点P（x，y）到两个定点（-3，0），（5，0）的距离的和小于或等于10．联想到椭圆的定义，原不等式中x的取值范围即为椭圆

[image: alt]


中的动点P的横坐标的取值范围，即（x－1）2
 ≤25．解得-4≤x≤6．故原不等式的解集为｛x｜-4≤x≤6｝．

【解题感悟】　类比联想，寻找模式，由数轴上的一个动点到两个定点的距离之和联想到椭圆的定义，将数的问题用形来解决．





6．（2008年宁夏卷）解不等式｜x－8｜－｜x－4｜＞2．

解　令y2
 ＝0，则原不等式等价于

[image: alt]


即动点P（x，y）到两个定点（8，0），（4，0）的距离的差大于2．联想到双曲线的定义，原不等式中x的取值范围即为双曲线

[image: alt]


的左支上的动点P（不含曲线和x轴的交点）的横坐标的取值范围，即x＜5．故原不等式的解集为｛x｜x＜5｝．

【解题感悟】　类比联想，寻找模式，由数轴上的一个动点到两个定点的距离之差联想到双曲线的定义，注意只是双曲线的左支且不含曲线和x轴的交点，将数的问题用形来解决．

三、解决求值问题

7．（2007年湖北卷）双曲线C1
 ：[image: alt]
 （a＞0，b＞0）的左准线为l，左焦点和右焦点分别为F1
 和F2
 ；抛物线C2
 的准线为l，焦点为F2
 ，C1
 与C2
 的一个交点为M，则[image: alt]
 等于（　　）．

A．－1

B．1

C．－[image: alt]


D．[image: alt]


解　设点M到l的距离为d，由题意得｜MF2
 ｜＝d．设双曲线的离心率为e，由双曲线的第二定义有｜MF1
 ｜＝ed，由双曲线的第一定义有｜MF1
 ｜－｜MF2
 ｜＝2a，即ed－d＝2a．解得

[image: alt]


所以

[image: alt]


故选A．

【解题感悟】　由焦点、准线，自然联想到双曲线的第二定义．





8．给定A（-2，2），已知B是椭圆[image: alt]
 上的动点，F是左焦点．

（1）求｜AB｜＋[image: alt]
 ｜BF｜的最小值．

（2）求｜AB｜＋｜BF｜的最大值．

解　（1）过点A作椭圆左准线的垂线，垂足为T，交椭圆于点B．因为椭圆的离心率e＝[image: alt]
 ，由椭圆的第二定义有[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即｜BT｜＝[image: alt]
 ｜BF｜，所以

｜AB｜＋[image: alt]
 ｜BF｜＝｜AB｜＋｜BT｜．

由于A，B，T三点共线，此时｜AB｜＋[image: alt]
 ｜BF｜最小，其最小值为｜AT｜＝[image: alt]
 ．

（2）设椭圆的右焦点为F1
 ．由椭圆的第一定义有｜BF｜＋｜BF1
 ｜＝10，所以

｜AB｜＋｜BF｜＝10＋｜AB｜－｜BF1
 ｜，

即需求｜AB｜－｜BF1
 ｜的最大值．由几何意义知道，｜AB｜－｜BF1
 ｜的最大值为｜AF1
 ｜＝[image: alt]
 ，故｜AB｜＋｜BF｜的最大值为10＋[image: alt]
 ．

【解题感悟】　对于（1），注意[image: alt]
 是椭圆离心率的倒数，两条线段首尾相接且共线时，其和最小．对于（2），注意利用第一定义进行转换．





9．定长为4的线段AB的两个端点在抛物线y2
 ＝2x上移动，M为线段AB的中点，求点M到y轴的最短距离．

解　如图8-4，分别过点A，B，M作准线x＝-[image: alt]
 的垂线AC，BD，MN，垂足分别是点C，D，N．由抛物线的定义有｜AF｜＝｜AC｜，｜BF｜＝｜BD｜，因此

[image: alt]


[image: alt]


图8-4

所以

（xM
 ）min
 ＝[image: alt]
 ，

即弦AB通过抛物线y2
 ＝2x的焦点F时，M到y轴的最短距离为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　这个解法不具有一般性，因为等号成立时，动弦通过焦点，即弦的长度大于或等于通径的长度时，可以用这种方法求解；如果弦的长度小于通径的长度，就要建立函数关系，利用函数的单调性求解．


[image: alt]
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圆锥曲线的轨迹方程的探求方法

探求圆锥曲线的轨迹方程在高考试题中经常出现，其常用方法有直接法、定义法、代入法以及参数法．

一、直　接　法

1．（2008年全国卷Ⅰ）双曲线的中心为原点O，焦点在x轴上，两条渐近线分别为l1
 ，l2
 ，经过右焦点F垂直于l1
 的直线分别交l1
 ，l2
 于A，B两点．已知[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 成等差数列，且[image: alt]
 与[image: alt]
 同向．

（1）求双曲线的离心率．

（2）设AB被双曲线所截得的线段的长为4，求双曲线的方程．

解　（1）设｜OA｜＝m－d，｜AB｜＝m，｜OB｜＝m＋d．由勾股定理可得

（m－d）2
 ＋m2
 ＝（m＋d）2
 ．

解得d＝[image: alt]
 m．由于tan∠AOF＝[image: alt]
 ，

[image: alt]


根据倍角公式有

[image: alt]


解得[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．故离心率e＝[image: alt]
 ．

（2）过F的直线方程为y＝-[image: alt]
 （x－c），与双曲线方程[image: alt]
 联立，将a＝2b，c＝[image: alt]
 b代入，再化简后有

[image: alt]


由于AB被双曲线所截得的线段的长为4，所以

[image: alt]


解得b＝3．故所求的双曲线方程为[image: alt]
 ．





2．（2007年湖南卷）已知双曲线x2
 －y2
 ＝2的右焦点为F，过点F的动直线与双曲线相交于A，B两点，点C的坐标是（1，0）．

（1）证明：[image: alt]
 ·[image: alt]
 为常数．

（2）若动点M满足[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 （其中O为坐标原点），求点M的轨迹方程．

证　（1）由条件知F的坐标为（2，0）．设A，B的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）．

当AB与x轴垂直时，可设点A，B的坐标分别为（2，[image: alt]
 ），（2，-[image: alt]
 ），此时

[image: alt]


当AB不与x轴垂直时，设直线AB的方程是y＝k（x－2）（k≠±1）．代入x2
 －y2
 ＝2，有

（1－k2
 ）x2
 ＋4k2
 x－（4k2
 ＋2）＝0．

则x1
 ，x2
 是上述方程的两个实根，且

[image: alt]


于是

[image: alt]


综上所述，[image: alt]
 ·[image: alt]
 为常数-1．

解　（2）方法1　设M的坐标为（x，y），则[image: alt]
 ＝（x－1，y）．由于[image: alt]
 ＝（x1
 －1，y1
 ），[image: alt]
 ＝（x2
 －1，y2
 ），[image: alt]
 ＝（-1，0），根据[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 可以得到

[image: alt]


于是AB的中点坐标为[image: alt]
 ．

当AB不与x轴垂直时，

[image: alt]


即y1
 －y2
 ＝[image: alt]
 （x1
 －x2
 ）．又因为A，B两点在双曲线上，所以

[image: alt]


两式相减得（x1
 －x2
 ）（x1
 ＋x2
 ）＝（y1
 －y2
 ）（y1
 ＋y2
 ），即

（x1
 －x2
 ）（x＋2）＝（y1
 －y2
 ）y．

将y1
 －y2
 ＝[image: alt]
 （x1
 －x2
 ）代入上式，并化简，得x2
 －y2
 ＝4．

当AB与x轴垂直时，x1
 ＝x2
 ＝2，求得M的坐标为（2，0），也满足方程x2
 －y2
 ＝4．

故点M的轨迹方程是x2
 －y2
 ＝4．

方法2　同方法1，得

[image: alt]


当AB不与x轴垂直时，由（1）有

[image: alt]


代入①，有

[image: alt]


当k≠0时，y≠0，两式相除得[image: alt]
 ．将其代入[image: alt]
 ，有

[image: alt]


整理得x2
 －y2
 ＝4．当k＝0时，点M的坐标为（-2，0），满足方程x2
 －y2
 ＝4．

当AB与x轴垂直时，x1
 ＝x2
 ＝2，求得M的坐标为（2，0），也满足方程x2
 －y2
 ＝4．

故点M的轨迹方程是x2
 －y2
 ＝4．

【解题感悟】　如果题目中有明显的等量关系，适用于动点满足的条件容易列出，或者可以利用平面几何知识推出等量关系，求方程时可以利用直接法．这种方法是求曲线方程最基本的方法．

二、定　义　法

3．（2008年湖北卷理科第19题（1））如图9-1，在以点O为圆心，｜AB｜＝4为直径的半圆ADB中，OD⊥AB，P是半圆弧上一点，∠POB＝30°，曲线C是满足[image: alt]
 为定值的动点M的轨迹，且曲线C过点P．建立适当的平面直角坐标系，求曲线C的方程．

[image: alt]


图9-1

解　以O为原点，AB，OD所在直线分别为x轴、y轴，建立平面直角坐标系，如图9-2，则有A（-2，0），B（2，0），D（0，2），P（[image: alt]
 ，1）．依题意，得

[image: alt]


所以曲线C是以原点为中心，A，B为焦点的双曲线．设双曲线C的方程为[image: alt]
 （a＞0，b＞0），则有

[image: alt]


[image: alt]


图9-2

解得a2
 ＝b2
 ＝2．故曲线C的方程为[image: alt]
 ．





4．（2007年北京卷）矩形ABCD的两条对角线相交于点M（2，0），AB边所在直线的方程为x－3y－6＝0，点T（-1，1）在AD边所在直线上．

（1）求AD边所在直线的方程．

（2）求矩形ABCD外接圆的方程．

（3）若动圆P过点N（-2，0），且与矩形ABCD的外接圆外切，求动圆P的圆心的轨迹方程．

解　（1）因为AB边所在直线的方程为x－3y－6＝0，且AD与AB垂直，所以直线AD的斜率为-3．又因为点T（-1，1）在直线AD上，所以AD边所在直线的方程为y－1＝-3（x＋1），即

3x＋y＋2＝0．

（2）由

[image: alt]


解得点A的坐标为（0，-2）．因为矩形ABCD两条对角线的交点为M（2，0），所以M为矩形ABCD外接圆的圆心．又

[image: alt]


所以矩形ABCD外接圆的方程为（x－2）2
 ＋y2
 ＝8．

（3）因为动圆P过点N，所以｜PN｜是该圆的半径．又因为动圆P与圆M外切，所以｜PM｜＝｜PN｜＋2[image: alt]
 ，即

[image: alt]


故点P的轨迹是以M，N为焦点，实轴长为2[image: alt]
 的双曲线的左支．因为实半轴长a＝[image: alt]
 ，半焦距c＝2．所以虚半轴长b＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．从而动圆P的圆心的轨迹方程为[image: alt]
 （x≤-[image: alt]
 ）．

【解题感悟】　如果能够确定动点的轨迹满足某种圆锥曲线的定义，则可以直接利用定义设出圆锥曲线的方程，再利用待定系数法或题中所给的几何条件确定相应的系数，从而写出曲线方程．如果解题时需要建立坐标系，那么选择坐标系的原则是使已知点的坐标尽量地简单．求动点轨迹时应该注意轨迹的纯粹性和完备性，因为在化简的过程中破坏了方程的同解性，要注意挖去多余的点，补上遗漏的点，做到曲线上的点不杂也不漏．

三、代　入　法

5．（2008年安徽卷）设椭圆C：[image: alt]
 （a＞b＞0）过点M（[image: alt]
 ，1），且左焦点为F1
 （-[image: alt]
 ，0）．

（1）求椭圆C的方程．

（2）当过点P（4，1）的动直线l与椭圆C相交于两不同点A，B时，在线段AB上取点Q，满足[image: alt]
 ，证明：点Q总在某定直线上．

解　（1）由题意，

[image: alt]


解得a2
 ＝4，b2
 ＝2．所求椭圆方程为[image: alt]
 ．

（2）方法1　设点Q，A，B的坐标分别为（x，y），（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）．由题设知[image: alt]
 均不为零，记λ＝[image: alt]
 ，则λ＞0且λ≠1．又A，P，B，Q四点共线，从而[image: alt]
 [image: alt]
 ．于是

[image: alt]


从而

[image: alt]


又点A，B在椭圆C上，有

[image: alt]


所以

[image: alt]


故点Q（x，y）总在定直线2x＋y－2＝0上．

方法2　设点Q，A，B的坐标分别为（x，y），（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）．由题设，[image: alt]
 均不为零，且[image: alt]
 ，又P，A，Q，B四点共线，可设[image: alt]
 ，[image: alt]
 （λ≠0，±1），于是

[image: alt]


[image: alt]


由于A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）在椭圆C上，将①，②分别代入方程C：x2
 ＋2y2
 ＝4，整理得

[image: alt]


[image: alt]


④－③得8（2x＋y－2）λ＝0．因为λ≠0，所以2x＋y－2＝0．故点Q（x，y）总在定直线2x＋y－2＝0上．

【解题感悟】　如果动点P（x，y）的变动依赖于另一点Q（a，b），而点Q（a，b）在某一已知曲线f（x，y）＝0上，可以先列出方程f（a，b）＝0，再用x，y表示a，b，然后代入到已知的曲线方程中，即可以得到动点P（x，y）的轨迹方程．

四、消　参　法

6．如图9-3，设OA，OB是过抛物线y2
 ＝2px顶点O的两条弦，且[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，求以OA，OB为直径的两圆的另一个交点P的轨迹．

[image: alt]


图9-3

解　设直线OA的斜率为k，显然k存在且不等于0，则OA的方程为y＝kx．由

[image: alt]


解得A的坐标为[image: alt]
 ．已知[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，所以OA⊥OB，因此OB的方程为y＝-[image: alt]
 x．由

[image: alt]


解得B的坐标为（2pk2
 ，-2pk）．从而OA的中点为A′[image: alt]
 ，OB的中点为B′（pk2
 ，-pk）．所以，以OA，OB为直径的圆的方程分别为

[image: alt]


[image: alt]


因为P（x，y）是异于O点的两圆交点，所以x≠0，y≠0．由①－②，并化简得

[image: alt]


由①＋②，并化简得

[image: alt]


由③有[image: alt]
 ，进一步有[image: alt]
 ，并代入④，得

x2
 ＋y2
 －2px＝0　（x≠0）．

故点P的轨迹为以（p，0）为圆心，p为半径的圆（除去原点）．

【解题感悟】　当动点P（x，y）的坐标之间的关系不容易找到时，可以考虑将x，y用一个或几个参数表示，然后消去参数求轨迹方程．在消去参数时，要选择合理的方法，注意整体思想的运用．“轨迹方程”和“轨迹”是两个不同的概念，前者只写出方程（包括变量的范围），后者除了写出方程（包括变量的范围）外，还要指出曲线的形状、位置、大小等本质特征．


[image: alt]
 第十讲

圆锥曲线中最值问题的探求方法

解析几何中的最值问题是高考考查的重点内容，其考题融合了解析几何、函数和不等式等多方面的知识，有一定的难度．对于这种类型的题目，要寻求合理的方法，优化其解题过程．

一、利用定义

1．（2004年重庆卷）已知双曲线[image: alt]
 （a＞0，b＞0）的左、右焦点分别为F1
 ，F2
 ，点P在双曲线的右支上，且｜PF1
 ｜＝4｜PF2
 ｜，求此双曲线的离心率e的最大值．

解　设P的坐标为（x0
 ，y0
 ）．由双曲线的第一定义有｜PF1
 ｜－｜PF2
 ｜＝2a，又｜PF1
 ｜＝4｜PF2
 ｜，所以

[image: alt]


由双曲线的第二定义有[image: alt]
 ，因此

[image: alt]


由①，②得ex0
 －a＝[image: alt]
 a，即e＝[image: alt]
 ．因x0
 的最小值为a，故离心率e的最大值为[image: alt]
 ．





2．（2006年重庆卷）已知一列椭圆

[image: alt]


若椭圆Cn
 上有一点Pn
 ，使Pn
 到右准线ln
 的距离dn
 是｜Pn
 Fn
 ｜与｜Pn
 Gn
 ｜的等差中项，其中Fn
 ，Gn
 分别是Cn
 的左、右焦点，试证：

[image: alt]


解　如图10-1，由椭圆的定义有｜Pn
 Fn
 ｜＋｜Pn
 Gn
 ｜＝2，又dn
 是｜Pn
 Fn
 ｜与｜Pn
 Gn
 ｜的等差中项，所以dn
 ＝1．设cn
 ＝[image: alt]
 ，则其右准线方程为x＝[image: alt]
 ．由题意，dn
 应满足[image: alt]
 －1≤dn
 ≤[image: alt]
 ＋1，即

[image: alt]


[image: alt]


图10-1

解之得[image: alt]
 ≤cn
 ＜1，即[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ＜1．所以bn
 ≤[image: alt]
 （n≥1）．

【解题感悟】　圆锥曲线的定义反映了其本质属性，其焦点、准线息息相关，由此自然联想到定义．利用定义及其由它生成的几何性质解题，会收到事半功倍的效果．

二、利用三角代换

3．（2006年全国卷Ⅰ）设P是椭圆[image: alt]
 （a＞1）短轴的一个端点，Q为椭圆上的一个动点，求｜PQ｜的最大值．

解　依题意可设P，Q的坐标分别为（0，1），（acosθ，sinθ），θ∈［0，2π），则

[image: alt]


已知a＞1，若a≥[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ≤1，则当sinθ＝[image: alt]
 时，｜PQ｜2
 有最大值[image: alt]
 ，即｜PQ｜的最大值为[image: alt]
 ；若1＜a＜[image: alt]
 ，则当sinθ＝-1时，｜PQ｜的最大值为2．

【解题感悟】　转化方法是数学中的重要思想，而三角变换是其中的主要方法之一．利用三角函数的性质求解析几何中的最值，可以优化解题过程．

三、利用重要不等式

4．（2008年山东卷）已知曲线C1
 ：[image: alt]
 （a＞b＞0）所围成的封闭图形的面积为4[image: alt]
 ，曲线C1
 的内切圆半径为[image: alt]
 ．记C2
 为以曲线C1
 与坐标轴的交点为顶点的椭圆．

（1）求椭圆C2
 的标准方程．

（2）设AB是过椭圆C2
 中心的任意弦，l是线段AB的垂直平分线，M是l上异于椭圆中心的点．①若｜MO｜＝λ｜OA｜（O为坐标原点），当点A在椭圆C2
 上运动时，求点M的轨迹方程．②若M是l与椭圆C2
 的交点，求△AMB的面积的最小值．

解　（1）由题意得

[image: alt]


又a＞b＞0，解得a2
 ＝5，b2
 ＝4．因此所求椭圆的标准方程为

[image: alt]


（2）①　假设AB所在的直线斜率存在且不为零．设AB所在直线方程为y＝kx（k≠0），点A的坐标为（xA
 ，yA
 ）．解方程组

[image: alt]


得[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


设M的坐标为（x，y）．由题意，｜MO｜＝λ｜OA｜（λ≠0），所以

[image: alt]


因为l是AB的垂直平分线，AB过椭圆C2
 中心，所以直线l的方程为y＝-[image: alt]
 x，即k＝-[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


又因为x2
 ＋y2
 ≠0，所以5x2
 ＋4y2
 ＝20λ2
 ，即

[image: alt]


当k＝0或不存在时，上式仍然成立．

综上所述，M的轨迹方程为[image: alt]
 （λ≠0）．

②　当k存在且k≠0时，由①得[image: alt]
 ．设M的坐标为（xM
 ，yM
 ），由

[image: alt]


解得[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


从而

[image: alt]


当且仅当4＋5k2
 ＝5＋4k2
 时等号成立，即k＝±1时等号成立．因此△AMB面积的最小值是S△AMB
 ＝[image: alt]
 ．

当k＝0时，S△AMB
 ＝[image: alt]
 ×2[image: alt]
 ×2＝2[image: alt]
 ＞[image: alt]
 ．

当k不存在时，S△AMB
 ＝[image: alt]
 ×[image: alt]
 ×4＝2[image: alt]
 ＞[image: alt]
 ．

综上所述，△AMB的面积的最小值为[image: alt]
 ．





5．（2007全国卷Ⅰ）已知椭圆[image: alt]
 的左、右焦点分别为F1
 ，F2
 ．过F1
 的直线交椭圆于B，D两点，过F2
 的直线交椭圆于A，C两点，且AC⊥BD，垂足为P．

（1）设P点的坐标为（x0
 ，y0
 ），证明：[image: alt]


（2）求四边形ABCD的面积的最小值．

证　（1）椭圆的半焦距c＝[image: alt]
 ＝1．由AC⊥BD知点P在以线段F1
 F2
 为直径的圆上，故[image: alt]
 ．所以，

[image: alt]


解　（2）当BD的斜率k存在且k≠0时，BD的方程为y＝k（x＋1）．代入椭圆方程[image: alt]
 ，并化简得

（3k2
 ＋2）x2
 ＋6k2
 x＋3k2
 －6＝0．

设B，D的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则

[image: alt]


因此

[image: alt]


由AC⊥BD，知AC的斜率为k′＝-[image: alt]
 ．过F1
 作BD的垂线交椭圆于A′，C′两点，则｜AC｜＝｜A′C′｜，A′C′的方程为y＝k′（x＋1）．类似上述计算，得

[image: alt]


所以四边形ABCD的面积

[image: alt]


当k2
 ＝1时，上式取等号．

当BD的斜率k＝0或斜率不存在时，四边形ABCD的面积

[image: alt]


综上，四边形ABCD的面积的最小值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　在解题过程中，构造利用重要不等式的模型，利用不等式求最值时，要注意验证等号成立的情况．同时，要注意对引入的参数进行讨论．

四、利用向量

6．（2006年全国卷Ⅰ）求抛物线y＝-x2
 上的点到直线4x＋3y－8＝0的距离的最小值．

解　在抛物线y＝-x2
 上任取一点P（x，-x2
 ），在直线4x＋3y－8＝0上任取一点Q（x0
 ，y0
 ），则有

4x0
 ＋3y0
 －8＝0，[image: alt]
 ＝（x0
 －x，x2
 ＋y0
 ）．

由于直线4x＋3y－8＝0的法向量为n＝（4，3），｜[image: alt]
 ·n｜2
 ≤｜[image: alt]
 ｜2
 ·｜n｜2
 ，所以

｜4（x0
 －x）＋3（x2
 ＋y0
 ）｜2
 ≤25｜[image: alt]
 ｜2
 ，

即｜[image: alt]
 ｜≥[image: alt]
 ｜3x2
 －4x＋8｜．容易求得｜3x2
 －4x＋8｜的最小值为[image: alt]
 ，所以｜[image: alt]
 ｜的最小值为[image: alt]
 ．





7．（2005年广东卷）在平面直角坐标系xOy中，抛物线y＝x2
 上异于坐标原点O的两不同动点A，B满足AO⊥BO，如图10-2所示．△AOB的面积是否存在最小值？若存在，请求出最小值；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


图10-2

解　利用向量，由[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ，可设[image: alt]
 ＝（at1
 ，bt1
 ），[image: alt]
 ＝（bt2
 ，-at2
 ）（a＞0，b＞0）．因为A，B点在抛物线y＝x2
 上，所以有

[image: alt]


于是

[image: alt]


因此

[image: alt]


当且仅当a＝b时等号成立．故△AOB的面积的最小值为1．

【解题感悟】　向量是中学数学的一个亮点，它具有“数”和“形”的双重身份，有着特殊的功能．利用向量解决解析几何中的最值问题，简洁、明快．向量的坐标运算及其运算性质

｜m·n｜2
 ≤｜m｜2
 ·｜n｜2


是繁衍不等式关系的母体，题6的解法展示了点到直线的距离的求解过程，揭示了距离的内涵，自然、流畅．

五、利用几何意义

8．（2007年辽宁卷）已知正三角形OAB的三个顶点都在抛物线y2
 ＝2x上，其中O为坐标原点．设圆C是△OAB的外接圆（点C为圆心）．

（1）求圆C的方程．

（2）设圆M的方程为（x－4－7cosθ）2
 ＋（y－7sinθ）2
 ＝1，过圆M上任意一点P分别作圆C的两条切线PE，PF，切点为E，F，求[image: alt]
 ·[image: alt]
 的最大值和最小值．

解　（1）设A，B两点坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）．由题设知

[image: alt]


又因为[image: alt]
 ＝2x1
 ，[image: alt]
 ＝2x2
 ，可得[image: alt]
 ＋2x1
 ＝[image: alt]
 ＋2x2
 ，即

（x1
 －x2
 ）（x1
 ＋x2
 ＋2）＝0．

由x1
 ＞0，x2
 ＞0，知x1
 ＝x2
 ．故A，B两点关于x轴对称，因此圆心C在x轴上．设C点的坐标为（r，0），则A点的坐标为[image: alt]
 ，于是[image: alt]
 ．解得r＝4．所以圆C的方程为（x－4）2
 ＋y2
 ＝16．

（2）设∠ECF＝2α，则

[image: alt]


在Rt△PCE中，[image: alt]
 ．由圆的几何性质，可得

｜PC｜≤｜MC｜＋1＝7＋1＝8，

｜PC｜≥｜MC｜－1＝7－1＝6．

所以[image: alt]
 ≤cosα≤[image: alt]
 ．因此-8≤[image: alt]
 ·[image: alt]
 ≤-[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ·[image: alt]
 的最大值为-[image: alt]
 ，最小值为-8．

【解题感悟】　圆有着丰富的几何性质，在解题的过程中，要善于利用．

六、利用二次函数的性质

9．（2008年北京卷）已知菱形ABCD的顶点A，C在椭圆x2
 ＋3y2
 ＝4上，对角线BD所在直线的斜率为1．

（1）当直线BD过点（0，1）时，求直线AC的方程．

（2）当∠ABC＝60°时，求菱形ABCD面积的最大值．

解　（1）由题意，得直线BD的方程为y＝x＋1．因为四边形ABCD为菱形，所以AC⊥BD．于是可设直线AC的方程为y＝-x＋n．由

[image: alt]


得

4x2
 －6nx＋3n2
 －4＝0．

因为点A和点C在椭圆上，所以Δ＝-12n2
 ＋64＞0．解得

[image: alt]


设点A和点C的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则

[image: alt]


所以y1
 ＋y2
 ＝[image: alt]
 ，即AC的中点坐标为[image: alt]
 ．由四边形ABCD为菱形可知，点[image: alt]
 在直线y＝x＋1上，所以

[image: alt]


解得n＝-2．故直线AC的方程为y＝-x－2，即x＋y＋2＝0．

（2）因为四边形ABCD为菱形，且∠ABC＝60°，所以｜AB｜＝｜BC｜＝｜CA｜．故菱形ABCD的面积S＝[image: alt]
 ｜AC｜2
 ．由（1）可得

[image: alt]


所以

[image: alt]


故当n＝0时，菱形ABCD的面积取得最大值4[image: alt]
 ．

【解题感悟】　二次函数的性质是解决函数中求最值问题的重要工具．

七、利用概率

10．（2005年福建卷）设a，b∈R，a2
 ＋2b2
 ＝6，求a＋b的最小值．

解　利用概率计算．设P｛ξ＝a｝＝[image: alt]
 ，P｛ξ＝2b｝＝[image: alt]
 ，则

[image: alt]


由于E（ξ2
 ）≥（E（ξ））2
 ，所以有[image: alt]
 （a＋b）2
 ≤4，即-3≤a＋b≤3．故a＋b的最小值为-3．





11．设点P（x，y）是椭圆[image: alt]
 上任一点，求x＋y的最大值．

解　利用概率计算．设[image: alt]
 ，则

[image: alt]


由于E（ξ2
 ）≥（E（ξ））2
 ，所以有[image: alt]
 ，即x＋y≤[image: alt]
 ＋1．故x＋y的最大值为[image: alt]
 ＋1．

【解题感悟】　概率是新教材的内容，其期望和方差有着丰富的内涵．我们设离散型随机变量的分布列为P｛ξ＝xk
 ｝＝pk
 ，k＝1，2，…，n，其数学期望为E（ξ），方差为D（ξ），则有

[image: alt]


即E（ξ2
 ）≥（E（ξ））2
 ，当且仅当x1
 ＝x2
 ＝…＝xn
 ＝E（ξ）时等号成立．我们可以利用它解决解析几何中的最值问题．E（ξ）与E（ξ2
 ）是沟通题设与结论的桥梁，构造期望和方差时要注意到它们组合的相容性和完整性．我们在第二十五讲“利用构造模型的方法解题”中利用向量证明了题11，这里利用概率证明了此题．


[image: alt]
 第十一讲

平面几何知识在解析几何中的应用

平面几何与解析几何有着密切的联系，解析几何题目大多有深刻的平面几何背景．平面几何直观、简洁、明快，利用平面几何知识解决解析几何问题，借石攻玉，往往可以化难为易，化繁为简．

一、利用直角三角形和等边三角形的性质

1．（2007年湖南卷）设F1
 ，F2
 分别是椭圆

[image: alt]


的左、右焦点．若在其右准线上存在P，使线段PF1
 的中垂线过点F2
 ，则椭圆离心率的取值范围是（　　）．

[image: alt]


图11-1

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　如图11-1，连结PF2
 ，设右准线l与x轴的交点为Q，则

[image: alt]


由“直角三角形中斜边大于直角边”，有｜PF2
 ｜＞｜F2
 Q｜；当P和Q重合时，有｜PF2
 ｜＝｜F2
 Q｜．所以

[image: alt]


解得[image: alt]
 ，即e∈[image: alt]
 ．故选D．





2．（2007年全国卷Ⅰ）抛物线y2
 ＝4x的焦点为F，准线为l，经过F且斜率为[image: alt]
 的直线与抛物线在x轴上方的部分相交于点A，AK⊥l，垂足为K，则△AKF的面积是（　　）．

[image: alt]


图11-2

A．4

B．3[image: alt]


C．4[image: alt]


D．8

解　如图11-2，由题设有

∠AKF＝∠KFM．

由抛物线的定义，可知｜AF｜＝｜AK｜，所以∠AKF＝∠AFK．因此

[image: alt]


故△AKF为等边三角形．由｜FM｜＝2，∠KFM＝[image: alt]
 ，有｜KF｜＝4．从而

[image: alt]


故选C．

二、利用全等三角形的性质





3．（2007年陕西卷）已知双曲线

[image: alt]


则以C的右焦点为圆心且与C的渐近线相切的圆的半径是（　　）．

A．a

B．b

C．[image: alt]


D．[image: alt]


[image: alt]


图11-3

解　设双曲线的右焦点为F（c，0），右顶点为A（a，0），则一条渐近线l方程为y＝[image: alt]
 x．如图11-3，过点F作FP⊥l，垂足为P，过点A作AQ垂直于x轴，AQ与l交于点Q，则｜AQ｜＝b．因此

[image: alt]


容易得到△OPF≌△OAQ，所以｜FP｜＝｜AQ｜＝b．故选B．





[image: alt]


图11-4

4．（2005年上海卷）已知抛物线y2
 ＝2px（p＞0）的焦点为F，A是抛物线上横坐标为4且位于x轴上方的点，A到抛物线准线的距离等于5，过A作AB垂直于y轴，垂足为B，OB的中点为M，如图11-4．

（1）求抛物线方程．

（2）过M作MN⊥FA，垂足为N，求点N的坐标．

[image: alt]


图11-5

（3）以M为圆心，｜MB｜为半径作圆M，当K（m，0）是x轴上一动点时，讨论直线AK与圆M的位置关系．

解　（1）容易求得抛物线方程为y2
 ＝4x．

（2）由（1）知A（4，4），F（1，0），B（0，4），M（0，2）．此题即为这样的平面几何题：如图11-5，在直角梯形ABOF中，AB∥FO，AB＝4，OF＝1，BM＝MO＝2，过点M作MN⊥AF于N，求点N到OB的距离和点N到OF的距离．

由面积公式知道，

[image: alt]


因此S△AMF
 ＝5，即AF·MN＝10．又AF＝5，所以MN＝2，因此

△MOF≌△MNF．

所以NF＝1．延长OF至C，使OC＝BA，易知tan∠AFC＝[image: alt]
 ．所以N到OB的距离为[image: alt]
 ，点N到OF的距离为[image: alt]
 ，即点N的坐标为[image: alt]
 ．

（3）由题设知圆M与OC相切于O，又｜MN｜＝｜MO｜＝2，所以点N在圆M上．又MN⊥AF，所以AF为圆M的切线．结合图形可以知道：当m＝1时，直线AK与圆M相切；当m＞1时，直线AK与圆M相离；当m＜1时，直线AK与圆M相交．

三、利用三角形的中位线和梯形的中位线的性质

5．（2005年辽宁卷）已知椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的左、右焦点分别是F1
 （-c，0），F2
 （c，0），Q是椭圆外的动点，满足[image: alt]
 ＝2a．点P是线段F1
 Q与该椭圆的交点，点T在线段F2
 Q上，并且满足[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，｜[image: alt]
 ｜≠0．

[image: alt]


图11-6

（1）设x为点P的横坐标，证明：[image: alt]


（2）求点T的轨迹C的方程．

证　（1）略．

解　（2）如图11-6，连结PF2
 ．由椭圆的定义有｜PF1
 ｜＋｜PF2
 ｜＝2a，又知｜F1
 Q｜＝2a，所以

｜PQ｜＝｜PF2
 ｜．

由题设有[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，｜[image: alt]
 ｜≠0，所以PT⊥QF2
 ．故｜QT｜＝｜TF2
 ｜．连结TO，则TO为△QF1
 F2
 的中位线，所以｜TO｜＝[image: alt]
 ｜QF1
 ｜＝a．从而点T的轨迹C的方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ．





6．在坐标平面上运动的抛物线（开口方向可任意）过定点A（-1，0），B（1，0），原点到其准线的距离恒等于2，求抛物线的焦点的轨迹方程．

解　如图11-7，设抛物线的焦点为F（x，y）．因为原点到其准线的距离恒等于2，所以其抛物线的准线是以原点为圆心，2为半径的圆的切线l，其切点是M．过A，B分别引直线l的垂线，垂足分别为C，D，连结OM，则OM⊥l．由抛物线的定义得

[image: alt]


图11-7

｜AF｜＝｜AC｜，｜BF｜＝｜BD｜．

因为AC∥BD∥OM，所以四边形ABDC为梯形．由｜OA｜＝｜OB｜，知OM为梯形ABDC的中位线，所以

｜OM｜＝[image: alt]
 （｜AC｜＋｜BD｜），

即｜AC｜＋｜BD｜＝4＞｜AB｜．所以

｜FA｜＋｜FB｜＝｜AB｜＋｜CD｜＝4，

即F点的轨迹是以A，B为焦点的椭圆（除去长轴的端点），其轨迹方程为[image: alt]
 （y≠0）．

四、利用平行线分线段成比例或相似三角形的性质

7．（2004年湖南卷）如图11-8，过抛物线x2
 ＝4y的对称轴上任一点P（0，m）（m＞0）作直线与抛物线交于A，B两点，点Q是点P关于原点的对称点．设点P分有向线段[image: alt]
 所成的比为λ，证明：

[image: alt]


分析　首先考虑如何用一个向量表示[image: alt]
 －λ[image: alt]
 ，使之具体化．我们抽掉坐标系，如图11-9，过点A作AE∥PQ，延长BQ交AE于点E．由于P是[image: alt]
 的内分点，知λ＞0．显然有

[image: alt]


[image: alt]


图11-8

因此[image: alt]
 ＝-λ[image: alt]
 ．如果点D是线段AE的中点，则有

[image: alt]


再来证明[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ．

换个角度思考，我们可以先作[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ，再证点D是线段AE的中点．由[image: alt]
 ＝λ[image: alt]
 ，点A，B在抛物线x2
 ＝4y上和P（0，m），可以设A，B的坐标分别为（2t，t2
 ），[image: alt]
 ．从而将此题转化为平面几何题：在直角梯形ABFD中，BF∥AD，BF⊥FD，｜AD｜＝t2
 ＋m，｜BF｜＝[image: alt]
 ＋m，P是线段AB上一点，且满足[image: alt]
 ＝λ，过P作PQ⊥FD于Q，｜PQ｜＝2m，连结BQ且延长交AD于E．证明：｜AD｜＝｜DE｜．

[image: alt]


图11-9

证　过点B作BM⊥AD于M，交PQ于N，则有[image: alt]
 ＝λ＋1，即

[image: alt]


解得t2
 ＝mλ．因此

｜AD｜＝t2
 ＋m＝m（λ＋1）．

由△EDQ∽△BFQ，有

[image: alt]


所以｜AD｜＝｜ED｜．回到原题中，即有2[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －λ[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ⊥（[image: alt]
 －λ[image: alt]
 ）．

五、利用圆的性质

8．（2005年天津卷）某人在一山坡P处观看对面山顶上的一座铁塔，如图11-10所示，塔高BC＝80米，塔所在的山高OB＝220米，OA＝200米，图中所示的山坡可视为直线l且点P在直线l上，l与水平地面的夹角为α，tanα＝[image: alt]
 ．试问此人距水平地面多高时，观看塔的视角∠BPC最大（不计此人的身高）？

[image: alt]


图11-10

解　建立如图11-11所示的坐标系，延长PA交y轴于点M．此题即是在直线MA上找一点P，使得∠BPC最大．由平面几何的知识容易知道，过B，C的圆和MA相切时的切点即为使得∠BPC最大的P点．已知tan∠xAP＝[image: alt]
 ，｜OA｜＝200米，则有｜OM｜＝100米，因此｜MB｜＝320米，｜MC｜＝400米．由切割线定理有

[image: alt]


图11-11

｜MP｜2
 ＝｜MB｜·｜MC｜，

解得｜MP｜＝160[image: alt]
 米．又sin∠xAP＝[image: alt]
 ，故此人距水平地面的距离为

[image: alt]






[image: alt]


图11-12

9．（2005年浙江卷）如图11-12，已知椭圆的中心在坐标原点，焦点F1
 ，F2
 在x轴上，长轴A1
 A2
 的长为4，左准线l与x轴的交点为M，｜MA1
 ｜∶｜A1
 F1
 ｜＝2∶1．

（1）求椭圆的方程．

（2）若直线l1
 ：x＝m（｜m｜＞1），P为l1
 上的动点，使∠F1
 PF2
 最大的点P记为Q，求点Q的坐标（用m表示）．

解　（1）由定义容易求出椭圆方程为[image: alt]
 ．

（2）设直线l1
 与x轴的交点为N，仿题8，有

｜NQ｜2
 ＝｜NF1
 ｜·｜NF2
 ｜＝｜m－1｜·｜m＋1｜＝m2
 －1．

从而｜NQ｜＝±[image: alt]
 ，故点Q的坐标为（m，±[image: alt]
 ）．





[image: alt]


图11-13

10．设点P（4，2）是圆C：x2
 ＋y2
 －24x－28y－36＝0内的一个定点，圆上的动点A，B满足∠APB＝90°，求弦AB的中点M的轨迹方程．

解　圆C的标准方程为

（x－12）2
 ＋（y－14）2
 ＝376．

则圆心C的坐标为（12，14）．如图11-13，连结MP，MC，AC．由平面几何知识“直角三角形的斜边上的中线等于斜边的一半”，有

[image: alt]


由垂径定理有CM⊥AB，则在Rt△AMC中，由勾股定理有

[image: alt]


由①，②有

｜MC｜2
 ＋｜MP｜2
 ＝376．

设M点的坐标为（x，y），则

（x－12）2
 ＋（y－14）2
 ＋（x－4）2
 ＋（y－2）2
 ＝376．

整理后有x2
 ＋y2
 －16x－16y－8＝0．故弦AB的中点M的轨迹方程为x2
 ＋y2
 －16x－16y－8＝0．





11．（2005年湖北卷）设A，B是椭圆3x2
 ＋y2
 ＝λ上的两点，点N（1，3）是线段AB的中点，线段AB的垂直平分线与椭圆相交于C，D两点．

（1）确定λ的取值范围，并求直线AB的方程．

（2）试判断是否存在这样的λ，使得A，B，C，D四点在同一个圆上？并说明理由．

解　（1）由点N（1，3）在椭圆内部，有3×12
 ＋32
 ＜λ，即λ＞12．容易求出直线AB的方程为x＋y－4＝0．

（2）假设存在这样的λ，使得A，B，C，D四点在同一个圆上，由平面几何知识知道，若｜NC｜·｜ND｜＝｜NA｜·｜NB｜，则A，B，C，D四点共圆．下面给出证明．

[image: alt]


图11-14

如图11-14，由于｜NC｜·｜ND｜＝｜NA｜·｜NB｜，有

[image: alt]


所以△NAC∽△NDB，因此

∠A＝∠D．

假如A，B，C，D四点不共圆，则过B，C，D三点可以作一个圆．设此圆与AB交于A′点，则∠CA′B＝∠D．显然有∠CA′B＞∠A（若A点在圆的内部，则∠CA′B＜∠A），这与∠A＝∠D矛盾．所以假设错误，从而A点必在过B，C，D三点所作的圆上．因此只须在解析几何里证明｜NC｜·｜ND｜＝｜NA｜·｜NB｜即可．

因为线段CD垂直平分线段AB于N点，容易求出直线CD的方程为x－y＋2＝0．由高中数学课本（必修）第二册（上）第55页知道，直线CD和直线AB的参数方程分别为

[image: alt]


将直线CD的参数方程和椭圆方程3x2
 ＋y2
 ＝λ联立求解，整理后得方程

（3cos2
 α＋sin2
 α）t2
 ＋6（cosα＋sinα）t＋12－λ＝0．

因此

[image: alt]


同理，将直线AB的参数方程和椭圆方程联立，可得

[image: alt]


由于｜t1
 ｜＝｜NC｜，｜t2
 ｜＝｜ND｜，｜t3
 ｜＝｜NA｜，｜t4
 ｜＝｜NB｜，所以

｜NC｜·｜ND｜＝｜NA｜·｜NB｜．

故当λ＞12时，A，B，C，D四点共圆．





12．已知点列Pn
 （an
 ，bn
 ）（n∈N*
 ）满足P1
 （[image: alt]
 ，-1）且

[image: alt]


（1）写出过点P1
 ，P2
 ，P3
 的圆M的方程．

（2）判断点Pn
 （n≥4）与圆M的位置关系，并证明你的结论．

（3）过点A（0，[image: alt]
 ）引直线l与圆M相交于B，C（B在A，C中间）两点，设[image: alt]
 ＝λ[image: alt]
 ，求λ的取值范围．

解　（1）容易得到圆M的方程是x2
 ＋y2
 ＝[image: alt]
 （解略）．

（2）计算得P4
 [image: alt]
 在圆M上，猜想点Pn
 （n≥4）在圆M上，用数学归纳法证明（解略）．

（3）常规方法是：设出直线的参数方程，求得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，再利用[image: alt]
 ＝λ[image: alt]
 求λ．在这里我们利用平面几何的知识解题．

如图11-15，设圆M与y轴相交于D，E两点，AT是圆M的切线．由平面几何中的切割线定理，可得

｜AT｜2
 ＝｜AB｜·｜AC｜＝｜AD｜·｜AE｜＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图11-15

由题设[image: alt]
 ＝λ[image: alt]
 ，有λ＞0．因此

λ·｜AC｜2
 ＝[image: alt]
 ．

所以λ＝[image: alt]
 ．注意当点C与点E重合时，｜AC｜有最大值[image: alt]
 ；当点C趋近于点T时，｜AC｜的值趋近于[image: alt]
 ．于是[image: alt]
 ．故

[image: alt]
 ≤λ＜1．


[image: alt]
 第十二讲

立体几何中角度的求解方法

立体几何中的角度有：异面直线所成的角，直线和平面所成的角，二面角的平面角．

一、两条异面直线所成的角的求法

求两条异面直线所成角，一般有直接法和向量法．

（一）直接法

1．（2008年天津卷）如图12-1，在四棱锥P-ABCD中，底面ABCD是矩形．已知AB＝3，AD＝2，PA＝2，PD＝2[image: alt]
 ，∠PAB＝60°．

[image: alt]


图12-1

（1）证明：AD⊥平面PAB．

（2）求异面直线PC与AD所成角的大小．

证　（1）在△PAD中，由题设PA＝2，AD＝2，PD＝2[image: alt]
 ，可得

PA2
 ＋AD2
 ＝PD2
 ．

于是AD⊥PA．在矩形ABCD中，知AD⊥AB，又PA∩AB＝A，所以AD⊥平面PAB．

解　（2）由题设，BC∥AD，所以∠PCB（或其补角）是异面直线PC与AD所成的角．在△PAB中，由余弦定理得

[image: alt]


由（1）知AD⊥平面PAB，又PB⊂平面PAB，所以AD⊥PB．因而BC⊥PB，于是△PBC是直角三角形．所以

[image: alt]


故异面直线PC与AD所成的角的大小为arctan[image: alt]
 ．





2．（2006年福建卷第18题（1），（2））如图12-2，四面体ABCD中，O，E分别为BD，BC的中点，

CA＝CB＝CD＝BD＝2，AB＝AD＝[image: alt]
 ．

（1）求证：AO⊥平面BCD．

（2）求异面直线AB与CD所成角的大小．

[image: alt]


图12-2

证　（1）连结OC．因为BO＝DO，AB＝AD，所以

AO⊥BD．

因为BO＝DO，BC＝CD，所以

CO⊥BD．

在△AOC中，由已知可得AO＝1，CO＝[image: alt]
 ，而AC＝2，所以

AO2
 ＋CO2
 ＝AC2
 ．

所以∠AOC＝90°，即AO⊥OC．又因为BD∩OC＝O，所以AO⊥平面BCD．

解　（2）取AC的中点M，连结OM，ME，OE．由E为BC的中点知ME∥AB，OE∥DC，故直线OE与EM所成的锐角就是异面直线AB与CD所成的角．在△OME中，

EM＝[image: alt]
 AB＝[image: alt]
 ，OE＝[image: alt]
 DC＝1，

又OM是直角△AOC斜边AC上的中线，知OM＝[image: alt]
 AC＝1，所以由余弦定理可得cos∠OEM＝[image: alt]
 ．

故异面直线AB与CD所成角的大小为arccos[image: alt]
 ．

【解题感悟】　一般是通过平移来确定异面直线所成的角．平移时要充分考虑作出中位线或平行四边形，然后通过解三角形来完成．注意到上述的两题中给出了比较多的线段的长度，可考虑用勾股定理去判断线线垂直．

（二）向量法

3．（2008年全国卷Ⅰ）等边三角形ABC与正方形ABDE有一公共边AB，二面角C-AB-D的余弦值为[image: alt]
 ，M，N分别是AC，BC的中点，则EM，AN所成角的余弦值等于________．

解　方法1　如图12-3，设AB＝2，作CO⊥面ABDE，OH⊥AB，则CH⊥AB，∠CHO为二面角C-AB-D的平面角．由等边△ABC知CH＝[image: alt]
 ，所以

OH＝CH·cos∠CHO＝1．

[image: alt]


图12-3

再结合等边△ABC与正方形ABDE，可知此四棱锥为正四棱锥．因此

AN＝EM＝CH＝[image: alt]
 ，

由于[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


故EM，AN所成角的余弦值为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图12-4

方法2　以O为坐标原点，建立如图12-4所示的直角坐标系．设AB＝2，则有A（-1，-1，0），B（1，-1，0），E（-1，1，0），C（0，0，[image: alt]
 ），[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


从而[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，以及

｜[image: alt]
 ｜＝｜[image: alt]
 ｜＝[image: alt]
 ．

故EM，AN所成角的余弦值为

[image: alt]






4．（2006年广东卷第17题（2））如图12-5，AF，DE分别是⊙O，⊙O1
 的直径，AD与两圆所在的平面均垂直，AD＝8．BC是⊙O的直径，AB＝AC＝6，OE∥AD．求直线BD与EF所成的角．

[image: alt]


图12-5

解　以O为原点，BC，AF，OE所在直线为坐标轴，建立空间直角坐标系，如图12-5所示，则有O（0，0，0），A（0，-3[image: alt]
 ，0），B（3[image: alt]
 ，0，0），D（0，-3[image: alt]
 ，8），E（0，0，8），F（0，3[image: alt]
 ，0）．所以，

[image: alt]


[image: alt]


设异面直线BD与EF所成角为α，则

[image: alt]


故直线BD与EF所成的角为arccos[image: alt]
 ．

【解题感悟】　①　若两条异面直线a，b的方向向量分别为m，n，则当m与n的夹角不大于90°时，异面直线a，b所成的角θ与m和n的夹角相等；当m与n的夹角大于90°时，异面直线a，b所成的角θ与m和n的夹角互补．故异面直线a，b所成的角

[image: alt]


②　用空间向量解决立体几何问题，首先要建立适当的空间直角坐标系，其原则是要使已知点的坐标尽量地简单．

③　注意题3的两种解法都是利用向量解的，方法1是利用平面向量，方法2是利用空间向量．

二、直线和平面所成的角的求法

求直线和平面所成的角，一般有直接法和向量法．

（一）直接法

5．（2008年全国Ⅰ）已知三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 的侧棱与底面边长都相等，A1
 在底面ABC内的射影为△ABC的中心，则AB1
 与底面ABC所成角的正弦值等于（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由题意知三棱锥A1
 -ABC为正四面体，设棱长为a，则AB1
 ＝[image: alt]
 a，棱柱的高

[image: alt]


（即点B1
 到底面ABC的距离）．所以AB1
 与底面ABC所成角的正弦值为[image: alt]
 ．故选B．





6．（2006年四川卷）在三棱锥O-ABC中，三条棱OA，OB，OC两两互相垂直，且OA＝OB＝OC，M是AB边的中点，则OM与平面ABC所成的角的大小是________（用反三角函数表示）．

[image: alt]


图12-6

解　如图12-6，设OA＝a．在三棱锥O-ABC中，三条棱OA，OB，OC两两互相垂直，且OA＝OB＝OC，M是AB边的中点，则

AB＝BC＝CA＝[image: alt]
 a，

[image: alt]


以及O点在底面的射影为底面△ABC的中心．因此

[image: alt]


而[image: alt]
 ，所以OM与平面ABC所成角θ的正切是[image: alt]
 ．故二面角大小是arctan[image: alt]
 ．





7．（2007年湖北卷）如图12-7，在三棱锥V-ABC中，VC⊥底面ABC，AC⊥BC，D是AB的中点，且AC＝BC＝a，∠VDC＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图12-7

（1）求证：平面VAB⊥平面VCD．

（2）当角θ变化时，求直线BC与平面VAB所成的角的取值范围．

证　（1）因为AC＝BC＝a，所以△ACB是等腰三角形．又D是AB的中点，所以CD⊥AB．而VC⊥底面ABC，所以VC⊥AB．于是

AB⊥平面VCD．

又由于AB⊂平面VAB，所以平面VAB⊥平面VCD．

解　（2）过点C在平面VCD内作CH⊥VD于H，则由（1）知CH⊥平面VAB．连结BH，于是∠CBH就是直线BC与平面VAB所成的角．由于△ACB是等腰直角三角形，AC＝BC＝a，可知CD＝[image: alt]
 a．那么，在Rt△CHD中，有

CH＝CD·sinθ＝[image: alt]
 asinθ．

设∠CBH＝φ，则在Rt△BHC中有CH＝asinφ．因此

[image: alt]
 sinθ＝sinφ．

因为0＜θ＜[image: alt]
 ，所以0＜sinθ＜1，于是0＜sinφ＜[image: alt]
 ．又由于0≤φ≤[image: alt]
 ，所以0＜φ＜[image: alt]
 ．故直线BC与平面VAB所成角的取值范围为（0，[image: alt]
 ）．

【解题感悟】　求直线和平面所成角的步骤是：①作出斜线与其射影所成的角；②证明所作的角就是所求的角；③常在垂线、斜线、射影所组成的直角三角形中求出角的大小．

（二）向量法

8．（2007年全国卷Ⅰ）四棱锥S-ABCD中，底面ABCD为平行四边形，侧面SBC⊥底面ABCD．已知∠ABC＝45°，AB＝2，BC＝2[image: alt]
 ，SA＝SB＝[image: alt]
 ．

（1）证明：SA⊥BC．

（2）求直线SD与平面SAB所成角的大小．

[image: alt]


图12-8

证　（1）作SO⊥BC，垂足为O，连结AO．由侧面SBC⊥底面ABCD，得SO⊥平面ABCD．因为SA＝SB，所以AO＝BO．又∠ABC＝45°，所以AOB为等腰直角三角形，AO⊥OB．如图12-8，以O为坐标原点，OA为x轴正向，建立直角坐标系O-xyz，则有A（[image: alt]
 ，0，0），B（0，[image: alt]
 ，0），C（0，-[image: alt]
 ，0），D（[image: alt]
 ，-2[image: alt]
 ，0），S（0，0，1）．因此[image: alt]
 ＝（[image: alt]
 ，0，-1），[image: alt]
 ＝（0，2[image: alt]
 ，0），于是

[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ×0＋0×2[image: alt]
 ＋（-1）×0＝0．

所以SA⊥BC．

解　（2）取AB的中点E，则E的坐标为[image: alt]
 ．连结SE，取SE的中点G，连结OG，则G的坐标为[image: alt]
 ．于是

[image: alt]


而[image: alt]
 ＝（-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，0）．所以

[image: alt]


即OG与平面SAB内两条相交直线SE，AB垂直，因此

OG⊥平面SAB．

设[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角为α，SD与平面SAB所成的角为β，则α与β互余．由于[image: alt]
 ＝（-[image: alt]
 ，2[image: alt]
 ，1），所以

[image: alt]


因此sinβ＝[image: alt]
 ．故直线SD与平面SAB所成的角为arcsin[image: alt]
 ．





9．（2007年浙江卷）在如图12-9所示的几何体中，EA⊥平面ABC，DB⊥平面ABC，AC⊥BC，AC＝BC＝BD＝2AE，M是AB的中点．

（1）求证：CM⊥EM．

（2）求CM与平面CDE所成的角．

证　（1）如图12-9，以点C为坐标原点，以CA，CB分别为x轴和y轴，过点C作与平面ABC垂直的直线为z轴，建立直角坐标系C-xyz．设EA＝a，则有A（2a，0，0），B（0，2a，0），C（0，0，0），D（0，2a，2a），E（2a，0，a），M（a，a，0）．于是

[image: alt]
 ＝（-a，a，-a），[image: alt]
 ＝（a，a，0）．

所以[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，即EM⊥CM．

[image: alt]


图12-9

解　（2）设向量n＝（1，y0
 ，z0
 ）与平面CDE垂直，则n⊥[image: alt]
 ，n⊥[image: alt]
 ，即

n·[image: alt]
 ＝0，n·[image: alt]
 ＝0．

由于[image: alt]
 ＝（2a，0，a），[image: alt]
 ＝（0，2a，2a），所以

[image: alt]


解得y0
 ＝2，z0
 ＝-2，即n＝（1，2，-2）．因此

[image: alt]


由于直线CM与平面CDE所成的角θ是n与[image: alt]
 夹角的余角，所以θ＝45°．

故直线CM与平面CDE所成的角是45°．

【解题感悟】　设直线a的方向向量和平面α的法向量分别为m，n，则当m与n的夹角不大于90°时，直线a和平面α所成的角θ与m和n的夹角的余角相等；当m与n的夹角大于90°时，直线a和平面α所成的角θ与m和n的夹角的补角的余角相等．故直线a和平面α所成的角

[image: alt]


判断线面垂直关系可以建立坐标系，但要确保建立坐标系的合理性．

三、二面角的平面角的求法

二面角的平面角的求法一般有定义法、三垂线法、向量法，以及利用公式法，其公式为异面直线上两点间的距离公式和[image: alt]
 ．

（一）定义法

10．在三棱锥S-ABC中，∠SAB＝∠SAC＝∠ACB＝90°，AC＝2，BC＝[image: alt]
 ，SB＝[image: alt]
 ．

（1）证明：SC⊥BC．

（2）求侧面SBC与底面ABC所成二面角的大小．

证　（1）利用三垂线定理即可得证（证明略）．

解　（2）如图12-10，由题设有BC⊥AC，由（1）有BC⊥SC，因此∠SCA是侧面SBC与底面ABC所成二面角的平面角．在Rt△SCB中，由BC＝[image: alt]
 ，SB＝[image: alt]
 ，有SC＝4．在Rt△SAC中，由AC＝2，SC＝4，有

∠SCA＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图12-10

所以侧面SBC与底面ABC所成二面角为[image: alt]
 ．





11．（2008年湖南卷）如图12-11，四棱锥P-ABCD的底面ABCD是边长为1的菱形，∠BCD＝60°，E是CD的中点，PA⊥底面ABCD，PA＝[image: alt]
 ．

（1）证明：平面PBE⊥平面PAB．

（2）求二面角A-BE-P的大小．

证　（1）如图12-11，连结BD．由ABCD是菱形且∠BCD＝60°，知BCD是等边三角形．因为E是CD的中点，所以BE⊥CD．又AB∥CD，所以

BE⊥AB．

[image: alt]


图12-11

由于PA⊥平面ABCD，BE⊂平面ABCD，所以

PA⊥BE．

而PA∩AB＝A，因此BE⊥平面PAB．又BE⊂平面PBE，所以平面PBE⊥平面PAB．

解　（2）由（1）知，BE⊥平面PAB，所以PB⊥BE，AB⊥BE．因此∠PBA是二面角A-BE-P的平面角．在Rt△PAB中，tan∠PBA＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以∠PBA＝60°．故二面角A-BE-P的大小为60°．

【解题感悟】　利用二面角的平面角的定义，以二面角的棱上的任意一点为端点，在二面角的两个半平面内作垂直于棱的两条射线，这两条射线所成的角就是二面角的平面角．一般易作不易求，但是有些题目可以从某些特殊点出发构造平面角，借助图形解决问题．

（二）三垂线法

12．（2008年陕西卷）三棱锥被平行于底面ABC的平面所截得的几何体如图12-12所示，截面为A1
 B1
 C1
 ，∠BAC＝90°，A1
 A⊥平面ABC，A1
 A＝[image: alt]
 ，AB＝[image: alt]
 ，AC＝2，A1
 C1
 ＝1，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

（1）证明：平面A1
 AD⊥平面BCC1
 B1
 ．

（2）求二面角A-CC1
 -B的大小．

证　（1）因为A1
 A⊥平面ABC，BC⊂平面ABC，所以

A1
 A⊥BC．

[image: alt]


图12-12

在Rt△ABC中，AB＝[image: alt]
 ，AC＝2，所以BC＝[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 ，可知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


于是△DBA∽△ABC，所以∠ADB＝∠BAC＝90°，即

AD⊥BC．

又A1
 A∩AD＝A，所以BC⊥平面A1
 AD．因为BC⊂平面BCC1
 B1
 ，所以平面A1
 AD⊥平面BCC1
 B1
 ．

解　（2）如图12-13，作AE⊥C1
 C交C1
 C于E点，连结BE．由已知得AB⊥平面ACC1
 A1
 ，所以AE是BE在面ACC1
 A1
 内的射影．由三垂线定理知BE⊥CC1
 ，所以∠AEB是二面角A-CC1
 -B的平面角．过C1
 作C1
 F⊥AC交AC于F点，则

[image: alt]


图12-13

CF＝AC－AF＝1，

C1
 F＝A1
 A＝[image: alt]
 ，

因此∠C1
 CF＝60°．在Rt△AEC中，

AE＝ACsin60°＝[image: alt]
 ．

在Rt△BAE中，

[image: alt]


所以∠AEB＝arctan[image: alt]
 ，即二面角A-CC1
 -B为arctan[image: alt]
 ．





13．（2008年浙江卷）如图12-14，矩形ABCD和梯形BEFC所在平面互相垂直，BE∥CF，∠BCF＝∠CEF＝90°，AD＝[image: alt]
 ，EF＝2．

（1）求证：AE∥平面DCF．

（2）当AB的长为何值时，二面角A-EF-C的大小为60°？

[image: alt]


图12-14

证　（1）过点E作EG⊥CF交CF于G，连结DG，可得四边形BCGE为矩形．又ABCD为矩形，所以AD[image: alt]
 EG．从而四边形ADGE为平行四边形，于是

AE∥DG．

由于AE⊄平面DCF，DG⊂平面DCF，所以AE∥平面DCF．

解　（2）过点B作BH⊥EF交FE的延长线于H，连结AH．由平面ABCD⊥平面BEFC，AB⊥BC，得AB⊥平面BEFC．从而由三垂线定理有AH⊥EF．所以∠AHB为二面角A-EF-C的平面角．在Rt△EFG中，EG＝AD＝[image: alt]
 ，EF＝2，所以

∠CFE＝60°，FG＝1．

又因为∠CEF＝90°，即CE⊥EF，所以

CF＝2EF＝4，BE＝CG＝CF－FG＝3．

于是

BH＝BE·sin∠BEH＝BE·sin∠CFE＝[image: alt]
 ．

由于AB＝BH·tan∠AHB＝[image: alt]
 tan∠AHB，所以当AB为[image: alt]
 时，二面角A-EF-C的大小为60°．

【解题感悟】　利用三垂线定理或三垂线定理的逆定理，确定二面角的平面角．注意其步骤：一作二证三计算．当然，这些题目也可以利用向量法解之．

（三）向量法

14．（2008年全国卷Ⅱ）如图12-15，正四棱柱ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，AA1
 ＝2AB＝4，点E在CC1
 上且C1
 E＝3EC．

（1）证明：A1
 C⊥平面BED．

（2）求二面角A1
 -DE-B的大小．

证　（1）以D为坐标原点，射线DA为x轴的正半轴，建立如图12-15所示的直角坐标系D-xyz．依题设，有B（2，2，0），C（0，2，0），D（0，0，0），E（0，2，1），A1
 （2，0，4）．于是

[image: alt]


图12-15

[image: alt]


因此[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，即

A1
 C⊥BD，A1
 C⊥DE．

又DB∩DE＝D，故A1
 C⊥平面DBE．

解　（2）设向量n＝（x，y，z）是平面DA1
 E的法向量，则n⊥[image: alt]
 ，n⊥[image: alt]
 ，即n·[image: alt]
 ＝0，n·[image: alt]
 ＝0．所以

[image: alt]


令y＝1，则z＝-2，x＝4，所以n＝（4，1，-2）．又〈n，[image: alt]
 〉等于二面角A1
 -DE-B的平面角，

[image: alt]


故二面角A1
 -DE-B的大小为arccos[image: alt]
 ．





15．（2007年宁夏卷）如图12-16，在三棱锥S-ABC中，侧面SAB与侧面SAC均为等边三角形，∠BAC＝90°，O为BC的中点．

（1）证明：SO⊥平面ABC．

（2）求二面角A-SC-B的余弦值．

[image: alt]


图12-16

证　（1）由题设，AB＝AC＝SB＝SC＝SA．连结OA，由于△ABC为等腰直角三角形，所以

OA＝OB＝OC＝[image: alt]
 SA，

且AO⊥BC．又△SBC为等腰三角形，所以SO⊥BC，且

SO＝[image: alt]
 SA．

从而OA2
 ＋SO2
 ＝SA2
 ．所以△SOA为直角三角形，SO⊥AO．又AO∩BO＝O，所以SO⊥平面ABC．

解　（2）由（1）知SO⊥AO，以O为坐标原点，射线OB，OA分别为x轴、y轴的正半轴，建立如图12-16所示的空间直角坐标系O-xyz．设B的坐标为（1，0，0），则有C（-1，0，0），A（0，1，0），S（0，0，1）．于是SC的中点为M（-[image: alt]
 ，0，[image: alt]
 ），且

[image: alt]


及[image: alt]
 ＝（-1，0，-1）．所以

[image: alt]


即MO⊥SC，MA⊥SC．故〈[image: alt]
 ，[image: alt]
 〉等于二面角A-SC-B的平面角．而

[image: alt]


所以二面角A-SC-B的余弦值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意平面和平面所成角的向量公式：设平面α和平面β的法向量分别为m和n，则二面角与m，n的夹角θ相等或互补．当二面角α-l-β大于[image: alt]
 时，二面角的大小为π－arccos[image: alt]
 ；当二面角α-l-β小于或等于[image: alt]
 时，二面角的大小为arccos[image: alt]
 ．

（四）利用公式

Ⅰ．利用异面直线上的两点间的距离公式

16．同题14（2）．

解　如图12-17，过点A1
 ，B分别作DE的垂线，垂足分别为M，N，则二面角A1
 -DE-B的大小等于异面直线A1
 M与BN所成的角θ．容易得到

[image: alt]


[image: alt]


图12-17

根据异面直线上的两点间的距离公式，得

[image: alt]


所以二面角A1
 -DE-B的大小为arccos[image: alt]
 ．





17．在四面体P-ABC中，PC⊥平面ABC，AB＝BC＝CA＝PC＝1，求二面角B-AP-C的大小．

[image: alt]


图12-18

解　如图12-18，设PA的中点为D，连结CD，则有CD⊥PA．作BE⊥PA于E．由PC⊥平面ABC，AB＝BC＝CA＝PC＝1，有PA＝PB＝[image: alt]
 ，CD＝AD＝[image: alt]
 ．在等腰△PAB中，由余弦定理可以计算出

[image: alt]


从而[image: alt]
 ，

DE＝AD－AE＝[image: alt]
 ．

由于DE是两条异面直线CD和BE的公垂线，所以两条异面直线CD和BE所成的角的大小即是二面角B-AP-C的平面角大小．设二面角B-AP-C的平面角为θ，由异面直线上的两点间距离公式有

BC2
 ＝CD2
 ＋BE2
 ＋DE2
 －2CD·BE·cosθ．

解得cosθ＝[image: alt]
 ．故θ＝arccos[image: alt]
 ．

【解题感悟】　两条异面直线所成的角或者两条异面直线所成的角的补角的大小，就是这两条异面直线分别和它们的公垂线所构成的两个平面所成的二面角的平面角的大小．在解题的过程中，关键是找到两条异面直线的公垂线．





Ⅱ．利用公式[image: alt]


18．同第17题．

[image: alt]


图12-19

解　如图12-19，作BH⊥AC于H，连结PH．由PC⊥平面ABC，有平面PAC⊥平面ABC．又BH⊥AC，所以BH⊥平面PAC．故△PAH是△PAB在平面PAC的射影三角形．又

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 ．故θ＝arccos[image: alt]
 ．





19．如图12-20，已知矩形APBQ中，AP＝9，BP＝3，M，N是边BQ的三等分点，分别过点M，N作BQ的垂线，交线段AB于点D，C．沿着MD，NC将矩形折为正三棱柱，如图12-21所示，求平面BCD和平面BMN所成的角的余弦值．

[image: alt]


图12-20

[image: alt]


图12-21

解　在△BCD中，容易求出

[image: alt]


[image: alt]


则BC边上的高为

[image: alt]


所以

[image: alt]


又△BMN是等边三角形，

[image: alt]


设平面BCD和平面BMN所成的角为θ，则

[image: alt]


【解题感悟】　求二面角的平面角，可以利用多边形面积和其射影面积的关系式[image: alt]
 ，其中θ是多边形所在面和其射影面所成的角．对于多边形的面积和其射影多边形的面积比较容易求出时，或者是对于二面角的棱没有给出时，用这种方法比较方便．

第19题也可以先找出公共棱，即延长CD且与NM的延长线相交于点E，连结BE，则BE就是两个平面的公共棱，再去寻找二面角的平面角．

对立体几何中的折叠问题，解题时要注意折叠前后的变量和不变量．不变量一般在折叠前的图形中解决；变量一般在折叠后的图形中解决．


[image: alt]
 第十三讲

立体几何中距离的求法

立体几何中的距离有：点到平面的距离、直线和平面的距离（直线和平面平行）、平面和平面的距离（平面和平面平行）、两条异面直线的距离．求解距离时要注意运用化归思想和转化思想，一般是：面面距离→线面距离→点面距离→点点距离．我们这里主要介绍两条异面直线的距离和点到平面的距离的求法．

一、异面直线的距离

求异面直线的距离一般有直接法、转换法和向量法．

1．（2005年重庆卷）如图13-1，在三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，AB⊥侧面BB1
 C1
 C，E为棱CC1
 上异于C，C1
 的一点，EA⊥EB1
 ．已知AB＝[image: alt]
 ，BB1
 ＝2，BC＝1，∠BCC1
 ＝[image: alt]
 ，求异面直线AB与EB1
 的距离．

[image: alt]


图13-1

解　方法1　因为AB⊥面BB1
 C1
 C，故AB⊥BE．又EB1
 ⊥EA，且EA在面BB1
 CC1
 内的射影为EB，由三垂线定理的逆定理知EB1
 ⊥BE．因此BE是异面直线AB与EB1
 的公垂线．在平行四边形BB1
 C1
 C中，设EB＝x，则EB1
 ＝[image: alt]
 ．如图13-2，作BD⊥CC1
 ，交CC1
 于D，则

BD＝BC·sin[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图13-2

在△BEB1
 中，由面积关系得

[image: alt]


即（x2
 －1）（x2
 －3）＝0．解之得x＝±1，x＝±[image: alt]
 （负根舍去）．当x＝[image: alt]
 时，在△BCE中，

CE2
 ＋12
 －2CE·cos[image: alt]
 ＝3，

解之得CE＝2．故此时E与C1
 重合，不符合题意，舍去x＝[image: alt]
 ．因此x＝1，即异面直线AB与EB1
 的距离为1．

方法2　由于AE⊥EB1
 ，得[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0．又AB⊥面BB1
 C1
 C，得AB⊥EB1
 ，即[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0．所以

[image: alt]


即[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ．因此线段BE是异面直线AB与EB1
 的公垂线．如图13-3，设O是BB1
 的中点，连结EO及OC1
 ．在Rt△BEB1
 中，

EO＝[image: alt]
 BB1
 ＝OB1
 ＝1，

在△OB1
 C1
 中，B1
 C1
 ＝1，∠OB1
 C1
 ＝[image: alt]
 ，所以△OB1
 C1
 是正三角形．因此

OC1
 ＝OB1
 ＝1．

[image: alt]


图13-3

由于

∠OC1
 E＝∠B1
 C1
 C－∠B1
 C1
 O＝[image: alt]
 π－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

所以△OC1
 E是正三角形，C1
 E＝1．故CE＝1．易见△BCE也是正三角形，从而BE＝1，即异面直线AB与EB1
 的距离是1．

方法3　如图13-4，以B为原点，[image: alt]
 ，[image: alt]
 分别为y轴、z轴建立空间直角坐标系．由于BC＝1，BB1
 ＝2，AB＝[image: alt]
 ，∠BCC1
 ＝[image: alt]
 ，则在三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中有B（0，0，0），A（0，0，[image: alt]
 ），B1
 （0，2，0），[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

[image: alt]


图13-4

可设E的坐标为[image: alt]
 ．由EA⊥EB1
 ，知

[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，

即

[image: alt]


解得a＝[image: alt]
 或a＝[image: alt]
 （舍去）．故E的坐标为[image: alt]
 ，而

[image: alt]


所以BE⊥EB1
 ．又AB⊥面BCC1
 B1
 ，故AB⊥BE．因此BE是异面直线AB，EB1
 的公垂线．由于[image: alt]
 ，故异面直线AB，EB1
 的距离为1．

【解题感悟】　方法1直接证明了BE是异面直线AB，EB1
 的公垂线，方法2利用平面向量证明了BE是异面直线AB，EB1
 的公垂线，方法3利用空间向量证明BE是异面直线AB，EB1
 的公垂线，然后分别求出BE的长度．对于异面直线的距离，高考中只要求会计算已经给出公垂线时的距离．

二、点到平面的距离

求点到平面的距离一般有直接法、等积法和向量法．

（一）直接法

2．（2006年天津卷）如图13-5，在正三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，AB＝1．若二面角C-AB-C1
 的大小为60°，则点C到平面ABC1
 的距离为________．

[image: alt]


图13-5

解　过C作CD⊥AB，D为垂足，连结C1
 D，则C1
 D⊥AB，∠C1
 DC＝60°，

[image: alt]


在△CC1
 D中，过C作CE⊥C1
 D．由三垂线定理容易证明CE⊥AB．故CE⊥平面ABC1
 ，CE为点C到平面ABC1
 的距离．在Rt△CDC1
 中，CE·C1
 D＝CD·CC1
 ，即

[image: alt]


所以点C到平面ABC1
 的距离为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图13-6

3．（2008年北京卷）如图13-6，在三棱锥P-ABC中，AC＝BC＝2，∠ACB＝90°，AP＝BP＝AB，PC⊥AC．

（1）求证：PC⊥AB．

（2）求点C到平面APB的距离．

[image: alt]


图13-7

证　（1）如图13-7，取AB的中点D，连结PD，CD．由AP＝BP，知PD⊥AB．由AC＝BC，知CD⊥AB．而PD∩CD＝D，所以

AB⊥平面PCD．

因为PC⊂平面PCD，所以

PC⊥AB．

解　（2）由（1）知AB⊥平面PCD，所以平面APB⊥平面PCD．过C作CH⊥PD，垂足为H．因为平面APB∩平面PCD＝PD，所以CH⊥平面APB，CH的长即为点C到平面APB的距离．

由（1）知PC⊥AB，又已知PC⊥AC，且AB∩AC＝A，所以PC⊥平面ABC．由于CD⊂平面ABC，所以PC⊥CD．由AC＝BC＝2，得AB＝2[image: alt]
 ，所以PB＝AB＝2[image: alt]
 ．在Rt△PCD中，

[image: alt]


所以PC＝[image: alt]
 ＝2，从而[image: alt]
 ．

故点C到平面APB的距离为[image: alt]
 ．





4．（2005年福建卷）如图13-8，直二面角D-AB-E中，四边形ABCD是边长为2的正方形，AE＝EB，F为CE上的点，且BF⊥平面ACE．

[image: alt]


图13-8

（1）求证：AE⊥平面BCE．

（2）求点D到平面ACE的距离．

证　（1）由BF⊥平面ACE，知

BF⊥AE．

因为二面角D-AB-E为直二面角，所以平面ABCD⊥平面ABE．又BC⊥AB，所以BC⊥平面ABE．故

BC⊥AE．

由于BF⊂平面BCE，BF∩BC＝B，所以AE⊥平面BCE．

解　（2）在正方形ABCD中，BG＝DG，因此D到平面ACE的距离等于B到平面ACE的距离．由于BF⊥平面ACE，所以线段BF的长度就是点B到平面ACE的距离．

由（1）知AE⊥平面BCE，所以△ABE是等腰直角三角形，有

BE＝AB·cos45°＝[image: alt]
 ．

在Rt△BCE中，[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


故D到平面ACE的距离为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　利用两个平面相互垂直的性质，作出能够表示距离的线段，其关键是找出已知平面的垂面．

（二）等积法

5．（2006年山东卷）如图13-9，在正三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，所有棱长均为1，则点B1
 到平面ABC1
 的距离为________．

[image: alt]


图13-9

解　利用等体积法，易知

[image: alt]


设点B1
 到平面ABC1
 的距离为h．可以计算得到[image: alt]
 ．而

[image: alt]


解得h＝[image: alt]
 ．故点B1
 到平面ABC1
 的距离为[image: alt]
 ．





6．（2007年福建卷）如图13-10，正三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 的所有棱长都为2，D为CC1
 的中点．

[image: alt]


图13-10

（1）求证：AB1
 ⊥面A1
 BD．

（2）求点C到平面A1
 BD的距离．

证　（1）取BC的中点O，连结AO．因为△ABC为正三角形，所以AO⊥BC．又正三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，平面ABC⊥平面BCC1
 B1
 ，所以

AO⊥平面BCC1
 B1
 ．

连结B1
 O．在正方形BB1
 C1
 C中，O，D分别为BC，CC1
 的中点，所以B1
 O⊥BD．因此

AB1
 ⊥BD．

又在正方形ABB1
 A1
 中，AB1
 ⊥A1
 B，所以AB1
 ⊥面A1
 BD．

解　（2）在△A1
 BD中，设A1
 B边上的高为h，则

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．在正三棱柱中，A1
 到平面BCC1
 B1
 的距离为

[image: alt]


设点C到平面A1
 BD的距离为d．由[image: alt]
 得

[image: alt]


而S△BCD
 ＝[image: alt]
 BC·CD＝1，所以[image: alt]
 ．故点C到平面A1
 BD的距离为[image: alt]
 ．





7．（2008年福建卷）如图13-11，在四棱锥P-ABCD中，侧面PAD⊥底面ABCD，侧棱PA＝PD＝[image: alt]
 ，底面ABCD为直角梯形，其中BC∥AD，AB⊥AD，AD＝2AB＝2BC＝2，O为AD的中点．

（1）求证：PO⊥平面ABCD．

（2）求异面直线PB与CD所成角的大小．

（3）线段AD上是否存在点Q，使得它到平面PCD的距离为[image: alt]
 ？若存在，求出[image: alt]
 的值；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


图13-11

证　（1）在△PAD中，PA＝PD，O为AD的中点，所以

PO⊥AD．

又由于侧面PAD⊥底面ABCD，平面PAD∩平面ABCD＝AD，PO⊂平面PAD，所以PO⊥平面ABCD．

[image: alt]


图13-12

解　（2）如图13-12，连结BO．在直角梯形ABCD中，BC∥AD，AD＝2AB＝2BC，有OD∥BC且OD＝BC，所以四边形OBCD是平行四边形，于是

OB∥DC．

由（1）知，PO⊥OB，所以∠PBO为锐角，因此∠PBO是异面直线PB与CD所成的角．在Rt△AOB中，AB＝1，AO＝1，所以

[image: alt]


在Rt△POA中，AP＝[image: alt]
 ，AO＝1，所以

[image: alt]


在Rt△PBO中，[image: alt]
 ，所以异面直线PB与CD所成的角是arctan[image: alt]
 ．

（3）假设存在点Q，使得它到平面PCD的距离为[image: alt]
 ．设QD＝x，则S△DQC
 ＝[image: alt]
 x．由（2）得CD＝OB＝[image: alt]
 ，OP＝1．在Rt△POC中，

[image: alt]


所以PC＝CD＝DP，△PCD为等边三角形，

[image: alt]


由VP-DQC
 ＝VQ-PCD
 ，知[image: alt]
 ，即

[image: alt]


所以x＝[image: alt]
 ＜2．故存在点Q满足题意，此时[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　过点向平面作垂线，其垂足不易确定时，可以考虑把求点到平面的距离转化为求棱锥的高，利用三棱锥的底面和顶点的轮换，即利用体积相等来解决．

（三）向量法

[image: alt]


图13-13

8．（2006年湖北卷文科第18题（2））如图13-13，已知正三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 的侧棱长和底面边长均为1，M是底面BC边上的中点，N是侧棱CC1
 上的点，且CN＝2C1
 N．求点B1
 到平面AMN的距离．

解　建立如图13-13所示的空间直角坐标系．由题设有B1
 （0，0，1），[image: alt]
 ，C（0，1，0），[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


[image: alt]


设n＝（x，y，z）为平面AMN的一个法向量，则n⊥[image: alt]
 ，n⊥[image: alt]
 ，即n·[image: alt]
 ＝0，n·[image: alt]
 ＝0．因此

[image: alt]


解得x＝0，y＝-[image: alt]
 z．故可取n＝（0，4，-3），则B1
 到平面AMN的距离[image: alt]
 ．





9．（2008年安徽卷）如图13-14，在四棱锥O-ABCD中，底面ABCD是边长为1的菱形，∠ABC＝[image: alt]
 ，OA⊥底面ABCD，OA＝2，M为OA的中点，N为BC的中点．

（1）证明：直线MN∥平面OCD．

（2）求异面直线AB与MD所成角的大小．

（3）求点B到平面OCD的距离．

[image: alt]


图13-14

证　（1）作AP⊥CD于点P，如图13-14，分别以AB，AP，AO所在直线为x，y，z轴建立坐标系，则有A（0，0，0），B（1，0，0），[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，O（0，0，2），M（0，0，1），[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


设平面OCD的法向量为n＝（x，y，z），则n·[image: alt]
 ＝0，n·[image: alt]
 ＝0，即

[image: alt]


取z＝[image: alt]
 ，解得n＝（0，4，[image: alt]
 ）．由于

[image: alt]


所以MN∥平面OCD．

解　（2）设AB与MD所成的角为θ．因为[image: alt]
 ＝（1，0，0），[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


得θ＝[image: alt]
 ．故AB与MD所成角的大小为[image: alt]
 ．

（3）设点B到平面OCD的距离为d，则d为[image: alt]
 在向量n＝（0，4，[image: alt]
 ）上的投影的绝对值．由[image: alt]
 ＝（1，0，-2），知

[image: alt]


故点B到平面OCD的距离为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　如果平面α的法向量为n，点P是平面α外的一点，点M是平面α内的任意一点，则点P到平面α的距离为

[image: alt]



[image: alt]
 第十四讲

排列组合问题的解题方法

排列组合就是研究计数问题，解答这方面的问题要准确地利用两个原理．加法原理的特征是分类解决问题；乘法原理的特征是分步解决问题．分类必须保证类与类互斥、分步必须保证步与步相互独立．

一、特殊元素优先安排

1．（2007年辽宁卷）将数字1，2，3，4，5，6拼成一列，记第i个数为ai
 （i＝1，2，…，6）．若a1
 ≠1，a3
 ≠3，a5
 ≠5，a1
 ＜a3
 ＜a5
 ，则不同的排列方法有________种（用数字作答）．

解　①　以特殊位置分类，对a1
 分类．当a1
 ＝2时，a3
 ＝4，a5
 ＝6或a3
 ＝5，a5
 ＝6，故此类有[image: alt]
 种；当a1
 ＝3时，a3
 ＝4，a5
 ＝6或a3
 ＝5，a5
 ＝6，故此类也有[image: alt]
 种；当a1
 ＝4时，a3
 ＝5，a5
 ＝6，故此类有[image: alt]
 种．由分类计数原理，共有5[image: alt]
 ＝30种．

②　以特殊元素分类，对1，3，5分类．显然1不能排在1，3，5位．若3，5都排在特殊的位置上，则3，5只能排在1，3位，此时第5位只能排6，共有[image: alt]
 种；若3，5只有一个排在特殊的位置上，只能3排在第1位或5排在第3位，当3排在第1位时，第3，5位排4，6，有[image: alt]
 种，当5排在第3位时，第5位只能排6，第一位只可能排2或者4，有[image: alt]
 种，这种情况一共有3[image: alt]
 种；若3，5都不排在特殊的位置上，则特殊位置排2，4，6，有[image: alt]
 种．由分类计数原理，共有5[image: alt]
 ＝30种．

【解题感悟】　此题给出两种解法，①从特殊位置入手，对特殊位置进行分类，分类时以a1
 为主，兼顾a3
 和a5
 ；②从特殊元素入手，思路清晰，但分类过多，解题过程略长．





2．（2008年海南卷）甲、乙、丙3位志愿者安排在周一至周五的5天中参加某项志愿者活动，要求每人参加一天且每天至多安排一人，并要求甲安排在另外两位前面．不同的安排方法共有（　　）．

A．20种

B．30种

C．40种

D．60种

解　①　若甲安排在星期一，则乙、丙有[image: alt]
 种安排方法；若甲安排在星期二，则乙、丙有[image: alt]
 种安排方法；若甲安排在星期三，则乙、丙有[image: alt]
 种安排方法．故共有[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝20种安排方法．

②　先从5天中选出3天有[image: alt]
 种选法，甲安排在这3天中的第一天，乙、丙有[image: alt]
 种安排方法，故共有2[image: alt]
 ＝20种方法．

【解题感悟】　此题给出两种解法，①从特殊元素甲入手，兼顾乙、丙，分类讨论，逐个安排，自然清晰；②先组后排，排时要注意甲的特殊位置．





3．（2008年陕西卷）某地奥运火炬接力传递路线共分6段，传递活动分别由6名火炬手完成．如果第一棒火炬手只能从甲、乙、丙三人中产生，最后一棒火炬手只能从甲、乙两人中产生，则不同的传递方案共有________种．（用数字作答）．

解　先安排最后一棒有[image: alt]
 种方法，再安排第一棒有[image: alt]
 种方法，最后安排中间4棒有[image: alt]
 种方法．故共有[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ＝96种方法．

【解题感悟】　注意到第一棒是特殊位置，最后一棒是特殊中的特殊位置，所以安排的顺序为：最后一棒→第一棒→其余4棒．

二、排列组合混合问题先选后排

4．（2008年安徽卷）12名同学合影，站成前排4人后排8人，现摄影师要从后排8人中抽2人调整到前排，若其他人的相对顺序不变，则不同调整方法的总数是（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　第一步从后排的8人中选2人有[image: alt]
 种方法，第二步可以认为是6个座位先让后排选出的2人坐，由于其他人的相对顺序不变，有[image: alt]
 种方法．故调整方法的总数是[image: alt]
 [image: alt]
 ．选C．

【解题感悟】　解题分为两步走，先选后排，注意“其他人的相对顺序不变”的特殊条件．





5．（2006年陕西卷）某校从8名教师中选派4名教师同时去4个边远地区支教（每地1人），其中甲和乙不同去，甲和丙只能同去或同不去，则不同的选派方案共有________种．

解　某校从8名教师中选派4名教师同时去4个边远地区支教（每地1人），其中甲和乙不同去，甲和丙只能同去或同不去，可以分如下情况讨论：①甲、丙同去，则乙不去，有[image: alt]
 [image: alt]
 ＝240种选法；②甲、丙同不去，乙去，有[image: alt]
 [image: alt]
 ＝240种选法；③甲、乙、丙都不去，有[image: alt]
 ＝120种选法．由①，②，③可以知道共有600种不同的选派方案．

【解题感悟】　解题时首先分类，罗列所有可能情况，逐一分析讨论，先选后排，循序渐进．

三、相邻问题“捆绑”，相间问题“插空”

6．（2006年湖北卷）某工程队有6项工程需要先后单独完成，其中工程乙必须在工程甲完成后才能进行，工程丙必须在工程乙完成后才能进行，又工程丁必须在工程丙完成后立即进行，那么安排这6项工程的不同排法种数是________（用数字作答）．

解　依题意，只需将剩余两个工程插在由甲、乙、丙、丁四个工程形成的5个空中，可得有[image: alt]
 ＝20种不同排法．

【解题感悟】　解题的关键是读懂题目的意思，事实上是个组合问题．





7．（2006年湖南卷）在数字1，2，3与符号＋，－五个元素的所有全排列中，任意两个数字都不相邻的全排列个数是（　　）．

A．6

B．12

C．18

D．24

解　先排列1，2，3，有[image: alt]
 ＝6种排法，再将“＋”，“－”两个符号插入，有[image: alt]
 ＝2种方法，共有12种方法，选B．

【解题感悟】　此题为插空排列，先排数字和先排符号都可以．





8．（2005年辽宁卷）用1，2，3，4，5，6，7，8组成没有重复数字的八位数，要求1与2相邻，3与4相邻，5与6相邻，而7与8不相邻，这样的八位数共有________个（用数字作答）．

解　第一步，把1与2看做一个元素，3与4看做一个元素，5与6看做一个元素，这3个元素全排有[image: alt]
 种方法；第二步，把7与8插入3个元素构成的4个空中，有[image: alt]
 种方法；第三步，将1与2，3与4，5与6分别全排列有[image: alt]
 种方法．故这样的八位数共有[image: alt]
 ·[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝576个．

【解题感悟】　把1与2，3与4，5与6看做“小团体”，先在整体中当做一个元素进行全排列，最后，将“小团体”中的元素进行排列．

四、定序问题除法处理

9．（2006年江苏卷）今有2个红球、3个黄球、4个白球，同色球不加以区分，将这9个球排成一列有________种不同的方法（用数字作答）．

解　将9个球进行全排列，然后再除以同色球的排序数，共有[image: alt]
 ＝1260种排法．





10．（2006年全国卷Ⅱ）5名志愿者分到3所学校支教，每个学校至少去一名志愿者，则不同的分派方法共有（　　）．

A．150种

B．180种

C．200种

D．280种

解　人数分配上有1，1，3与1，2，2两种方式．若是1，1，3，则有[image: alt]
 种；若是1，2，2，则有[image: alt]
 种．所以共有150种，故选A．

【解题感悟】　对于某些元素的顺序固定的排列问题，可以先全排列，再除以定序元素的全排列．

五、分排问题直排处理

11．2名教师，4名女生，12名男生，排成三排照相，要求第一排5人，第二排6人，第三排7人，且教师在第一排，女生在第二排，问有多少种不同的排法？

解　先把18个位置排成一排，自左至右分为5个位、6个位、7个位三段，先在左边的5个位中排入2名教师有[image: alt]
 种方法，再在中间的6个位中排入4名女生有[image: alt]
 种方法，然后在其余的位子上全排12名男生有[image: alt]
 种方法．由乘法原理，共有[image: alt]
 ·[image: alt]
 ·[image: alt]
 种不同的排法．

【解题感悟】　n个元素排成一排，还是排成多排，其方法都有n！种．本题中，在第一排和第二排中首先安排教师和女同学，其余男同学不论排在哪一排，都有12！种排法．

六、染色问题合理分类和准确分步处理

[image: alt]


图14-1

12．（2007年天津卷）如图14-1，用6种不同的颜色给图中的4个格子涂色，每个格子涂一种颜色，要求最多使用3种颜色且相邻的两个格子颜色不同，则不同的涂色方法共有________种（用数字作答）．

解　①　着眼于“位置”，以格子为主分步进行分类．从左到右第一格涂色有6种方法；第二格涂色有5方法；第三格若与第一格同色，则第四格有5种涂法，若第三格与第一格不同色，则有[image: alt]
 种涂法．故共有6×5×（5＋[image: alt]
 ）＝390种涂色方法．

②　着眼于“元素”，以颜色为主分步进行分类．若用两种颜色涂色，则有[image: alt]
 ×2种；若用三种颜色涂色，则有[image: alt]
 ×3×2×（1＋2）种．故共有[image: alt]
 ×2＋[image: alt]
 ×3×2×（1＋2）＝390种涂色方法．





13．（2008年全国卷Ⅰ）如图14-2，一环形花坛分成A，B，C，D四块，现有4种不同的花供选种，要求在每块里种1种花，且相邻的2块种不同的花，则不同的种法总数为（　　）．

A．96

B．84

C．60

D．48

[image: alt]


图14-2

解　若花坛中的花各不相同，则共有[image: alt]
 种不同的方法；若在花坛中种植3种花，此时一种方法是A与C种的花相同，B与D种的花不同，另一种方法是B与D种的花相同，A与C种的花不同，都各有[image: alt]
 种方法，总共有2[image: alt]
 种方法；若在花坛中种植2种花，则只能是A与C种的花相同，B与D种的花相同，共有[image: alt]
 [image: alt]
 种方法．故不同的种法总数为[image: alt]
 ＋2[image: alt]
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＝84．选B．

【解题感悟】　染色问题在高考中经常出现．对于这种类型的问题，要注意合理地进行分类和分步，既可以着眼于“位置”，也可以着眼于“颜色”，来进行讨论，做到不重复、不遗漏．注意题13中的花坛中种植3种花时的对称解法．

七、正难则反，间接处理

14．编号为1，2，3，4，5的5个人坐编号为1，2，3，4，5的5个座位，至多有两个人对号的坐法有多少种？

解　问题的正面有三种情况：全不对号，有且仅有一人对号，有且仅有两人对号．这三种情况都较难处理．而反面只有两种情况：全对号，有且仅有三人对号．而全对号的只有一种方法，三人对号的有[image: alt]
 种情况，5人全排列有[image: alt]
 种情况，故满足要求的种数有[image: alt]
 －（1＋[image: alt]
 ）＝109种．





15．（2007年北京卷）记者要为5名志愿者和他们帮助的2位老人拍照，要求排成一排，2位老人相邻但不排在两端，不同的排法共有（　　）．

A．1440种

B．960种

C．720种

D．480种

解　逆向思考，先把2位老人“捆绑”在一起看做一个元素，同5名志愿者全排列有[image: alt]
 种排法，再把两位老人“松绑”有[image: alt]
 种排法，这样，一共有[image: alt]
 [image: alt]
 种排法．2位老人排在两端时一共有2[image: alt]
 [image: alt]
 种排法．故满足题意的不同排法有[image: alt]
 [image: alt]
 －2[image: alt]
 [image: alt]
 ＝960种．选B．

【解题感悟】　对于有些正面不好处理的问题，要运用逆向思维，从反面考虑问题．

八、构造模型处理

（一）隔板法模型

16．某校准备组建18人的足球队，这18人由高二年级的12个班中的学生组建，每个班至少挑选1名学生参加，问有多少种不同的分配方案？

解　把这18个人当做18枚棋子，即先将18枚棋子排成一排，在相邻的两枚棋子形成的17个间隙中选取11个插入隔板，将这18枚棋子分隔成12个区间，第i（1≤i≤12）个区间的棋子数对应于第i个班级学生的分配名额．因此，名额分配方案的种数与隔板插入数相同，共有[image: alt]
 ＝12376种．





17．把20个相同的小球放到4个编号为1，2，3，4的盒子中，要求每个盒内的球数不少于它的编号数，有多少种放法？

解　先将编号为1，2，3，4的盒子中分别放0，1，2，3个球，再把剩下的14个球分为4组．在14个球中间的13个空当中插入3块隔板，这样就将14个球分成了4组，然后对应地放入编号为1，2，3，4的盒子中．故共有[image: alt]
 ＝286种放法．

【解题感悟】　模型为：把n个相同的小球放到m（m＜n）个编号不同的盒子中，有多少种不同的方法？

其解法是：此题相当于在n个球的n－1个空当中插入m－1块隔板，这样就将n个球分成了m组，然后对应地放入m个编号不同的盒子中．其方法有[image: alt]
 种．

（二）平均分堆问题模型

18．（2006年重庆卷）将5名实习教师分配到高一年级的3个班实习，每班至少1名，最多2名，则不同的分配方案有（　　）．

A．30种

B．90种

C．180种

D．270种

解　将5名实习教师分配到高一年级的3个班实习，每班至少1名，最多2名，则将5名教师分成三组，一组1人，另两组都是2人，有[image: alt]
 种方法；再将3组分到3个班，有[image: alt]
 种方法．故共有[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝90种不同的分配方案，选B．

【解题感悟】　模型为：将2n本不同的书，平均分给n个同学，每人两本，共有多少种不同的分法？

其解法是：任何排列组合问题，可以看做是先组合后排列问题．涉及平均分配的题目，先分堆，后排列．此题共有[image: alt]
 种分法．

（三）甲、乙不在指定位置模型

19．（2006年湖北卷）安排5名歌手的演出顺序时，要求某名歌手不第一个出场，另一名歌手不最后一个出场，不同排法的总数是________（用数字作答）．

解　[image: alt]
 －2[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝78，即不同的排法总数是78．

【解题感悟】　模型为：n个元素a1
 ，a2
 ，…，an
 排成一排，其中a1
 不在排头，an
 不在排尾，共有多少种排法？

其解法是：逆向思维，先将n个元素全排列有[image: alt]
 种方法，再减去a1
 在排头的[image: alt]
 种方法，减去an
 在排尾的[image: alt]
 种方法，然后加上重复减去的a1
 在排头且an
 在排尾的[image: alt]
 种方法．故共有[image: alt]
 －2[image: alt]
 ＋[image: alt]
 种方法．

（四）“带凳入座”模型

20．公路上有编号1，2，3，…，9的9盏路灯，为了节约用电，现要把其中的三盏灯关掉，但不能同时关掉相邻的两盏或三盏，也不能关掉两端的路灯，问满足条件的关灯的方法有多少种？

解　在6盏亮灯所形成的5个间隙中选3个插入暗灯，其方法有[image: alt]
 ＝10种．

【解题感悟】　模型为：m个人按照指定的顺序坐入一排有编号的n（2m＋1≤n）个座位，要求每人左右两边都有空位，有多少种不同的方法？

其解法是：在n－m个空位所形成的n－m－1个间隙中插入m个座位，让m个人按照指定的顺序入座，即有[image: alt]
 种方法．

（五）“因数的个数”模型

21．有1元币3张，5元币1张，10元币4张，50元币2张，可以组成多少种不同的币值？

解　对于1元币，可以不取，可以取1张、2张、3张，共有4种情况．

对于5元币，可以不取，可以取1张，共有2种情况．

对于10元币，可以不取，可以取1张、2张、3张、4张，共有5种情况．

对于50元币，可以不取，可以取1张、2张，共有3种情况．

由乘法原理知，由“全部不取”到“全部取完”共有4×2×5×3＝120种情况．

故可以组成119种不同的币值．

【解题感悟】　模型为：若M＝ap
 bq
 cr
 ds
 （其中a，b，c，d是质数，p，q，r，s∈N*
 ），则M的因数有多少个？

其解法是：对于质数a，可以不取，可以取1个、2个……p个，共有p＋1种情况．同理，对于质数b，共有q＋1种情况；对于质数c，共有r＋1种情况；对于质数d，共有s＋1种情况．由乘法原理知，M的因数有（p＋1）（q＋1）（r＋1）（s＋1）个．


[image: alt]
 第十五讲

概率问题的解题方法

纵观近几年的各地高考题，概率已经成为一个新的亮点，在各地的试卷中都占有一定的比例．考查的内容有等可能事件的概率、互斥事件的概率和相互独立事件的概率．在理科的试卷中，还常常结合期望和方差进行综合考查．题型多为应用题．

一、概　　率

（一）等可能事件的概率

1．（2008年江西卷）电子钟一天显示的时间是从00：00到23：59，每一时刻都由4个数字组成，则一天中任一时刻显示的4个数字之和为23的概率为（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由时间的特点知后2个数字之和最大为5＋9＝14，故前2个数字之和不能小于9，前2个数字只可能为09，18，19．所以时间只有是09：59，18：59，19：58，19：49时，4个数字之和为23．又一天共有60×24＝1440分钟，即显示1440个数字，故所求的概率为[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．选C．

【解题感悟】　本题主要考查古典概型的知识．在解题时，要对实际问题进行具体的分析．





2．（2007年四川卷）已知一组抛物线y＝[image: alt]
 ax2
 ＋bx＋1，其中a为2，4，6，8中任取的一个数，b为1，3，5，7中任取的一个数，从这些抛物线中任意抽取两条，它们在与直线x＝1交点处的切线相互平行的概率是（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　这一组抛物线共4×4＝16条，从中任意抽取两条，共有[image: alt]
 ＝120种不同的方法．它们在与直线x＝1交点处的切线的斜率

k＝y′｜x＝1
 ＝a＋b．

若a＋b＝5，有2种情形，从中取出2条，有[image: alt]
 种取法．

若a＋b＝7，有3种情形，从中取出2条，有[image: alt]
 种取法．

若a＋b＝9，有4种情形，从中取出2条，有[image: alt]
 种取法．

若a＋b＝11，有3种情形，从中取出2条，有[image: alt]
 种取法．

若a＋b＝13，有2种情形，从中取出2条，有[image: alt]
 种取法．

由分类计数原理知，任取两条切线平行的情形共有[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝14种，故所求概率为[image: alt]
 ．选B．

【解题感悟】　本小题考查用排列组合的公式计算等可能事件的概率，考查分类讨论的方法．此题型是高考中的常规题型．





3．（2008年江苏卷）在平面直角坐标系xOy中，设D是横坐标与纵坐标的绝对值均不大于2的点构成的区域，E是到原点的距离不大于1的点构成的区域，向D中随机投一点，则落入E中的概率为________．

[image: alt]


图15-1

解　如图15-1，区域D表示边长为4的正方形的内部（含边界），区域E表示单位圆及其内部，显然落入E中的概率为

[image: alt]


【解题感悟】　本小题考查几何概型．作出几何图形，容易得出答案．





4．（2006年江苏卷）图15-2中有一个信号源和5个接收器．接收器与信号源在同一个串联线路中时，就能接收到信号，否则就不能接收到信号．若将图中左端的6个接线点随机地平均分成三组，将右端的6个接线点也随机地平均分成三组，再把所有6组中每组的两个接线点用导线连接，则这5个接收器能同时接收到信号的概率是（　　）．

[image: alt]


图15-2

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　将左边的6个接线点随机地平均分成三组，共有

[image: alt]


种结果，将右边的6个接线点随机地平均分成三组，也有15种结果，所以将左、右两边的接线点都平均分成三组共有15×15＝225种方法．如果5个接收器能同时接收到信号，那么它们必须全部在同一个串联线路中．先考虑信号源左边的接线点，它可以与左边的接收器的5个接线点中的任何一个连接，有[image: alt]
 种方法；对于其中的一个连接，再考虑接收器的右边的接线点的情况，右边余下的4个接线点选一个有[image: alt]
 种方法．依次下去可以得到5个接收器能同时接收到信号的连法有[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ＝120种．故这5个接收器能同时接收到信号的概率为[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．选D．

【解题感悟】　本小题主要考查平均分组问题及概率问题．概率问题的难点在于分析某事件所有可能出现的结果及其表示方法，而运用概率部分的性质、公式求某事件概率只是解决问题的工具而已．

（二）互斥事件的概率

5．（2006年湖北卷）甲：A1
 ，A2
 是互斥事件；乙：A1
 ，A2
 是对立事件，那么（　　）．

A．甲是乙的充分但不必要条件

B．甲是乙的必要但不充分条件

C．甲是乙的充要条件

D．甲既不是乙的充分条件，也不是乙的必要条件

解　对立一定互斥，互斥不一定对立．选B．

【解题感悟】　注意概念：如果事件A与B不能同时发生（即A发生时B必不发生），那么称事件A，B为互斥事件；如果事件A与B不能同时发生，且事件A与事件B必有一个发生，那么称事件A，B为对立事件．





6．（2006年浙江卷）甲、乙两袋装有大小相同的红球和白球，甲袋装有2个红球，2个白球；乙袋装有2个红球，n个白球．现从甲、乙两袋中各任取2个球．

（1）若n＝3，求取到的4个球全是红球的概率．

（2）若取到的4个球中至少有2个红球的概率为[image: alt]
 ，求n．

解　（1）记“取到的4个球全是红球”为事件A．则n＝3时，

[image: alt]


故n＝3时，取到的4个球全是红球的概率为[image: alt]
 ．

（2）记“取到的4个球中至多有1个红球”为事件B，“取到的4个球只有1个红球”为事件B1
 ，“取到的4个球全是白球”为事件B2
 ．由题意，得

[image: alt]


因为B1
 ，B2
 彼此互斥，所以

[image: alt]


化简，得7n2
 －11n－6＝0．解得n＝2，或n＝-[image: alt]
 （舍去），即取到的4个球中至少有2个红球的概率为[image: alt]
 时，n＝2．

【解题感悟】　本小题考查互斥事件的概率和排列组合等基本知识．如果A与B是互斥事件，则有P（A＋B）＝P（A）＋P（B）．题（2）采用逆向考虑，利用“取到的4个球中至少有2个红球”的反面是“取到的4个球中至多有1个红球”转换问题，再根据互斥事件的概率公式，建立方程求n．





7．（2006年山东卷）盒中装着标有数字1，2，3，4的卡片各2张，从盒中任意抽取3张，每张卡片被抽出的可能性都相等，求：

（1）抽出的3张卡片上最大的数字是4的概率；

（2）抽出的3张中有2张卡片上的数字是3的概率；

（3）抽出的3张卡片上的数字互不相同的概率．

解　（1）“抽出的3张卡片上最大的数字是4”的事件记为A．由题意，有

[image: alt]


即抽出的3张卡片上最大的数字是4的概率为[image: alt]
 ．

（2）“抽出的3张中有2张卡片上的数字是3”的事件记为B，则

[image: alt]


即抽出的3张中有2张卡片上的数字是3的概率为[image: alt]
 ．

（3）“抽出的3张卡片上的数字互不相同”的事件记为C，“抽出的3张卡片上有两个数字相同”的事件记为D．由题意，C与D是对立事件，且[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


即抽出的3张卡片上的数字互不相同的概率为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题考查排列组合和对立事件的概率等知识．注意如果C与D是对立事件，则有P（C）＋P（D）＝1．





8．（2007年天津卷）已知甲盒内有大小相同的3个红球和4个黑球，乙盒内有大小相同的5个红球和4个黑球．现从甲、乙两个盒内各任取2个球．

（1）求取出的4个球均为红球的概率．

（2）求取出的4个球中恰有1个红球的概率．

解　（1）设“从甲盒内取出的2个球均为红球”为事件A，“从乙盒内取出的2个球均为红球”为事件B．由于事件A，B相互独立，且

[image: alt]


故取出的4个球均为红球的概率是

[image: alt]


（2）设“从甲盒内取出的2个球中，1个是红球，1个是黑球；从乙盒内取出的2个球均为黑球”为事件C，“从甲盒内取出的2个球均为黑球；从乙盒内取出的2个球中，1个是红球，1个是黑球”为事件D．则

[image: alt]


由于事件C，D互斥，故取出的4个红球中恰有1个红球的概率为

[image: alt]


【解题感悟】　本小题主要考查互斥事件、相互独立事件的概率的基础知识，考查运用概率知识解决实际问题的能力．





9．（2007年全国卷Ⅱ）从某批产品中，有放回地抽取产品二次，每次随机抽取1件，假设事件A：“取出的2件产品中至多有1件是二等品”的概率P（A）＝0.96．

（1）求从该批产品中任取1件是二等品的概率p．

（2）若该批产品共100件，从中任意抽取2件，求事件B：“取出的2件产品中至少有一件二等品”的概率P（B）．

解　（1）记A0
 表示事件“取出的2件产品中无二等品”，A1
 表示事件“取出的2件产品中恰有1件二等品”．由于A0
 ，A1
 互斥，且A＝A0
 ＋A1
 ，故

[image: alt]


于是0.96＝1－p2
 ．解得p1
 ＝0.2，p2
 ＝-0.2（舍去）．故p＝0.2．

（2）记B0
 表示事件“取出的2件产品中无二等品”，则B＝[image: alt]
 ．若该批产品共100件，由（1）知其中二等品有100×0.2＝20件，故[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


【解题感悟】　本小题主要考查互斥事件的概率．注意题（2）中的逆向思维的运用，在概率中，经常利用补集思想解决问题．

（三）独立事件的概率

10．（2008年福建卷）某一批花生种子，如果每1粒发芽的概率为[image: alt]
 ，那么播下3粒种子恰有2粒发芽的概率是（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　播下3粒种子恰有2粒发芽的概率为

[image: alt]


选C．

【解题感悟】　本小题考查独立重复试验的概率的求解问题．若在一次试验中某事件发生的概率是p，那么在n次的独立重复试验中，这个事件恰好发生k次的概率为[image: alt]
 ．





11．（2007年浙江卷）甲、乙两人进行乒乓球比赛，比赛规则为“3局2胜”，即以先赢2局者为胜．根据经验，每局比赛中甲获胜的概率为0.6，则本次比赛甲获胜的概率是（　　）．

A．0.216

B．0.36

C．0.432

D．0.648

解　甲获胜有两种情况：前2局胜或者打3局胜．如果打2局胜，其概率为0.62
 ＝0.36；如果打3局胜，其概率为

[image: alt]
 ×0.6×0.4×0.6＝0.288．

因此甲获胜的概率是p＝0.36＋0.288＝0.648．故选D．

【解题感悟】　本小题考查独立重复试验的概率的求解问题．要注意两点：其一是分类讨论；其二是打3局获胜的计算方法，如果甲打3局获胜，那么在前2局，甲必败1局，胜1局，第3局甲获胜，其概率为[image: alt]
 ×0.6×0.4×0.6．





12．（2005年江苏卷）甲、乙两人各射击一次，击中目标的概率分别是[image: alt]
 和[image: alt]
 ．假设两人射击是否击中目标，相互之间没有影响；每人各次射击是否击中目标，相互之间也没有影响．

（1）求甲射击4次，至少1次未击中目标的概率．

（2）求两人各射击4次，甲恰好击中目标2次且乙恰好击中目标3次的概率．

（3）假设某人连续2次未击中目标，则停止射击．问：乙恰好射击5次后，被中止射击的概率是多少？

解　（1）记“甲连续射击4次，至少1次未击中目标”为事件A1
 ．由题意，射击4次，相当于4次独立重复试验，故

[image: alt]


即甲射击4次，至少1次未击中目标的概率为[image: alt]
 ．

（2）记“甲射击4次，恰好击中目标2次”为事件A2
 ，“乙射击4次，恰好击中目标3次”为事件B2
 ，则

[image: alt]


由于甲、乙相互独立，故

[image: alt]


即两人各射击4次，甲恰好击中目标2次且乙恰好击中目标3次的概率为[image: alt]
 ．

（3）记“乙恰好射击5次后，被中止射击”为事件A3
 ，“乙第i次射击未击中”为事件Di
 （i＝1，2，3，4，5）．则[image: alt]
 ，且P（Di
 ）＝[image: alt]
 ．由于各事件相互独立，故

[image: alt]


即乙恰好射击5次后，被中止射击的概率是[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题主要考查相互独立事件同时发生和互斥事件有一个发生的概率的计算方法，考查运用概率知识解决实际问题的能力．题（3）的问题比较复杂，要注意审题，分情况逐步讨论求解．





13．（2008年全国卷Ⅱ）甲、乙两人进行射击比赛，在一轮比赛中，甲、乙各射击一发子弹．根据以往资料知，甲击中8环、9环、10环的概率分别为0.6，0.3，0.1，乙击中8环、9环、10环的概率分别为0.4，0.4，0.2．设甲、乙的射击相互独立．

（1）求在一轮比赛中甲击中的环数多于乙击中环数的概率．

（2）求在独立的三轮比赛中，至少有两轮甲击中的环数多于乙击中环数的概率．

解　记“甲击中9环”为事件A1
 ，“甲击中10环”为事件A2
 ，记“乙击中8环”为事件B1
 ，“乙击中9环”为事件B2
 ，“在一轮比赛中甲击中的环数多于乙击中的环数”为事件A，“在三轮比赛中至少有两轮甲击中的环数多于乙击中的环数”为事件B，“三轮中恰有两轮甲击中环数多于乙击中的环数”为事件C1
 ，“三轮中三轮甲击中环数多于乙击中的环数”为事件C2
 ．

（1）由A＝A1
 B1
 ＋A2
 B1
 ＋A2
 B2
 ，有

[image: alt]


即在一轮比赛中甲击中的环数多于乙击中环数的概率为0.2．

（2）依题意，

[image: alt]


[image: alt]


由于B＝C1
 ＋C2
 ，则有

[image: alt]


即在独立的三轮比赛中，至少有两轮甲击中的环数多于乙击中环数的概率为0.104．

【解题感悟】　本小题考查独立事件和互斥事件的概率等基础知识，以及分析问题和解决问题的能力，基本上是按图索骥．





14．（2007年江苏卷）某气象站天气预报的准确率为80%，计算：（结果保留到小数点后面第2位）

（1）5次预报中恰有2次准确的概率；

（2）5次预报中至少有2次准确的概率；

（3）5次预报中恰有2次准确，且其中第3次预报准确的概率．

解　（1）依题意，

[image: alt]


即5次预报中恰有2次准确的概率为0.05．

（2）依题意，

[image: alt]


即5次预报中至少有2次准确的概率为0.99．

（3）依题意，

[image: alt]


即5次预报中恰有2次准确，且其中第3次预报准确的概率为0.02．

【解题感悟】　本小题主要考查互斥事件有一个发生和相互独立事件同时发生的概率的计算方法．注意题中的关键字眼“至少”、“恰有”，以及含有这些字眼的题目的解题规律．

二、离散型随机变量的分布列、期望和方差

（一）随机变量的概率分布

15．（2007年浙江卷）随机变量ξ的分布列如下：

[image: alt]


其中a，b，c成等差数列．若E（ξ）＝[image: alt]
 ，则D（ξ）的值是________．

解　由a，b，c成等差数列，有2b＝a＋c．又a＋b＋c＝1，故

b＝[image: alt]
 ，a＋c＝[image: alt]
 ．

由E（ξ）＝[image: alt]
 ，得-a＋c＝[image: alt]
 ．因此a＝[image: alt]
 ，c＝[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


【解题感悟】　本小题考查概率分布的基础知识和方差的计算方法．方差还有另外一种计算方法：设离散型随机变量的分布列为P｛ξ＝xk
 ｝＝pk
 ，k＝1，2，…，n，其数学期望为E（ξ），方差为D（ξ），则有D（ξ）＝E（ξ2
 ）－（E（ξ））2
 ．





16．（2008年湖南卷）甲、乙、丙三人参加了一家公司的招聘面试，面试合格者可正式签约，甲表示只要面试合格就签约．乙、丙则约定：两人面试都合格就一同签约，否则两人都不签约．设每人面试合格的概率都是[image: alt]
 ，且面试是否合格互不影响．求：

（1）至少有1人面试合格的概率；

（2）签约人数ξ的分布列和数学期望．

解　用A，B，C分别表示事件甲、乙、丙面试合格．由题意知A，B，C相互独立，且P（A）＝P（B）＝P（C）＝[image: alt]
 ．

（1）至少有1人面试合格的概率是

[image: alt]


（2）ξ的可能取值为0，1，2，3．依题意，

[image: alt]


故ξ的分布列是

[image: alt]


ξ的期望为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题考查随机变量的分布列和数学期望．解题时要理解对立事件的概率关系，要掌握相互独立事件同时发生的概率的求法．





17．（2008年重庆卷）甲、乙、丙三人按下面的规则进行乒乓球比赛：第一局由甲、乙参加而丙轮空，以后每一局由前一局的获胜者与轮空者进行比赛，而前一局的失败者轮空．比赛按这种规则一直进行到其中一人连胜两局或打满6局时停止．设在每局中参赛者胜负的概率均为[image: alt]
 ，且各局胜负相互独立．求：

（1）打满3局比赛还未停止的概率．

（2）比赛停止时已打局数ξ的分布列与期望E（ξ）．

解　令Ak
 ，Bk
 ，Ck
 分别表示甲、乙、丙在第k局中获胜．

（1）由独立事件同时发生与互斥事件至少有一个发生的概率公式知，打满3局比赛还未停止的概率为

[image: alt]


（2）ξ的所有可能值为2，3，4，5，6，且

[image: alt]


故有分布列

[image: alt]


从而[image: alt]
 （局）．

【解题感悟】　要准确地理解概念．“打满3局比赛还未停止”，即是前3局没有一人连胜两局的，罗列出所有可能情况，分别求解；“比赛停止”有两种可能，一种是其中一人连胜两局，另一种是打满6局时停止，要正确地求出这两种情况的概率．





18．（2008年福建卷）某项考试按科目A、科目B依次进行，只有当科目A成绩合格时，才可继续参加科目B的考试．已知每个科目只允许有一次补考机会，两个科目成绩均合格方可获得证书．现某人参加这项考试，科目A每次考试成绩合格的概率均为[image: alt]
 ，科目B每次考试成绩合格的概率均为[image: alt]
 ．假设各次考试成绩合格与否均互不影响．

（1）求他不需要补考就可获得证书的概率．

（2）在这项考试过程中，假设他不放弃所有的考试机会，记他参加考试的次数为ξ，求ξ的数学期望E（ξ）．

解　记“科目A第一次考试合格”为事件A1
 ，“科目A补考合格”为事件A2
 ；“科目B第一次考试合格”为事件B1
 ，“科目B补考合格”为事件B2
 ．

（1）不需要补考就获得证书的事件为A1
 B1
 ，注意到A1
 与B1
 相互独立，则

[image: alt]


即该考生不需要补考就获得证书的概率为[image: alt]
 ．

（2）由已知，知ξ＝2，3，4．注意到各事件之间的独立性与互斥性，可得

[image: alt]


故[image: alt]
 ，即该考生参加考试次数的数学期望为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题主要考查概率的基本知识与分类讨论的思想，考查运用数学知识分析问题和解决问题的能力．要掌握独立事件和互斥事件的概率的求解方法．

（二）二项分布

19．（2007年江西卷）某陶瓷厂准备烧制甲、乙、丙三件不同的工艺品，制作过程必须先后经过两次烧制，当第一次烧制合格后方可进入第二次烧制，两次烧制过程相互独立．根据该厂现有的技术水平，经过第一次烧制后，甲、乙、丙三件产品合格的概率依次为0.5，0.6，0.4，经过第二次烧制后，甲、乙、丙三件产品合格的概率依次为0.6，0.5，0.75．

（1）求第一次烧制后恰有一件产品合格的概率．

（2）经过前后两次烧制后，合格工艺品的个数为ξ，求随机变量ξ的期望．

解　分别记甲、乙、丙经第一次烧制后合格为事件A1
 ，A2
 ，A3
 ．

（1）设E表示第一次烧制后恰好有一件合格，则

[image: alt]


（2）方法1　每件工艺品经过两次烧制后合格的概率均为p＝0.3，所以ξ～B（3，0.3），故

E（ξ）＝np＝3×0.3＝0.9．

方法2　分别记甲、乙、丙经过两次烧制后合格为事件A，B，C，则P（A）＝P（B）＝P（C）＝0.3，于是

　　　　P｛ξ＝0｝＝（1－0.3）3
 ＝0.343，

　　　　P｛ξ＝1｝＝3×（1－0.3）2
 ×0.3＝0.441，

　　　　P｛ξ＝2｝＝3×0.32
 ×0.7＝0.189，

　　　　P｛ξ＝3｝＝0.33
 ＝0.027．

故E（ξ）＝1×0.441＋2×0.189＋3×0.027＝0.9．

【解题感悟】　题（2）的方法1是直接利用二项分布的期望公式求出的，方法2给出了详细的解答过程，即是一般的方法．

在n次的独立重复实验中某个事件出现的次数ξ是一个随机变量，若在一次试验中某事件发生的概率是p，那么在n次的独立重复试验中，这个事件恰好发生k次的概率为

[image: alt]


其中k＝0，1，2，…，n，q＝1－p，称ξ服从二项分布，记作ξ～B（n，p），并记[image: alt]
 ．其期望和方差分别为

E（ξ）＝np，D（ξ）＝np（1－p）＝npq．





20．（2006年全国卷Ⅰ）A，B是治疗同一种疾病的两种药，用若干试验组进行对比试验．每个试验组由4只小白鼠组成，其中2只服用A，另2只服用B，然后观察疗效．若在一个试验组中，服用A有效的小白鼠的只数比服用B有效的多，就称该试验组为甲类组．设每只小白鼠服用A有效的概率为[image: alt]
 ，服用B有效的概率为[image: alt]
 ．

（1）求一个试验组为甲类组的概率．

（2）观察3个试验组，用ξ表示这3个试验组中甲类组的个数，求ξ的分布列和数学期望．

解　（1）设Ai
 表示事件“一个试验组中，服用A有效的小鼠有i只”，i＝0，1，2，Bi
 表示事件“一个试验组中，服用B有效的小鼠有i只”，i＝0，1，2．依题意有

[image: alt]


故所求概率为

[image: alt]


（2）ξ的可能值为0，1，2，3且ξ～B（3，[image: alt]
 ）．

[image: alt]


ξ的分布列为

[image: alt]


数学期望为E（ξ）＝3×[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题考查相互独立事件的概率和二项分布的数学期望的求解．

（三）几何分布

21．从一批有10个合格品与3个次品的产品中，一件一件地抽取产品，设每个产品被抽取是等可能的，每次抽取的产品立即放回此批产品中，然后再抽取下一个产品，直到取出合格品为止．求所需抽取次数ξ的分布列和数学期望．

解　ξ的取值为1，2，3，…，n，…．

当ξ＝1时，即第一次取到合格品，有P｛ξ＝1｝＝[image: alt]
 ．

当ξ＝2时，即第一次取到次品，第二次取到合格品，有

[image: alt]


当ξ＝3时，即第一、二次取到次品，第三次取到合格品，有

[image: alt]


类似地，当ξ＝n时，即前n－1次都取到次品，而第n次取到合格品，有

[image: alt]


因此，ξ的分布列为

[image: alt]


数学期望为E（ξ）＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本小题考查几何分布的分布列和数学期望的求解．这里是直接利用几何分布的数学期望的公式来求出数学期望的，也可以利用错位相减法求解．

注意在独立重复实验中，某个事件第一次发生时所做的试验次数ξ是一个离散型随机变量．ξ＝k表示在第k次独立重复试验中该事件第一次发生，一次试验中该事件发生的概率为

P｛ξ＝k｝＝qk－1
 p，

其中k＝1，2，…，n；q＝1－p，称ξ服从几何分布，记作ξ～g（k，p），并记g（k，p）＝qk－1
 p．其期望和方差分别为

[image: alt]






22．一名学生骑自行车从家到学校的途中有6个路口，假设他在每个路口遇到红灯的事件是相互独立的，且概率都是[image: alt]
 ，求：

（1）这名学生在途中遇到红灯次数ξ的分布列；

（2）这名学生首次遇到红灯或达到目的地而停车时所经过了的路口数η的分布列．

解　（1）根据题目的条件知，这是典型的二项分布，即ξ～B（6，[image: alt]
 ），分布列可以根据公式[image: alt]
 （k＝0，1，2，…，6）分别求出．有

[image: alt]


（2）η＝k表示这名学生首次停车时经过的路口数，即在前k个路口没有遇到红灯，而在第k＋1个路口遇到红灯．η＝6表示这名学生在路上没有遇到红灯．这是典型的几何分布，即ξ～[image: alt]
 ．分布列可以根据公式P｛ξ＝k｝＝[image: alt]
 （k＝0，1，2，…，6）分别求出，有

[image: alt]


【解题感悟】　在n次的独立重复试验中，有两个典型的概型是二项式分布和几何分布．前者强调“有k次发生”，后者强调“首次发生”，要注意区别．


[image: alt]
 第十六讲

利用函数和方程的思想解题

函数和方程的思想是数学中重要的思想方法．函数的思想就是以运动和变化的观点去分析具体问题，从而转化问题，使之能建立函数关系，再利用函数的概念和性质解决问题．方程的思想就是从问题的数量关系入手，把一些非方程问题，通过变换和构造，使非方程问题转换为方程的形式，再运用方程的性质去解决问题．有时为了达到解题的目的，函数和方程还互相转化．

一、利用函数的单调性解题

（一）求变量的取值范围

1．（2007年广东卷）已知a是实数，函数

f（x）＝2ax2
 ＋2x－3－a．

如果函数y＝f（x）在区间［-1，1］上有零点，求a的取值范围．

解　令f（x）＝0，有

2ax2
 ＋2x－3－a＝0，

即a＝[image: alt]
 ．设y＝[image: alt]
 ，则

[image: alt]


令y′＝0，解得x＝[image: alt]
 ．又x∈［-1，1］，所以x＝[image: alt]
 ．考虑到2x2
 －1≠0，故函数y＝[image: alt]
 在区间[image: alt]
 和区间[image: alt]
 上为增函数，在区间[image: alt]
 和区间[image: alt]
 上为减函数．进一步解得y∈[image: alt]
 ∪［1，+∞）．故a∈[image: alt]
 ∪［1，+∞）．

【解题感悟】　此题可以分a＝0和a≠0进行讨论，这么做比较繁琐．而我们把要求取值范围的变量a从题目中分离出来，使其成为x的函数，再通过考察其单调性求出范围，这样做可以避免讨论，简化运算．





2．（2008年安徽卷）设函数f（x）＝[image: alt]
 （x＞0且x≠1）．

（1）求函数f（x）的单调区间．

（2）已知[image: alt]
 ＞xa
 对任意x∈（0，1）成立，求实数a的取值范围．

解　（1）[image: alt]
 ．若f′（x）＝0，则x＝[image: alt]
 ．列表如下：

[image: alt]


（2）在[image: alt]
 ＞xa
 两边取对数，得[image: alt]
 ln2＞alnx．由于0＜x＜1，所以

[image: alt]


由（1）的结果可知，当x∈（0，1）时，f（x）≤[image: alt]
 ＝-e．为使①式对所有x∈（0，1）成立，当且仅当[image: alt]
 ＞-e，即a＞-eln2．

【解题感悟】　第（1）问不加附加条件，往往是为第（2）问的解提供台阶的．本题的第（2）问就是利用了f（x）的单调性来解决恒不等式问题．

（二）证明不等式

3．（2007年山东卷）设函数f（x）＝x2
 ＋bln（x＋1），其中b≠0．

（1）当b＞[image: alt]
 时，判断函数f（x）在定义域上的单调性．

（2）求函数f（x）的极值点．

（3）证明：对任意的正整数n，不等式[image: alt]
 都成立．

解　（1）函数f（x）＝x2
 ＋bln（x＋1）的定义域为（-1，+∞），

[image: alt]


令g（x）＝2x2
 ＋2x＋b，则g（x）在（-[image: alt]
 ，+∞）上递增，在（-1，-[image: alt]
 ）上递减，因此g（x）当x＝-[image: alt]
 时取得极小值．由于g（x）是单峰函数，其极小值就是最小值．所以

[image: alt]


当b＞[image: alt]
 时，g（x）min
 ＝-[image: alt]
 ＋b＞0，即g（x）＝2x2
 ＋2x＋b＞0在（-1，+∞）上恒成立，此时f′（x）＞0．故当b＞[image: alt]
 时，函数f（x）在定义域（-1，+∞）上单调递增．

（2）分以下几种情形讨论．

①　由（1）知，当b＞[image: alt]
 时函数f（x）无极值点．

②　当b＝[image: alt]
 时，

[image: alt]


所以，x∈（-1，-[image: alt]
 ）时，f′（x）＞0；x∈（-[image: alt]
 ，+∞）时，f′（x）＞0．故当b＝[image: alt]
 时，函数f（x）在（-1，+∞）上无极值点．

③　当b＜[image: alt]
 时，解f′（x）＝0得两个不同解

[image: alt]


若b＜0，则x1
 ＜-1，x2
 ＞-1，即x1
 [image: alt]
 （-1，+∞），x2
 ∈（-1，+∞），且f′（x）在（x2
 ，+∞）上大于0，在（x1
 ，x2
 ）上小于0．因此f（x）在（-1，+∞）上有唯一的极小值点

[image: alt]


若0＜b＜[image: alt]
 ，则x1
 ，x2
 ∈（-1，+∞），f′（x）在（-1，x1
 ），（x2
 ，+∞）上都大于0，而在（x1
 ，x2
 ）上小于0．因此f（x）有一个极大值点[image: alt]
 和一个极小值点[image: alt]
 ．

综上可知，当b＜0时，f（x）在（-1，+∞）上有唯一的极小值点[image: alt]
 ；当0＜b＜[image: alt]
 时，f（x）有一个极大值点[image: alt]
 和一个极小值点[image: alt]
 ；当b≥[image: alt]
 时，函数f（x）在（-1，+∞）上无极值点．

证　（3）当b＝-1时，f（x）＝x2
 －ln（x＋1）．令

h（x）＝x3
 －f（x）＝x3
 －x2
 ＋ln（x＋1），

则[image: alt]
 在［0，+∞）上恒正．所以h（x）在［0，+∞）上单调递增，当x∈（0，+∞）时，恒有h（x）＞h（0）＝0，即

x3
 －x2
 ＋ln（x＋1）＞0．

对任意正整数n，取x＝[image: alt]
 ，即得[image: alt]
 ．

【解题感悟】　由题设有b≠0．由（1）有b＞[image: alt]
 ．对于（2），涉及分类讨论，由（1）可知分类的标准为b≥[image: alt]
 ，0＜b＜[image: alt]
 ，b＜0．要注意由f′（x）＝0求得的根不一定都是极值点，需要判断在该点两侧f′（x）为异号后才能称之为“极值点”．对于（3），构造新函数来证明不等式．考虑到当b＝-1时，有f（x）＝x2
 －ln（x＋1），我们把它当做题设，而证明的目标是[image: alt]
 ，即

[image: alt]


我们寻找题设与证明的目标之间的关系．若令x＝[image: alt]
 ，就是要证明x3
 －f（x）＞0，因此，我们构造函数h（x）＝x3
 －f（x）．用导数解决函数的单调性问题一直是各省市高考试题的重点，此题的综合性较强．





4．（2007年全国卷Ⅱ）已知函数f（x）＝x3
 －x．

（1）求曲线y＝f（x）在点M（t，f（t））处的切线方程．

（2）设a＞0，如果过点（a，b）可作曲线y＝f（x）的三条切线，证明：－a＜b＜f（a）．

解　（1）f（x）的导数f′（x）＝3x2
 －1．曲线y＝f（x）在点M（t，f（t））处的切线方程为y－f（t）＝f′（t）（x－t），即

y＝（3t2
 －1）x－2t3
 ．

证　（2）如果有一条切线过点（a，b），则存在t，使

b＝（3t2
 －1）a－2t3
 ．

若过点（a，b）可作曲线y＝f（x）的三条切线，则方程

2t3
 －3at2
 ＋a＋b＝0

有三个相异的实数根．记g（t）＝2t3
 －3at2
 ＋a＋b，则

g′（t）＝6t2
 －6at＝6t（t－a）．

当t变化时，g（t），g′（t）的变化情况如下表：

[image: alt]


由函数g（t）的单调性可以知道，要使得g（t）＝0有三个相异的实数根，则需函数g（t）的极大值大于零，且极小值小于零．因此，若过（a，b）可作曲线y＝f（x）的三条切线，即g（t）＝0有三个相异的实数根，则有

[image: alt]


即-a＜b＜f（a）．

【解题感悟】　过点（a，b）可作曲线y＝f（x）的三条切线，即是切线方程必须有三个相异的实数根．g（t）＝0是关于t的三次方程，g（t）＝0有三个实数根⇔函数g（t）的极大值大于零，且极小值小于零．

（三）比较大小

5．（2008年山东卷）设函数f（x）＝x2
 ex－1
 ＋ax3
 ＋bx2
 ，已知x＝-2和x＝1为f（x）的极值点．

（1）求a和b的值．

（2）讨论f（x）的单调性．

（3）设g（x）＝[image: alt]
 x3
 －x2
 ，试比较f（x）与g（x）的大小．

解　（1）因为

[image: alt]


又x＝-2和x＝1为f（x）的极值点，所以f′（-2）＝f′（1）＝0，即

[image: alt]


解方程组得a＝-[image: alt]
 ，b＝-1．

（2）因为a＝-[image: alt]
 ，b＝-1，所以

f′（x）＝x（x＋2）（ex－1
 －1）．

令f′（x）＝0，解得x1
 ＝-2，x2
 ＝0，x3
 ＝1．当x∈（-∞，-2）∪（0，1）时，f′（x）＜0；当x∈（-2，0）∪（1，+∞）时，f′（x）＞0．所以f（x）在（-2，0）和（1，+∞）上是单调递增的；在（-∞，-2）和（0，1）上是单调递减的．

（3）由（1）可知f（x）＝x2
 ex－1
 －[image: alt]
 x3
 －x2
 ，故

f（x）－g（x）＝x2
 ex－1
 －x3
 ＝x2
 （ex－1
 －x）．

令h（x）＝ex－1
 －x，则

h′（x）＝ex－1
 －1．

令h′（x）＝0，得x＝1．当x∈（-∞，1］时，h′（x）≤0，h（x）在x∈（-∞，1］上单调递减，此时

h（x）≥h（1）＝0．

当x∈［1，+∞）时，h′（x）≥0，h（x）在x∈［1，+∞）上单调递增，此时

h（x）≥h（1）＝0．

故对任意的x∈（-∞，+∞），恒有h（x）≥0．又x2
 ≥0，因此f（x）－g（x）≥0，即对任意的x∈（-∞，+∞），恒有f（x）≥g（x）．

【解题感悟】　作出f（x）－g（x），利用差值比较，然后把x2
 分离出来，构造新函数h（x），再利用导数判断单调性，可以简化运算．





6．已知

[image: alt]


证明：cos（x＋y）＝cosy．

证　设函数f（x）＝x3
 ＋sinx，则

[image: alt]


由4y3
 ＋sinycosy＋a＝0，有

[image: alt]


因为函数f（x）＝x3
 ＋sinx在区间[image: alt]
 上是单调递增函数，所以有x＝-2y，即x＋y＝-y．因此cos（x＋y）＝cosy．

【解题感悟】　此题看起来比较繁，感到无从下手，但是根据模式可构造一个新函数f（x）＝x3
 ＋sinx，利用函数的单调性进行证明．注意到所证的式子不含有a，利用a作为桥梁构建x，y的关系．解题的关键是善于发掘函数模型．

（四）求最值

7．（2008年湖南卷）已知函数f（x）＝ln2
 （1＋x）－[image: alt]
 ．

（1）求函数f（x）的单调区间．

（2）若不等式[image: alt]
 对任意的n∈N*
 都成立（其中e是自然对数的底数），求a的最大值．

解　（1）函数f（x）的定义域是（-1，+∞），

[image: alt]


设g（x）＝2（1＋x）ln（1＋x）－x2
 －2x，则

g′（x）＝2ln（1＋x）－2x．

令h（x）＝2ln（1＋x）－2x，则

[image: alt]


当-1＜x＜0时，h′（x）＞0，h（x）在（-1，0）上为增函数；当x＞0时，h′（x）＜0，h（x）在（0，+∞）上为减函数．所以h（x）在x＝0处取得最大值，有

h（x）＜h（0）＝0，x∈（-1，+∞）且x≠0．

因此g′（x）＜0（x≠0），函数g（x）在（-1，+∞）上为减函数．于是，当-1＜x＜0时，g（x）＞g（0）＝0，从而f′（x）＞0，f（x）在（-1，0）上为增函数；当x＞0时，g（x）＜g（0）＝0，从而f′（x）＜0，f（x）在（0，+∞）上为减函数．故函数f（x）的单调递增区间为（-1，0），单调递减区间为（0，+∞）．

（2）不等式[image: alt]
 等价于（n＋a）[image: alt]
 ≤1．于是

[image: alt]


设[image: alt]
 ，x∈（0，1］，则

[image: alt]


由（1）知，f（x）在x＝0处取得最大值，f（x）≤f（0）＝0，即

[image: alt]


也即（1＋x）ln2
 （1＋x）－x2
 ≤0．于是G′（x）＜0，G（x）在（0，1］上为减函数．故函数G（x）在（0，1］上的最小值为G（1）＝[image: alt]
 －1．所以a的最大值为[image: alt]
 －1．

【解题感悟】　（1）中多次构造函数，利用导数判断单调性．在（2）中，要注意不等式的转化．





8．（2007年北京卷）如图16-1，有一块半椭圆形钢板，其长半轴长为2r，短半轴长为r．计划将此钢板切割成等腰梯形的形状，下底AB是半椭圆的短轴，上底CD的端点在椭圆上．记CD＝2x，梯形面积为S．

[image: alt]


图16-1

（1）求面积S以x为自变量的函数式，并写出其定义域．

（2）求面积S的最大值．

[image: alt]


图16-2

解　（1）依题意，以AB的中点O为原点建立直角坐标系Oxy，如图16-2，则点C的坐标（x，y）满足方程

[image: alt]


解得[image: alt]
 （0＜x＜r）．于是

[image: alt]


其定义域为｛x｜0＜x＜r｝．

（2）记f（x）＝S2
 ＝4（x＋r）2
 （r2
 －x2
 ），0＜x＜r，则

f′（x）＝8（x＋r）2
 （r－2x）．

令f′（x）＝0，得x＝[image: alt]
 r．当0＜x＜[image: alt]
 时，f′（x）＞0；当[image: alt]
 ＜x＜r时，f′（x）＜0．因此x＝[image: alt]
 r时，f（x）取极大值，为[image: alt]
 ．由于f（x）在区间（0，r）上是单峰函数，其极大值就是最大值，故梯形面积S的最大值为[image: alt]
 r2
 ．

【解题感悟】　在求实际问题的最大值或最小值时，一般是先设自变量和因变量并建立函数关系，确定定义域，利用求函数的最值的方法求解，要注意其结果应该与实际情况相结合．用导数求解实际问题的最值时，如果函数在所给区间内只有一个极值点，这个极值点就是最值点．

二、利用函数的奇偶性解题

9．（2008年福建卷）函数f（x）＝x3
 ＋sinx＋1（x∈R），若f（a）＝2，则f（-a）的值为（　　）．

A．3

B．0

C．－1

D．－2

解　令g（x）＝f（x）－1＝x3
 ＋sinx，显然g（x）为奇函数，于是g（-a）＝-g（a），即f（-a）－1＝-（f（a）－1）．所以

f（-a）＝-f（a）＋2＝-2＋2＝0．

故选B．

【解题感悟】　其关键是将1移到左边，整体考虑f（x）－1的特征．





10．（2008年辽宁卷）设f（x）是连续的偶函数，且当x＞0时f（x）是单调函数，则满足f（x）＝[image: alt]
 的所有x之和为（　　）．

A．－3

B．3

C．－8

D．8

解　因为f（x）是连续的偶函数，且当x＞0时f（x）是单调函数，所以由f（x）＝[image: alt]
 知，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，也即

x2
 ＋3x－3＝0　或　x2
 ＋5x＋3＝0．

方程x2
 ＋3x－3＝0的两根之和为-3，方程x2
 ＋5x＋3＝0的两根之和为-5，所以满足f（x）＝[image: alt]
 的所有x之和为-8．故选C．

【解题感悟】　不要错误地理解为只有一种情形，即x＝[image: alt]
 ，而忽视另一种情形，即-x＝[image: alt]
 ．





11．已知方程x2
 －2asin（cosx）＋a2
 ＝0有唯一解，求a的值．

解　设

f（x）＝x2
 －2asin（cosx）＋a2
 ，

显然f（x）为偶函数．设f（x）＝0的解为x0
 ．由于f（-x0
 ）＝f（x0
 ），故x0
 ，-x0
 是方程f（x）＝0的两个解．而已知f（x）＝0有唯一解，因此x0
 ＝-x0
 ，即x0
 ＝0．所以f（0）＝0，即

a2
 －2asin1＝0．

解得a＝0或a＝2sin1．

【解题感悟】　解题的关键是发现f（x）是偶函数，抓住互为相反的两个量x0
 ，-x0
 ，使问题顺利求解．





12．设实数α，β满足α3
 －3α2
 ＋5α＝1，β3
 －3β2
 ＋5β＝5，求α＋β的值．

解　设

f（x）＝x3
 －3x2
 ＋5x＝（x－1）3
 ＋2（x－1）＋3，

则f（α）＝1，f（β）＝5．设g（x）＝x3
 ＋2x，则g（x－1）＋3＝f（x）．于是

g（α－1）＝f（α）－3＝-2，g（β－1）＝f（β）－3＝2．

由于g（x）＝x3
 ＋2x是单调递增的奇函数，则有

g（α－1）＝-g（β－1）＝g（1－β），

从而α－1＝1－β．故α＋β＝2．

【解题感悟】　f（x）＝x3
 －3x2
 ＋5x既非奇函数，又非偶函数，将其变形消去平方项后再判断为奇函数，是解决问题时的一个难点．





13．设定义在［-2，2］上的函数f（x）＝-x2
 ＋c．若f（1－m）＜f（m），求实数m的取值范围．

解　由于f（x）＝-x2
 ＋c是偶函数，有

f（-x）＝f（x）＝f（｜x｜）．

因此，由f（1－m）＜f（m）有

f（｜1－m｜）＜f（｜m｜）．

而当x∈［0，2］时，f（x）为减函数，故有

｜1－m｜＞｜m｜，且-2≤m≤2，-2≤1－m≤2．

解得-1≤m＜[image: alt]
 ．

【解题感悟】　由定义域知1－m，m∈［-2，2］，但是在区间［-2，0］上，还是在区间［0，2］上，要继续讨论，将非常复杂．审视题设，知f（x）为偶函数，故可利用偶函数的性质求解．





14．（2006年重庆卷）已知定义域为R的函数[image: alt]
 是奇函数．

（1）求a，b的值．

（2）若对任意的t∈R，不等式f（t2
 －2t）＋f（2t2
 －k）＜0恒成立，求k的取值范围．

解　（1）因为f（x）是定义域为R的奇函数，所以f（-x）＝-f（x），且f（0）＝0．由f（0）＝0，知[image: alt]
 ＝0，即b＝1．所以

[image: alt]


再由f（1）＝-f（-1）知[image: alt]
 ．解得a＝2．

故a＝2，b＝1．

（2）由（1）知

[image: alt]


显然f（x）在（-∞，+∞）上为减函数．又因为f（x）是奇函数，则由不等式f（t2
 －2t）＋f（2t2
 －k）＜0知

f（t2
 －2t）＜-f（2t2
 －k）＝f（k－2t2
 ），

从而t2
 －2t＞k－2t2
 ．所以对一切t∈R有

3t2
 －2t－k＞0．

因此判别式Δ＝4＋12k＜0．解得k＜-[image: alt]
 ．故k的取值范围为（-∞，-[image: alt]
 ）．

【解题感悟】　对于（1），注意到定义域为R的奇函数f（x）一定有f（0）＝0．对于（2），解题的关键是“去掉”“f”的符号，当然要借助函数的单调性作为工具了．

三、利用函数的周期性解题

15．（2008年湖北卷）已知f（x）在R上是奇函数，且f（x＋4）＝f（x），当x∈（0，2）时，f（x）＝2x2
 ，则f（7）＝（　　）．

A．－2

B．2

C．－98

D．98

解　显然函数f（x）的周期为4，因此

f（7）＝f（-1）＝-f（1）＝-2×12
 ＝-2．

故选A．

【解题感悟】　一个小题考查两个性质，可见基本概念的重要性．





16．（2008年四川卷）设定义在R上的函数f（x）满足f（x）·f（x＋2）＝13．若f（1）＝2，则f（99）＝（　　）．

A．13

B．2

C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　因为f（x）·f（x＋2）＝13，所以f（x＋2）＝[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


即函数f（x）是周期为4的周期函数．又由f（1）＝2，可得f（3）＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以

f（99）＝f（4×24＋3）＝f（3）＝[image: alt]
 ．

故选C．

【解题感悟】　此题重点考查递推关系下的函数求值．其方法一般是求出函数解析式后代值，或者利用函数的周期性求解．





17．已知函数f（x）定义在非负数集上，且对于任意正整数，均有f（x）＝f（x－1）＋f（x＋1）．若f（1）＝-2008，求f（2008）的值．

解　对于任意正整数x，有

　　　f（x）＝f（x－1）＋f（x＋1），

f（x＋1）＝f（x）＋f（x＋2），

　　f（x＋2）＝f（x＋1）＋f（x＋3）．

三式相加有-f（x＋3）＝f（x－1）＋f（x＋1），于是

f（x）＝-f（x＋3）．

因此

f（x＋6）＝-f（x＋3）＝f（x），

即f（x）是以6为周期的周期函数．所以

f（2008）＝f（6×334＋4）＝f（4）＝-f（1）＝2008．

【解题感悟】　所给条件为f（1）＝-2008，而要求f（2008），1与2008相差甚远，一定有规律可循，可考虑周期．





18．（2005年广东卷）设函数f（x）在（-∞，+∞）内满足

f（2－x）＝f（2＋x），f（7－x）＝f（7＋x），

且在闭区间［0，7］上，只有f（1）＝f（3）＝0．

（1）试判断函数y＝f（x）的奇偶性．

（2）试求方程f（x）＝0在闭区间［-2005，2005］上的根的个数，并证明你的结论．

解　（1）因为函数f（x）在闭区间［0，7］上，只有f（1）＝f（3）＝0，所以f（0）≠0，因此y＝f（x）不是奇函数．

因为f（7）≠0，f（x）在（-∞，+∞）内满足f（2－x）＝f（2＋x），所以f（-3）＝f（7）≠0．而f（3）＝0，所以f（-3）≠f（3），因此y＝f（x）不是偶函数．

故函数y＝f（x）是非奇非偶函数．

（2）由于

[image: alt]


所以函数f（x）是周期为10的周期函数．又f（3）＝f（1）＝0，所以

f（11）＝f（13）＝f（-7）＝f（-9）＝0．

因此方程f（x）＝0在［0，10］和［-10，0］上均有两个根，从而可知函数y＝f（x）在［0，2005］上有402个根，在［-2005，0］上有400个根．故方程f（x）＝0在［-2005，2005］上有802个根．

【解题感悟】　对于（1），考察函数y＝f（x）是非奇非偶函数时只须说明其定义域不关于原点对称．对于（2），发现函数y＝f（x）的周期是10，依此规律再求方程f（x）＝0在闭区间［-2005，2005］上的根的个数．

四、利用一次函数和二次函数的性质解题

（一）求变量的取值范围

19．已知当x∈［0，1］时，不等式

x2
 cosθ－x（1－x）＋（1－x）2
 sinθ＞0

恒成立，试求θ的取值范围．

解　设f（x）＝x2
 cosθ－x（1－x）＋（1－x）2
 sinθ，即

f（x）＝（1＋sinθ＋cosθ）x2
 －（1＋2sinθ）x＋sinθ．

问题转化为：当x∈［0，1］时，f（x）＞0恒成立，求θ的取值范围．由f（0）＝sinθ＞0，f（1）＝cosθ＞0，有

2kπ＜θ＜2kπ＋[image: alt]
 　（k∈Z）．

而函数f（x）的对称轴为[image: alt]
 ，容易知道此对称轴的x坐标在区间（0，1）内，故

[image: alt]


由于

Δ＝（1＋2sinθ）2
 －4（1＋sinθ＋cosθ）sinθ＝1－2sin2θ，

于是由Δ＜0，有sin2θ＞[image: alt]
 ．又2kπ＜θ＜2kπ＋[image: alt]
 （k∈Z），所以θ的取值范围为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　本题若按照一般解法，先求出最小值，然后让最小值大于零，就会出现根式，运算麻烦．将问题转化为利用

[image: alt]


可以使问题顺利解决．





20．（2006年天津卷）如果函数f（x）＝ax
 （ax
 －3a2
 －1）（a＞0且a≠1）在区间［0，+∞）上是增函数，那么实数a的取值范围是（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　函数f（x）＝ax
 （ax
 －3a2
 －1）（a＞0且a≠1）可以看做是关于t＝ax
 的二次函数

f（t）＝t2
 －（3a2
 ＋1）t．

若a＞1，则t＝ax
 是增函数，从而函数f（t）在区间［1，+∞）上是增函数，因此要求对称轴[image: alt]
 ≤1，矛盾．

若0＜a＜1，则t＝ax
 是减函数，从而函数f（t）在区间（0，1］上是减函数，因此要求对称轴[image: alt]
 ≥1，即a2
 ≥[image: alt]
 ．

所以实数a的取值范围是[image: alt]
 ，故选B．

【解题感悟】　把ax
 看做变元，利用二次函数的性质求解，注意讨论．此题要求比较高．





21．已知函数f（x）是定义在［-1，1］上的奇函数，f（1）＝1．当m，n∈［-1，1］且m＋n≠0时，有[image: alt]
 ．

（1）求证：f（x）在［-1，1］上是增函数．

（2）若f（x）≤t2
 －2at＋1对于所有的x∈［-1，1］，a∈［-1，1］恒成立，求实数t的取值范围．

证　（1）设-1≤x1
 ≤x2
 ≤1．由f（x）为奇函数，有f（-x）＝-f（x），因此

[image: alt]


由题设知[image: alt]
 ，又x1
 －x2
 ＜0，所以

f（x1
 ）－f（x2
 ）＜0，

即f（x1
 ）＜f（x2
 ）．故f（x）在［-1，1］上是增函数．

解　（2）由于f（x）≤t2
 －2at＋1对于所有的x∈［-1，1］，a∈［-1，1］恒成立，所以

t2
 －2at＋1≥f（x）max
 ＝f（1）＝1，

即t2
 －2at≥0，对a∈［-1，1］恒成立．令

g（a）＝-2at＋t2
 ．

当t＝0时，有g（a）＝0．当t≠0时，g（a）是关于a的一次函数，欲使a∈［-1，1］时，g（a）≥0恒成立，必有

[image: alt]


解之得t≥2或t≤-2．故t的取值范围为（-∞，-2］∪｛0｝∪［2，+∞）．

【解题感悟】　对于（1），用定义容易证明．对于（2），有三个未知数，看起来比较麻烦，但是由（1）的结论可以求出f（x）的最大值是f（1），问题转化为：t2
 －2at＋1≥f（1）对于a∈［-1，1］恒成立，求t的范围．解题时要注意到这里有两个变元，它既是关于t的二次不等式，又是关于a的一次不等式．我们把它当做是关于a的一次不等式，然后转换成关于a的一次函数来求解，这种方法叫做“反客为主”．

（二）证明不等式

22．若｜a｜＜1，｜b｜＜1，｜c｜＜1，求证：ab＋ac＋bc＋1＞0．

证　设f（a）＝（b＋c）a＋bc＋1，显然f（a）为单调函数，且

f（1）＝（b＋c）＋bc＋1＝（b＋1）（c＋1）＞0，

f（-1）＝-（b＋c）＋bc＋1＝（-b＋1）（-c＋1）＞0，

所以f（a）＞0，即ab＋ac＋bc＋1＞0．

【解题感悟】　所证明的式子属于轮换式，我们不妨以其中的一个未知数为元，建立函数关系．利用一次函数的单调性解题是解决这种类型的不等式证明的一般方法．





23．设a，b∈R，证明：a2
 ＋b2
 ＋ab＋1＞a＋b．

证　设f（a）＝a2
 ＋（b－1）a＋b2
 －b＋1，其判别式

[image: alt]


故f（a）＞0，即a2
 ＋b2
 ＋ab＋1＞a＋b．

【解题感悟】　此题也可以利用配方法解决问题，即

[image: alt]


但是这种配方是不容易想到的．所给的证明式为轮换式，我们不妨把a视为变元，即是证明a2
 ＋（b－1）a＋b2
 －b＋1＞0恒成立．

（三）求最值

24．（2007年上海卷）我们把由半椭圆[image: alt]
 （x≥0）与半椭圆[image: alt]
 （x≤0）合成的曲线称作“果圆”，其中

a2
 ＝b2
 ＋c2
 ，a＞0，b＞c＞0．

[image: alt]


图16-3

如图16-3，设点F0
 ，F1
 ，F2
 是相应椭圆的焦点，A1
 ，A2
 和B1
 ，B2
 是“果圆”与x，y轴的交点，M是线段A1
 A2
 的中点．

（1）若△F0
 F1
 F2
 是边长为1的等边三角形，求该“果圆”的方程．

（2）设P是“果圆”的半椭圆[image: alt]
 （x≤0）上任意一点．求证：当｜PM｜取得最小值时，P在点B1
 ，B2
 或A1
 处．

（3）若P是“果圆”上任意一点，求｜PM｜取得最小值时点P的横坐标．

解　（1）依题设有F0
 （c，0），F1
 （0，-[image: alt]
 ），F2
 （0，[image: alt]
 ），于是

[image: alt]


即b＝1，c2
 ＝[image: alt]
 ．因此a2
 ＝b2
 ＋c2
 ＝[image: alt]
 ．故所求的“果圆”方程为[image: alt]
 x2
 ＋y2
 ＝1（x≥0），y2
 ＋[image: alt]
 x2
 ＝1（x≤0）．

（2）设P点的坐标为（x，y），则

[image: alt]


因为1－[image: alt]
 ＜0，所以｜PM｜2
 的最小值只能在x＝0或x＝-c处取到，即当｜PM｜取得最小值时，P在点B1
 ，B2
 或A1
 处．

（3）因为｜A1
 M｜＝｜MA2
 ｜，且B1
 和B2
 同时位于“果圆”的半椭圆[image: alt]
 （x≥0）和半椭圆[image: alt]
 （x≤0）上，所以，由（2）知，只需研究P位于“果圆”的半椭圆[image: alt]
 （x≥0）上的情形即可．由于

[image: alt]


可见，当[image: alt]
 ，即a≤2c时，｜PM｜2
 的最小值在x＝[image: alt]
 处取到，此时P的横坐标是[image: alt]
 ；当[image: alt]
 ＞a，即a＞2c时，由于｜PM｜2
 当x＜a时是递减的，｜PM｜2
 的最小值在x＝a处取到，此时P的横坐标是a．

综上所述，若a≤2c，当｜PM｜取得最小值时，点P的横坐标是[image: alt]
 ；若a＞2c，当｜PM｜取得最小值时，点P的横坐标是a或-c．

【解题感悟】　（2），（3）两问都利用到二次函数解题．对于第（3）问，要讨论二次函数的对称轴是在所给范围内，还是不在所给范围内，要分情况解答．

五、利用方程的思想解题

25．已知

[image: alt]


求证：9sinα＋tanγ＝0．

证　设x＝3，则9sinα－3cosβ－tanγ＝0可以化为关于x的二次方程

x2
 sinα－xcosβ－tanγ＝0　（sinα≠0）．

由Δ＝cos2
 β＋4sinαtanγ＝0，知道方程x2
 sinα－xcosβ－tanγ＝0（sinα≠0）有相等的实根x1
 ＝x2
 ＝[image: alt]
 ＝3．因此

cosβ＝6sinα．

将其代入9sinα－3cosβ－tanγ＝0，即有9sinα＋tanγ＝0．

当sinα＝0时，由①，②有tanγ＝0，显然9sinα＋tanγ＝0也成立．

【解题感悟】　这道题如果按照常规证法，很难推出所证的等式．若注意到题目的结构形式和数据特征，把常量当做主元，将条件①构造为一元二次方程，而条件②恰好是方程的判别式，就可以解决问题了．





26．已知A＋B＋C＝[image: alt]
 ，求证：sinAsinBsinC≤[image: alt]
 ．

证　令y＝sinAsinBsinC，则

[image: alt]


整理得

sin2
 A－cos（B－C）sinA＋2y＝0．

由于sinA∈［-1，1］⊂R，所以Δ≥0，即cos2
 （B－C）－8y≥0．因此y≤[image: alt]
 cos2
 （B－C）≤[image: alt]
 ．故sinAsinBsinC≤[image: alt]
 ．

【解题感悟】　整体设元，整体变形，构造方程，使得不等式和方程相互转化，这里的“Δ”是解题的桥梁．





27．在以O为原点的直角坐标系中，点A（4，-3）为△OAB的直角顶点．已知｜AB｜＝2｜OA｜，且点B的纵坐标大于零．

（1）求向量[image: alt]
 的坐标．

（2）求圆x2
 －6x＋y2
 ＋2y＝0关于直线OB对称的圆的方程．

（3）是否存在实数a，使抛物线y＝ax2
 －1上总有关于直线OB对称的两个点？若不存在，说明理由；若存在，求a的取值范围．

解　（1）[image: alt]
 ＝（6，8）．（解略）

（2）由[image: alt]
 ＝（10，5）知直线OB的方程为y＝[image: alt]
 x．圆x2
 －6x＋y2
 ＋2y＝0的标准方程为（x－3）2
 ＋（y＋1）2
 ＝10，其圆心为C（3，-1），半径为[image: alt]
 ．设点C关于直线OB的对称点为（x，y），则

[image: alt]


解得x＝1，y＝3．故所求圆的方程为（x－1）2
 ＋（y－3）2
 ＝10．

（3）设P（x1
 ，y1
 ），Q（x2
 ，y2
 ）为抛物线y＝ax2
 －1上关于直线OB对称的两点，则

[image: alt]


将y1
 ＝a[image: alt]
 －1，y2
 ＝a[image: alt]
 －1代入上式，得

[image: alt]


于是x1
 ，x2
 是方程[image: alt]
 的两个相异的实根．因此

[image: alt]


解得a＞[image: alt]
 ．故当a＞[image: alt]
 时，抛物线y＝ax2
 －1上总有关于直线OB对称的两点．

【解题感悟】　在解题的过程中，要不失时节抓住题目中反映出来的信息源，看到x1
 ＋x2
 就应该想到x1
 x2
 ，有意识地用a表示x1
 ＋x2
 和x1
 x2
 ，以此来构造方程求解．





28．（2008年山东卷）如图16-4，设抛物线方程为x2
 ＝2py（p＞0），M为直线y＝-2p上任意一点，过M引抛物线的切线，切点分别为A，B．

[image: alt]


图16-4

（1）求证：A，M，B三点的横坐标成等差数列．

（2）已知当M点的坐标为（2，-2p）时，｜AB｜＝4[image: alt]
 ，求此时抛物线的方程．

（3）是否存在点M，使得点C关于直线AB的对称点D在抛物线x2
 ＝2py（p＞0）上，其中，点C满足[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 （O为坐标原点）．若存在，求出所有适合题意的点M的坐标；若不存在，请说明理由．

证　（1）由题意可设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），M（x0
 ，-2p），其中x1
 ＜x2
 ，

[image: alt]


则过A点的切线方程为x1
 x＝p（y1
 ＋y），过B点的切线方程为x2
 x＝p（y2
 ＋y），由于两条切线都经过点M，则有

[image: alt]


所以直线AB的方程为x0
 x＝p（-2p＋y），即

[image: alt]


又①式可以改写为

[image: alt]


即x1
 ，x2
 是方程x2
 －2x0
 x－4p2
 ＝0的相异的实根，由韦达定理有

x1
 ＋x2
 ＝2x0
 ．

故A，M，B三点的横坐标成等差数列．

解　（2）已知M点的坐标为（2，-2p），即x0
 ＝2．由②式知

[image: alt]


由（1），x1
 ，x2
 是方程x2
 －2x0
 x－4p2
 ＝0的两相异实根，根据韦达定理有

x1
 ＋x2
 ＝2x0
 ＝4，x1
 x2
 ＝-4p2


由弦长公式，得

[image: alt]


而已知｜AB｜＝4[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 （16＋16p2
 ）＝160．解之得p＝1或p＝2．故所求的抛物线方程为x2
 ＝2y或x2
 ＝4y．

（3）设D的坐标为（x3
 ，y3
 ）．由题意得C的坐标为（x1
 ＋x2
 ，y1
 ＋y2
 ），且有CD的中点坐标和AB的中点坐标均满足方程②，即

[image: alt]


两式相减有py3
 ＝x0
 x3
 ．又由点D（x3
 ，y3
 ）在抛物线上，即[image: alt]
 ＝2py3
 ，得[image: alt]
 ＝2x0
 x3
 ．所以x3
 ＝0或x3
 ＝2x0
 ，即D的坐标为（0，0）或[image: alt]
 ．

①　当x0
 ＝0时，有x1
 ＋x2
 ＝2x0
 ＝0，此时，点M（0，-2p）适合题意．

②　当x0
 ≠0时，C的坐标为[image: alt]
 ．对于D（0，0），

[image: alt]


而[image: alt]
 ，由AB⊥CD，有

[image: alt]


即[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝-4p2
 ，矛盾．对于[image: alt]
 ，直线CD平行于y轴，而[image: alt]
 ，所以直线AB与直线CD不垂直，与题设矛盾．因此，当x0
 ≠0时，不存在符合题意的M点．

综上所述，仅存在一点M（0，-2p）适合题意．

【解题感悟】　注意到过抛物线x2
 ＝2py上一点（x0
 ，y0
 ）的切线方程为x0
 x＝p（y0
 ＋y），这里分别设出过点A和点B的切线方程．由点M的坐标满足切线方程，用“设而不求”的方法导出直线AB的方程为x0
 x－py＋2p2
 ＝0．又根据点的特点将①式改写为③式，产生方程x2
 －2x0
 x－2p2
 ＝0．多次利用这两个方程，使题目顺利求解．


[image: alt]
 第十七讲

利用数形结合的思想解题

数和形是数学中两个基本的研究对象．“数缺形时少直观，形少数时难入微．”数形结合的思想，就是将抽象的数学语言与直观的图象结合起来，从而使数量关系的精确刻画与空间形式的几何形象和谐地统一．

数（或式）和形的相互结合和迁移，具体体现在由形结构迁移到式结构，由式结构迁移到形结构，或者是它们各自内部的部分互相迁移．在解题过程中，要注意这种迁移的等价性和严密性，避免直观图形产生的错觉或以偏概全的问题．

数形结合的解题方法，有着较强的灵活性、深刻性和综合性，充分利用这种结合，寻找解题思路，往往可以使问题化难为易，化繁为简．

一、在函数中的应用

1．（2007年山东卷）设函数y＝x3
 与[image: alt]
 的图象的交点为（x0
 ，y0
 ），则x0
 所在的区间是（　　）．

A．（0，1）

B．（1，2）

C．（2，3）

D．（3，4）

[image: alt]


图17-1

解　在同一坐标系中，作出函数y＝x3
 和函数[image: alt]
 的图象，如图17-1所示，显然，其交点在区间（1，2）内．故选B．





2．（2007年天津卷）在R上定义的函数f（x）是偶函数，且f（x）＝f（2－x）．若f（x）在区间［1，2］上是减函数，则f（x）（　　）．

A．在区间［-2，-1］上是增函数，在区间［3，4］上是增函数

B．在区间［-2，-1］上是增函数，在区间［3，4］上是减函数

C．在区间［-2，-1］上是减函数，在区间［3，4］上是增函数

D．在区间［-2，-1］上是减函数，在区间［3，4］上是减函数

解　由题意，函数f（x）是偶函数，且关于直线x＝1对称．作出函数f（x）的草图，如图17-2所示，即可以知道选B．

[image: alt]


图17-2

3．（2006年辽宁卷）已知函数

[image: alt]


则f（x）的值域是（　　）．

A．［-1，1］

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由于

[image: alt]


本题等价于求sinx和cosx的较小值．作出图象，即可选C．





4．（2005年湖南卷）设函数f（x）的图象关于点（1，2）对称，且存在反函数f－1
 （x），f（4）＝0，则f－1
 （4）＝________．

解　由f（4）＝0及函数f（x）的图象关于点（1，2）对称，可以知道函数f（x）经过点（4，0）和点（4，0）关于（1，2）的对称点（-2，4），即

f（-2）＝4．

由于反函数的图象与原函数的图象关于y＝x对称，所以f－1
 （4）＝-2．





5．（2005年广东卷）设函数f（x）在（-∞，+∞）上满足

f（2－x）＝f（2＋x），f（7－x）＝f（7＋x），

且在闭区间［0，7］上，只有f（1）＝f（3）＝0．

（1）试判断函数y＝f（x）的奇偶性．

（2）试求方程f（x）＝0在闭区间［-2005，2005］上的根的个数，并证明你的结论．

解　由题设，函数y＝f（x）的图象关于直线x＝2和直线x＝7对称，且在［0，7］上，只有f（1）＝f（3）＝0．我们作出它的草图，如图17-3所示，容易发现，函数y＝f（x）是以10为周期的周期函数，且为非奇非偶函数，方程f（x）＝0在［0，10］上有两个根，从而在［0，2000］上，有400个根．又f（1）＝f（3）＝0，故在（2000，2005］上，还有2个根．所以在［0，2005］上，方程f（x）＝0有402个根．同理，在［-2005，0）上方程f（x）＝0有400个根．所以方程f（x）＝0在闭区间［-2005，2005］上有802个根．根据图形观察目标，我们容易证明（证明略）．

[image: alt]


图17-3

【解题感悟】　函数的图象给我们解决函数问题带来极大的方便．做这种类型的题目，我们往往作出符合条件的草图，草图给我们启发，引导我们思维，如题1、题2、题5，都是作出草图解决问题的．这种方法是解题中的常用方法．我们在第十六讲“利用函数和方程的思想解题”题18中利用函数的周期性解答了这道题，在这里又用数形结合的方法讲述了这道题．

二、在方程中的应用

6．（2008年广东卷）已知a∈R，若关于x的方程

[image: alt]


有实根，则a的取值范围是________．

解　由原方程知，

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．又[image: alt]
 可以视为同一数轴上的一个动点到两个定点的距离之和，而且这两个定点的距离为[image: alt]
 ，因此动点只能在这两个定点之间（包含定点）滑动，故实数a的取值范围为[image: alt]
 ．





7．（2008年湖北卷）方程2－x
 ＋x2
 ＝3的实数解的个数为________．

[image: alt]


图17-4

解　原方程可以变为

2－x
 ＝3－x2
 ．

在同一坐标系中作出两个函数y＝2－x
 和y＝3－x2
 的图象，如图17-4所示，由图象知道交点的个数为2．因此方程2－x
 ＋x2
 ＝3的实数解的个数为2．





8．（2006年湖北卷）关于x的方程（x2
 －1）2
 －｜x2
 －1｜＋k＝0，给出下列4个命题：

①　存在实数k，使得方程恰有2个不同的实根；

②　存在实数k，使得方程恰有4个不同的实根；

③　存在实数k，使得方程恰有5个不同的实根；

④　存在实数k，使得方程恰有8个不同的实根．

其中假命题的个数是（　　）．

A．0

B．1

C．2

D．3

[image: alt]


图17-5

解　原方程可以变形为

k＝-（x2
 －1）2
 ＋｜x2
 －1｜．

令t＝｜x2
 －1｜≥0，则

[image: alt]


作出图象，如图17-5所示．

当k＝[image: alt]
 时，t＝[image: alt]
 ．由｜x2
 －1｜＝[image: alt]
 ，可以知道原方程恰有4个不同的实根．

当0＜k＜[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，在［0，+∞）上有两个不同的解．由｜x2
 －1｜＝t，可以知道原方程恰有8个不同的实根．

当k＝0时，t＝0或t＝1．由｜x2
 －1｜＝0或｜x2
 －1｜＝1，可以知道原方程恰有5个不同的实根．

当k＜0时，t在［0，+∞）上有一个解[image: alt]
 ．由｜x2
 －1｜＝t，可以知道原方程恰有2个不同的实根．

故选A．





9．（2005年上海卷）设定义域为R的函数

[image: alt]


则关于x的方程f2
 （x）＋bf（x）＋c＝0有7个不同的实数解的充要条件是（　　）．

A．b＜0且c＞0

B．b＞0且c＜0

C．b＜0且c＝0

D．b≥0且c＝0

[image: alt]


图17-6

解　作出函数f（x）的图象，如图17-6所示，注意到f（x）≥0且f（x）＝0有3个解．将

f2
 （x）＋bf（x）＋c＝0

看做以f（x）为变元的二次方程，则其两根f（x1
 ），f（x2
 ）必须满足

f（x1
 ）≥0，f（x2
 ）≥0．

由图象知道，若f（x1
 ）＝t＞0，则有4个解，另外3个解只能出现在f（x2
 ）＝0．因此，由韦达定理有

[image: alt]


故方程f2
 （x）＋bf（x）＋c＝0有7个不同的实数解的充要条件是b＜0且c＝0．

【解题感悟】　在代数问题和几何图形相互转化的解题过程中，不但要对于开门见山就有“形”的影子的题目会用数形结合求解，而且还要善于将一些题目进行转换，利用数形结合求解．上面4道题，我们都进行了挖掘，使之有比较明显的“形”的影子．对于题6，进行合理的组合，使左边的[image: alt]
 成为同一数轴上的一个动点到两个定点的距离之和，而右边的-x2
 －x可以确定范围，这样，就可以顺利地得到结果了．对于题7，也是进行合理的组合，构造两个函数，根据图象的交点的个数来求方程的解的个数．对于题8，从方程中发现二次函数的影子，再根据二次函数的图象来确定方程的解的个数，如果直接求解，则比较麻烦．对于题9，其解题关键是根据图象进行转化，将7个解分解为f（x）＝0有3个解，f（x）＝t＞0有4个解，这样，就化难为易了．

三、在数列中的应用

10．在等差数列｛an
 ｝中，若其前n项和Sn
 ＝[image: alt]
 ，前m项和Sm
 ＝[image: alt]
 （m≠n，m，n∈N*
 ），则Sm＋n
 的值（　　）．

A．大于4

B．等于4

C．小于4

D．大于2且小于4

解　等差数列的求和公式为Sn
 ＝[image: alt]
 ，因此

[image: alt]


即点[image: alt]
 在直线y＝ax＋b上，这里a＝[image: alt]
 ，b＝a1
 －[image: alt]
 ．由其前n项和Sn
 ＝[image: alt]
 ，前m项和Sm
 ＝[image: alt]
 ，知点[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 共线．容易求出直线AB的方程为

[image: alt]


将点[image: alt]
 代入，求得[image: alt]
 ．故

[image: alt]


又m≠n，所以Sm＋n
 ＝[image: alt]
 ＝4，故选A．





11．已知等差数列｛an
 ｝的公差d≠0，且a1
 ，a3
 ，a9
 成等比数列，求[image: alt]
 的值．

解　设等比数列a1
 ，a3
 ，a9
 的公比为q．由于a3
 ＝a1
 ＋2d≠a1
 ，可知q≠1．因为a9
 ＝a3
 q＝a1
 q2
 ，即[image: alt]
 ，所以点（q，a1
 ），（q2
 ，a3
 ），（q3
 ，a9
 ）在一条直线上，从而[image: alt]
 ，即

[image: alt]


所以q＝3．再由a3
 ＝a1
 q＝a1
 ＋2d，得a1
 ＝d．所以

[image: alt]






12．设等差数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ．已知a3
 ＝12，S12
 ＞0，S13
 ＜0．

（1）求公差d的取值范围．

（2）指出S1
 ，S2
 ，…，S12
 中哪一个值最大，并说明理由．

解　（1）根据等差数列的求和公式，容易求出-[image: alt]
 ＜d＜-3．（解略）

（2）注意到等差数列的求和公式：

[image: alt]


当d≠0时，点（n，Sn
 ）在抛物线

[image: alt]


上．此抛物线经过原点，且当d＞0时开口向上，当d＜0时开口向下．由（1）知，抛物线的开口向下．设抛物线最高点的横坐标为x0
 ，由于抛物线与x轴的一个交点为原点，则与x轴的另一个交点为2x0
 ．因为S12
 ＞0，S13
 ＜0，所以f（12）＞0，f（13）＜0，从而

12＜2x0
 ＜13，

即6＜x0
 ＜[image: alt]
 ．满足此条件的正整数为6，故S6
 最大．

【解题感悟】　在解题过程中，我们体会到数列与直线方程和抛物线方程的关系：

①　设｛an
 ｝是公差为d的等差数列，an
 ＝a1
 ＋（n－1）d，则点（n，an
 ）（n＝1，2，…）在同一条直线y＝kx＋b上，这里k＝d，b＝a1
 －d．

②　设等差数列的前n项和为Sn
 ，则

[image: alt]


当d≠0时，点（n，Sn
 ）在抛物线[image: alt]
 上，此抛物线经过原点，当d＞0时开口向上，当d＜0时开口向下．

③　设等差数列的前n项和为Sn
 ，则Sn
 ＝[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


因此点[image: alt]
 （n＝1，2，…）在直线y＝kx＋b上，这里k＝[image: alt]
 ，b＝a1
 －[image: alt]
 ．

④　设｛bn
 ｝是公比为q≠1的等比数列，bn
 ＝b1
 qn－1
 ，则点（qn
 ，bn
 ）（n＝1，2，…）在同一条直线[image: alt]
 上．

⑤　设公比为q≠1的等比数列的前n项和为Sn
 ，则点（qn
 ，Sn
 ）（n＝1，2，…）在同一条直线[image: alt]
 上．

四、在三角中的应用

13．（2007年全国卷Ⅱ）函数y＝｜sinx｜的一个单调增区间是（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　画出y＝｜sinx｜的图象，即可知选C．





14．已知sinα＋sinβ＝[image: alt]
 ，cosα＋cosβ＝[image: alt]
 ，求tan（α＋β）的值．

[image: alt]


图17-7

解　建立如图17-7所示的直角坐标系，圆O为单位圆，设

∠xOA＝α，∠xOB＝β，

则A，B的坐标分别为（cosα，sinα），（cosβ，sinβ）．作OC⊥AB，垂足为C．显然C是线段AB的中点，C的坐标为

[image: alt]


且∠xOC＝[image: alt]
 ．因为kOC
 ＝[image: alt]
 ，所以tan[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，从而

[image: alt]






15．求sin2
 20°＋cos2
 50°＋sin20°cos50°的值．

解　设y＝sin2
 20°＋cos2
 50°＋sin20°cos50°，则

y＝sin2
 20°＋sin2
 40°＋sin20°sin40°．

由其模式联想到余弦定理，在△ABC中，令∠A＝20°，∠B＝40°，∠C＝120°，其外接圆的半径为[image: alt]
 ．由正弦定理有

a＝sin20°，b＝sin40°，c＝sin120°．

代入c2
 ＝a2
 ＋b2
 －2abcosC，有

[image: alt]
 ＝sin2
 20°＋sin2
 40°＋sin20°sin40°．

故sin2
 20°＋cos2
 50°＋sin20°cos50°＝[image: alt]
 ．





16．求函数y＝sinxcosx＋sinx＋cosx的最大值．

解　令t＝sinx＋cosx，t∈［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］，则sinxcosx＝[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


由抛物线图象的性质可以知道，当t＝[image: alt]
 时，y有最大值[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ．





17．（2005年天津卷）在△ABC中，∠A，∠B，∠C所对的边长分别为a，b，c．设a，b，c满足条件b2
 ＋c2
 －bc＝a2
 和[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，求∠A和tanB的值．

解　由条件b2
 ＋c2
 －bc＝a2
 ，利用余弦定理可得

[image: alt]


所以∠A＝[image: alt]
 ．

由[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，有

[image: alt]


[image: alt]


图17-8

如图17-8，我们作△ABC，使∠A＝[image: alt]
 ，作CD⊥AB，垂足为D．由∠A＝[image: alt]
 ，知AD＝[image: alt]
 b，CD＝[image: alt]
 b，于是DB＝c－AD＝[image: alt]
 b．在Rt△CDB中，tanB＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．





18．已知α，β，γ∈[image: alt]
 ，且cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝2，求证：

cotα＋cotβ＋cotγ≥3[image: alt]
 ．

证　由条件cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝2，联想到由长方体一个顶点引出的一条体对角线与过该点的三条面对角线所成角的余弦值的平方和为2，构造长方体．

设长方体的长、宽、高分别为a，b，c，一条体对角线与各个面所成的角分别为α，β，γ，且α，β，γ∈[image: alt]
 ，则cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝2，且

[image: alt]


于是

[image: alt]


当且仅当a＝b＝c，即cosα＝cosβ＝cosγ＝[image: alt]
 时等号成立．





19．（2008年重庆卷10）函数[image: alt]
 （0≤x≤2π）的值域是（　　）．

A．[image: alt]


B．［-1，0］

C．［-[image: alt]
 ，0］

D．［-[image: alt]
 ，0］

解　由于

[image: alt]


利用数形结合思想，可以将[image: alt]
 理解为坐标平面内动点（cosx，sinx）和定点（1，1）连线的斜率的倒数，即是单位圆上的动点和定点（1，1）连线的斜率的倒数．不难求得其取值范围为［0，+∞），由此可以求得①式的值域为［-1，0）．又当sinx＝1时，f（x）＝0．故函数f（x）的值域为［-1，0］．故选B．

【解题感悟】　三角函数本身就有着其几何意义，我们要善于挖掘．对于题14，解题有两个关键，其一是构造一个单位圆，其二是要知道∠xOC＝[image: alt]
 ．对于题15，关键是联想到余弦定理和正弦定理．对于题16，关键是换元时要注意等价性，要知道t∈［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］．对于题17，注意到余弦定理的模式，巧妙地构造出满足条件的三角形．对于题18，关键是由cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝2产生联想，构造长方体．对于题19，要注意到1的逆应用，即将题中的1换为sin2
 x＋cos2
 x，还要注意利用模型构造圆和利用直线的斜率去处理问题，此题比较繁琐，对学生的要求较高．

五、在不等式中的应用

20．（2007年安徽卷）若对任意的x∈R，不等式｜x｜≥ax恒成立，则实数a的取值范围是（　　）．

[image: alt]


图17-9

A．a＜-1

B．｜a｜≤1

C．｜a｜＜1

D．a≥1

解　在同一坐标系中作出函数y＝｜x｜和函数y＝ax的图象，如图17-9所示，观察即可以得到｜a｜≤1．故选B．





21．（2007年浙江卷）设m为实数，若｛（x，y）｜x－2y＋5≥0，3－x≥0，mx＋y≥0｝⊆｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤25｝，则m的取值范围是________．

[image: alt]


图17-10

解　由题意知，可行域应该在圆内，如图17-10所示．如果直线mx＋y＝0的斜率-m＞0，则可行域可以取到-∞，不能在圆内．因此-m≤0，即m≥0．当直线mx＋y＝0绕坐标原点旋转时，直线过B点时为边界位置，这时-m＝-[image: alt]
 ，即m＝[image: alt]
 ．故0≤m≤[image: alt]
 ．





22．（2007年山东卷）设D是不等式组

[image: alt]


表示的平面区域，则D中的点P（x，y）到直线x＋y＝10距离的最大值是________．

[image: alt]


图17-11

解　平面区域D如图17-11所示．解

[image: alt]


得点A的坐标为（1，1）．由图形可以观察到，D中到直线x＋y＝10距离最大的点P（x，y），必是到直线x＋y＝0距离最小的点．显然D中点A到直线x＋y＝0的距离最小，因此点A是D中到直线x＋y＝10距离最大的点，此时最大距离为

[image: alt]


23．（2008年宁夏卷）解不等式｜x－8｜－｜x－4｜＞2．

解　题目的几何意义即为数轴上一点P到两点的距离之差大于2．作图，如图17-12所示，设xA
 ＝4，xB
 ＝8，xC
 ＝6，xD
 ＝5．题目即为

｜x－xB
 ｜－｜x－xA
 ｜＞2．

[image: alt]


图17-12

注意到xB
 －xA
 ＝4，｜AD｜＝1，｜BD｜＝3，因此点P必须在点D的左侧，即x＜5，故不等式的解集为（-∞，5）．





24．（2008年山东卷）设二元一次不等式组

[image: alt]


所表示的平面区域为M，使函数y＝ax
 （a＞0，a≠1）的图象过区域M的a的取值范围是（　　）．

A．［1，3］

B．［2，[image: alt]
 ］

C．［2，9］

D．［[image: alt]
 ，9］

[image: alt]


图17-13

解　作出二元一次不等式组所表示的可行域M，如图17-13所示，M是△ABC的内部及其边界部分．由

[image: alt]


解得A的坐标为（1，9）．由

[image: alt]


解得C的坐标为（3，8）．观察可以知道，当y＝ax
 过点A时，a取最大值，此时a＝9；当y＝ax
 过点C时，a取最小值，此时a＝2．所以2≤a≤9．故选C．

【解题感悟】　题21、题22、题24都是线性规划问题．线性规划问题是数形结合的典型问题，由此，它成为高考中的热点，常常以选择题和填空题的形式出现．解这类问题的关键是要作好可行域，注意数形变换的等价性，还要注意观察可行域中关键的点．对于题22，关键是找出其几何模型．

六、在解析几何中的应用

25．（2007年浙江卷）要在边长为16米的正方形草坪上安装喷水龙头，使整个草坪都能喷洒到水．假设每个喷水龙头的喷洒范围都是半径为6米的圆面，则需安装这种喷水龙头的个数最少是（　　）．

A．3

B．4

C．5

D．6

解　考虑几何性质，注意到正方形的对角线的长为16[image: alt]
 米，覆盖对角线的两个顶点需要两个圆，故需安装这种喷水龙头的个数最少是4．选B．





26．（2007年上海卷）如图17-14，A，B是直线l上的两点，且AB＝2．两个半径相等的动圆分别与l相切于A，B点，C是这两个圆的公共点，则圆弧AC，CB与线段AB所围成图形面积S的取值范围是________．

[image: alt]


图17-14

解　观察几何图形可以知道，当两个圆外切时，圆弧AC，CB与线段AB围成的图形面积S最大，此时

S＝2×1－2×[image: alt]
 ＝2－[image: alt]
 ；

当两个圆重合时，圆弧AC，CB与线段AB围成的图形面积S最小，此时S→0．故S的取值范围是[image: alt]
 ．





27．（2007年山东卷）与直线x＋y－2＝0和曲线

x2
 ＋y2
 －12x－12y－54＝0

都相切的半径最小的圆的标准方程是________．

解　由x2
 ＋y2
 －12x－12y－54＝0，配方可以得到

（x－6）2
 ＋（y－6）2
 ＝18，

已知曲线即为圆．作出图形，如图17-15所示．要使得所求圆的半径最小，则所求圆必须在已知直线与已知圆之间．由于圆心（6，6）到直线x＋y－2＝0的距离为

[image: alt]


又因已知圆的半径为3[image: alt]
 ，故所求圆的半径为[image: alt]
 （5[image: alt]
 －3[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ，所求圆的圆心可设为（a，a）（a＞0），圆心（a，a）到直线的距离为[image: alt]
 ，即

[image: alt]


[image: alt]


图17-15

解得a＝2．故满足条件的半径最小的圆的标准方程是

（x－2）2
 ＋（y－2）2
 ＝2．





28．（2004年湖北卷）直线l：y＝kx＋1与双曲线C：2x2
 －y2
 ＝1的右支交于不同的两点A，B．

（1）求实数k的取值范围．

（2）是否存在实数k，使得以线段AB为直径的圆经过双曲线C的右焦点F？若存在，求出k的值；若不存在，说明理由．

[image: alt]


图17-16

解　（1）如图17-16，直线l过定点（0，1），当直线l与双曲线的渐近线[image: alt]
 x＋y＝0平行或者与双曲线的右支相切时，直线l与双曲线C只有一个交点．当直线l与双曲线的渐近线[image: alt]
 x＋y＝0平行时，k＝-[image: alt]
 ．当直线l与双曲线的右支相切时，将y＝kx＋1代入双曲线C的方程，整理得

[image: alt]


由Δ＝0有k＝-2，即直线l与双曲线的右支相切时，k＝-2．由图象可以知道，当直线l绕着点（0，1），由与双曲线的右支相切的位置逆时针方向旋转到与渐近线[image: alt]
 x＋y＝0平行的位置时（不含相切和平行的时候），直线l与双曲线C的右支有两个交点，即当-2＜k＜-[image: alt]
 时，直线l与双曲线C有两个交点．

（2）设A，B两点的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则由①式得

[image: alt]


假设存在实数k，使得以线段AB为直径的圆经过双曲线C的右焦点F（c，0）．则由FA⊥FB，得

（x1
 －c）（x2
 －c）＋y1
 y2
 ＝0，

即（x1
 －c）（x2
 －c）＋（kx1
 ＋1）（kx2
 ＋1）＝0．整理得

[image: alt]


把②式及[image: alt]
 代入③式，化简得

[image: alt]


解得k＝-[image: alt]
 或k＝[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 [image: alt]
 （-2，-[image: alt]
 ），所以k＝-[image: alt]
 ．故存在实数k，使得以线段AB为直径的圆经过双曲线C的右焦点，此时k＝-[image: alt]
 ．

【解题感悟】　对于题25，要抓住两个最远点．对于题26，考察两个极限的情况．对于题27，注意到与已知直线和已知圆相切的圆的圆心在过已知圆的圆心且与已知直线垂直的直线上，由此确定所求的圆的圆心和半径．对于题28中求实数k的取值范围，可以通过常规思路，由①式，联立x1
 ＋x2
 ＞0，x1
 x2
 ＞0，Δ＞0求解，但是比较繁琐，而利用数形结合，可以直取结果．


[image: alt]
 第十八讲

利用分类讨论的思想解题

分类讨论是一种逻辑方法，也是一种数学思想．解决这类问题的方法就是：化整为零，各个击破．由于分类讨论问题所覆盖的知识面比较广，解答这部分问题需要有一定的分析能力，这就使分类讨论问题成为高考的重点和热点，也是高考的难点．一般来说，分类讨论问题的类型有：对数学的概念引起的讨论，对数学运算的要求引起的讨论，由函数的性质、定理、公式的限制引起的讨论，由参数的变化引起的讨论，由几何问题图形的位置的变化引起的讨论．

一、对数学的概念引起的讨论

1．（2006年全国卷Ⅰ）设P是椭圆[image: alt]
 （a＞1）短轴的一个端点，Q为椭圆上的一个动点，求｜PQ｜的最大值．

解　依题意不妨设P的坐标为（0，1），设Q的坐标为（x，y），则

[image: alt]


注意到a＞1，｜y｜≤1，若[image: alt]
 ≤1，则有a≥[image: alt]
 ．因此；若a≥[image: alt]
 ，则当[image: alt]
 时，｜PQ｜2
 有最大值[image: alt]
 ，即｜PQ｜的最大值为[image: alt]
 ；若1＜a＜[image: alt]
 ，则当y＝-1时，｜PQ｜取得最大值2．故

[image: alt]


【解题感悟】　注意到题目中蕴含的条件：｜y｜≤1，从而由二次函数的概念引起对a的讨论．此题也可以利用三角代换的方法求出最值．





2．（2008年湖南卷第18题（1））数列｛an
 ｝满足a1
 ＝0，a2
 ＝2，

[image: alt]


求a3
 ，a4
 ，并求数列｛an
 ｝的通项公式．

解　因为a1
 ＝0，a2
 ＝2，所以

[image: alt]


当n＝2k－1（k∈N*
 ）时，

[image: alt]


即a2k＋1
 －a2k－1
 ＝4．所以数列｛a2k－1
 ｝是首项为0、公差为4的等差数列，因此a2k－1
 ＝4（k－1）．

当n＝2k（k∈N*
 ）时，

[image: alt]


所以数列｛a2k
 ｝是首项为2、公比为2的等比数列，因此a2k
 ＝2k
 ．

故数列｛an
 ｝的通项公式为

[image: alt]


【解题感悟】　注意到题设给出的是an＋2
 与an
 的关系，显然要对n为奇数和偶数进行讨论．

二、对数学运算的要求引起的讨论

3．（2008年全国卷Ⅱ）设函数[image: alt]
 ．

（1）求f（x）的单调区间．

（2）如果对任何x≥0，都有f（x）≤ax，求a的取值范围．

[image: alt]


当2kπ－[image: alt]
 ＜x＜2kπ＋[image: alt]
 （k∈Z）时，cosx＞-[image: alt]
 ，从而f′（x）＞0；当2kπ＋[image: alt]
 ＜x＜2kπ＋[image: alt]
 （k∈Z）时，cosx＜-[image: alt]
 ，从而f′（x）＜0．因此f（x）在每一个区间（2kπ－[image: alt]
 ，2kπ＋[image: alt]
 ）（k∈Z）内是增函数，在每一个区间（2kπ＋[image: alt]
 ，2kπ＋[image: alt]
 ）（k∈Z）内是减函数．

（2）令g（x）＝ax－f（x），则

[image: alt]


当a≥[image: alt]
 时，g′（x）≥0，又g（0）＝0，所以当x≥0时，g（x）≥g（0）＝0，即f（x）≤ax．

当0＜a＜[image: alt]
 时，令h（x）＝sinx－3ax，则

h′（x）＝cosx－3a．

故当x∈［0，arccos3a）时，h′（x）＞0，即h（x）在［0，arccos3a）上单调递增．因此当x∈（0，arccos3a）时，h（x）＞h（0）＝0，即

sinx＞3ax．

于是，当x∈（0，arccos3a）时，

[image: alt]


与题设矛盾．

当a≤0时，有f（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ＞0≥a·[image: alt]
 ，与题设矛盾．

故a的取值范围是[image: alt]
 ．

【解题感悟】　对于（1），以导数作为工具判断函数的单调性已经成为高考命题的热点．对于（2），证明不等式时，若a≥[image: alt]
 ，显然有g′（x）≥0，从而满足f（x）≤ax，我们得出这个结论后，再对不能确定f（x）与ax的大小的a的取值范围进行讨论．





4．（2005年全国卷Ⅰ）设等比数列｛an
 ｝的公比为q，前n项和Sn
 ＞0（n＝1，2，…）．

（1）求q的取值范围．

（2）设bn
 ＝an＋2
 －[image: alt]
 an＋1
 ，记｛bn
 ｝的前n项和为Tn
 ，试比较Sn
 与Tn
 的大小．

解　（1）因为｛an
 ｝是等比数列，又Sn
 ＞0（n＝1，2，…），所以a1
 ＝S1
 ＞0，q≠0．

当q＝1时，Sn
 ＝na1
 ＞0．

当q≠1时，[image: alt]
 ，即

[image: alt]


上式等价于不等式组：

[image: alt]


或

[image: alt]


解①式得q＞1．解②，由于n可为奇数，也可为偶数，得-1＜q＜1．

综上所述，q的取值范围是（-1，0）∪（0，+∞）．

（2）由bn
 ＝an＋2
 －[image: alt]
 an＋1
 ，得

[image: alt]


于是

[image: alt]


因为Sn
 ＞0且-1＜q＜0或q＞0，故当-1＜q＜-[image: alt]
 或q＞2时，Tn
 －Sn
 ＞0，即Tn
 ＞Sn
 ；当-[image: alt]
 ＜q＜2且q≠0时，Tn
 －Sn
 ＜0，即Tn
 ＜Sn
 ；当q＝-[image: alt]
 或q＝2时，Tn
 －Sn
 ＝0，即Tn
 ＝Sn
 ．

【解题感悟】　对于（1），对等比数列求和时，一定要对公比是否为1进行讨论．对于（2），注意由一元二次不等式的解集引起的讨论．





5．（2008年江苏卷）f（x）＝ax3
 －3x＋1对于x∈［-1，1］总有f（x）≥0成立，则a＝________．

解　当x＝0时，不论a取何值，f（x）≥0显然成立．

当x＞0，即x∈（0，1］时，f（x）＝ax3
 －3x＋1≥0可化为

[image: alt]


设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以g（x）在区间[image: alt]
 上单调递增，在区间[image: alt]
 上单调递减．因此g（x）max
 ＝[image: alt]
 ＝4，从而a≥4．

当x＜0，即［-1，0）时，f（x）＝ax3
 －3x＋1≥0可化为

[image: alt]


[image: alt]
 ＞0，g（x）在区间［-1，0）上单调递增，因此g（x）min
 ＝g（-1）＝4，从而a≤4．

综上所述，a＝4．

【解题感悟】　此题是利用恒不等式的观点和解题方法来解决问题．注意到恒不等式的观点，a大于或等于某一个变量恒成立，必须大于或等于这个变量的最大值；a小于或等于某一个变量恒成立，必须小于或等于这个变量的最小值．





6．（2008年广东卷）设p，q为实数，α，β是方程x2
 －px＋q＝0的两个实根，数列｛xn
 ｝满足x1
 ＝p，x2
 ＝p2
 －q，

xn
 ＝pxn－1
 －qxn－2
 　（n＝3，4，…）．

（1）证明：α＋β＝p，αβ＝q．

（2）求数列｛xn
 ｝的通项公式．

证　（1）不妨设α＜β，由求根公式，得

[image: alt]


于是

[image: alt]


解　（2）设xn
 －sxn－1
 ＝t（xn－1
 －sxn－2
 ），则

xn
 ＝（s＋t）xn－1
 －stxn－2
 ．

由xn
 ＝pxn－1
 －qxn－2
 ，得

[image: alt]


消去t，得s2
 －ps＋q＝0，s是方程x2
 －px＋q＝0的根．由题意可知，s1
 ＝α，s2
 ＝β．

①　当α≠β时，方程组（*）的解记为[image: alt]
 或[image: alt]
 于是

xn
 －αxn－1
 ＝β（xn－1
 －αxn－2
 ），

xn
 －βxn－1
 ＝α（xn－1
 －βxn－2
 ），

即｛xn
 －t1
 xn－1
 ｝，｛xn
 －t2
 xn－1
 ｝分别是公比为s1
 ＝α，s2
 ＝β的等比数列．由等比数列性质可得

xn
 －αxn－1
 ＝（x2
 －αx1
 ）βn－2
 ，

xn
 －βxn－1
 ＝（x2
 －βx1
 ）αn－2
 ．

两式相减，得

（β－α）xn－1
 ＝（x2
 －αx1
 ）βn－2
 －（x2
 －βx1
 ）αn－2
 ．

因为x2
 ＝p2
 －q，x1
 ＝p，所以

x2
 ＝α2
 ＋β2
 ＋αβ，x1
 ＝α＋β．

于是

（x2
 －αx1
 ）βn－2
 ＝β2
 ·βn－2
 ＝βn
 ，

（x2
 －βx1
 ）αn－2
 ＝α2
 ·αn－2
 ＝αn
 ．

因此（β－α）xn－1
 ＝βn
 －αn
 ，即xn－1
 ＝[image: alt]
 ，xn
 ＝[image: alt]
 ．

②　当α＝β时，方程x2
 －px＋q＝0有重根，即p2
 －4q＝0．因此（s＋t）2
 －4st＝0，即（s－t）2
 ＝0，s＝t．不妨设s＝t＝α．由①可知

xn
 －αxn－1
 ＝（x2
 －αx1
 ）βn－2
 ．

因为α＝β，所以

xn
 －αxn－1
 ＝（x2
 －αx1
 ）αn－2
 ＝αn
 ．

等式两边同时除以αn
 ，得

[image: alt]


即数列[image: alt]
 是以1为公差的等差数列．所以

[image: alt]


即xn
 ＝nαn
 ＋αn
 ．

综上所述，[image: alt]


【解题感悟】　对于（2），要注意对α＝β和α≠β两种情况的讨论．当α≠β时，得出两种不同的递推关系，分别写出这两种不同的表达式，然后相减后合二为一．

三、由函数的性质、定理、公式的限制引起的讨论

7．（2005年北京卷）数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，且a1
 ＝1，an＋1
 ＝[image: alt]
 Sn
 ，n＝1，2，…，求

（1）a2
 ，a3
 ，a4
 的值及数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）a2
 ＋a4
 ＋…＋a2n
 的值．

解　（1）由a1
 ＝1，an＋1
 ＝[image: alt]
 Sn
 ，n＝1，2，…，得

[image: alt]


由an＋1
 －an
 ＝[image: alt]
 （Sn
 －Sn－1
 ）＝[image: alt]
 an
 （n≥2），得

an＋1
 ＝[image: alt]
 an
 　（n≥2）．

所以[image: alt]
 （n≥2）．故数列｛an
 ｝的通项公式为

[image: alt]


（2）由（1）可知a2
 ，a4
 ，…，a2n
 是首项为[image: alt]
 ，公比为[image: alt]
 的等比数列，因此

[image: alt]


【解题感悟】　注意公式：已知Sn
 ，求an
 ，有

[image: alt]






8．（2007年上海卷）如果有穷数列a1
 ，a2
 ，…，am
 （m为正整数）满足条件a1
 ＝am
 ，a2
 ＝am－1
 ，…，am
 ＝a1
 ，即

ai
 ＝am－i＋1
 　（i＝1，2，…，m），

我们称其为“对称数列”．例如，数列1，2，5，2，1与数列8，4，2，2，4，8都是“对称数列”．

（1）设｛bn
 ｝是7项的“对称数列”，其中b1
 ，b2
 ，b3
 ，b4
 是等差数列，且b1
 ＝2，b4
 ＝11．依次写出｛bn
 ｝的每一项．

（2）设｛cn
 ｝是49项的“对称数列”，其中c25
 ，c26
 ，…，c49
 是首项为1，公比为2的等比数列，求｛cn
 ｝各项的和S．

（3）设｛dn
 ｝是100项的“对称数列”，其中d51
 ，d52
 ，…，d100
 是首项为2，公差为3的等差数列，求｛dn
 ｝前n项的和Sn
 （n＝1，2，…，100）．

解　（1）设数列｛bn
 ｝的公差为d，则

b4
 ＝b1
 ＋3d＝2＋3d＝11．

解得d＝3．所以数列｛bn
 ｝为2，5，8，11，8，5，2．

（2）S＝c1
 ＋c2
 ＋…＋c49


　　　＝2（c25
 ＋c26
 ＋…＋c49
 ）－c25


　　　＝2（1＋2＋22
 ＋…＋224
 ）－1

　　　＝2（225
 －1）－1＝226
 －3＝67108861．

（3）由题设知，d51
 ＝2，d100
 ＝2＋3×（50－1）＝149，因此d1
 ，d2
 ，…，d50
 是首项为149，公差为-3的等差数列．当1≤n≤50时，

[image: alt]


当51≤n≤100时，

[image: alt]


[image: alt]


【解题感悟】　注意题目中蕴含的公式．由于50与51是分界点，要对1≤n≤50和51≤n≤100分别进行讨论．

四、由参数的变化引起的讨论

9．（2004年全国卷Ⅰ）已知a∈R，求函数f（x）＝x2
 eax
 的单调区间．

解　求函数f（x）的导数：

f′（x）＝2xeax
 ＋ax2
 eax
 ＝（2x＋ax2
 ）eax
 ．

当a＝0时，f′（x）＝2x．若x＜0，则f′（x）＜0；若x＞0，则f′（x）＞0．故当a＝0时，函数f（x）在区间（-∞，0）内为减函数，在区间（0，+∞）内为增函数．

当a＞0时，由2x＋ax2
 ＞0，解得x＜-[image: alt]
 或x＞0；由2x＋ax2
 ＜0，解得-[image: alt]
 ＜x＜0．故当a＞0时，函数f（x）在区间（-∞，-[image: alt]
 ）和（0，+∞）内为增函数，在区间（-[image: alt]
 ，0）内为减函数．

当a＜0时，由2x＋ax2
 ＞0，解得0＜x＜-[image: alt]
 ；由2x＋ax2
 ＜0，解得x＜0或x＞-[image: alt]
 ．故当a＜0时，函数f（x）在区间（-∞，0）和（-[image: alt]
 ，+∞）内为减函数，在区间（0，-[image: alt]
 ）内为增函数．

【解题感悟】　注意由于参数a取值不同会导致所得的结果不同，所以要对a进行分类讨论．





10．设a为实数，函数f（x）＝x2
 ＋｜x－a｜＋1，x∈R．

（1）讨论f（x）的奇偶性．

（2）求f（x）的最小值．

解　（1）当a＝0时，函数

f（-x）＝（-x）2
 ＋｜－x｜＋1＝f（x）．

此时，f（x）为偶函数．

当a≠0时，f（a）＝a2
 ＋1，f（-a）＝a2
 ＋2｜a｜＋1．显然

f（a）≠f（-a），f（a）≠－f（-a）．

此时f（x）既不是奇函数，也不是偶函数．

（2）当x≤a时，

[image: alt]


若a≤[image: alt]
 ，则函数f（x）在（-∞，a］上单调递减，从而函数f（x）在（-∞，a］上的最小值为f（a）＝a2
 ＋1．若a＞[image: alt]
 ，则函数f（x）在（-∞，a］上的最小值为[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ．

当x≥a时，函数

[image: alt]


若a≤-[image: alt]
 ，则函数f（x）在［a，+∞）上的最小值为[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ．若a＞-[image: alt]
 ，则函数f（x）在［a，+∞）上单调递增，从而函数f（x）在［a，+∞）上的最小值为f（a）＝a2
 ＋1．

综上，当a≤-[image: alt]
 时，函数f（x）的最小值为[image: alt]
 －a；当-[image: alt]
 ＜a≤[image: alt]
 时，函数f（x）的最小值为a2
 ＋1；当a＞[image: alt]
 时，函数f（x）的最小值为[image: alt]
 ＋a．

【解题感悟】　对于不同的参数值运用不同的求解或证明方法．注意对二次函数的对称轴所在区间的讨论，这是常用方法．

五、几何图形位置的变化引起的讨论

11．（2006年安徽卷）多面体上，位于同一条棱两端的顶点称为相邻的．如图18-1，正方体的一个顶点A在平面α内，其余顶点在α的同侧，正方体上与顶点A相邻的三个顶点到α的距离分别为1，2和4．P是正方体的其余4个顶点中的一个，则P到平面α的距离可能是________（写出所有正确结论的编号）．

①3；②4；③5；④6；⑤7．

[image: alt]


图18-1

解　如图18-1，B，D，A1
 到平面α的距离分别为1，2，4，则DA1
 的中点到平面α的距离为3，于是D1
 到平面α的距离为6；BA1
 的中点到平面α的距离为[image: alt]
 ，于是B1
 到平面α的距离为5；DB的中点到平面α的距离为[image: alt]
 ，于是C到平面α的距离为3；CA1
 的中点到平面α的距离为[image: alt]
 ，于是C1
 到平面α的距离为7．而P为C，C1
 ，B1
 ，D1
 中的一点，所以选①，③，④，⑤．

【解题感悟】　此题实质上是利用直角梯形的中位线求距离，要注意对几个不同的梯形逐一讨论．





12．（2005年江西卷）如图18-2，在直三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，AB＝BC＝[image: alt]
 ，BB1
 ＝2，∠ABC＝90°，E，F分别为AA1
 ，C1
 B1
 的中点，沿棱柱的表面从E到F两点的最短路径的长度为________．

解　由AB＝BC＝[image: alt]
 ，∠ABC＝90°，有AC＝2．

[image: alt]


图18-2

①　将矩形BB1
 C1
 C沿着BB1
 展开，使其与侧面BB1
 A1
 A共面，此时[image: alt]
 ．

②　将△A1
 B1
 C1
 沿着A1
 B1
 展开，使其与侧面BB1
 A1
 A共面，此时[image: alt]
 ．

③　将△A1
 B1
 C1
 沿着A1
 C1
 展开，使其与侧面CC1
 A1
 A共面，此时[image: alt]
 ．

比较以上三条路径，以第三条最小，故沿棱柱的表面从E到F两点的最短路径的长度为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意罗列出所有的展开情况，不要遗漏，逐一计算，比较后得出结果．





13．（2008年湖北卷）已知双曲线C：[image: alt]
 （a＞0，b＞0）的两个焦点为F1
 （-2，0），F2
 （2，0），点P（3，[image: alt]
 ）在双曲线C上．

（1）求双曲线C的方程．

（2）记O为坐标原点，过点Q（0，2）的直线l与双曲线C相交于不同的两点E，F，若△OEF的面积为2[image: alt]
 ，求直线l的方程．

解　（1）依题意，知a2
 ＋b2
 ＝4，于是双曲线C的方程为

[image: alt]


将点（3，[image: alt]
 ）代入上式，得

[image: alt]


解得a2
 ＝18（舍去）或a2
 ＝2．故双曲线C的方程为[image: alt]
 ．

（2）依题意，可设直线l的方程为y＝kx＋2．代入双曲线C的方程并整理，得

[image: alt]


由于直线l与双曲线C相交于不同的两点E，F，所以

[image: alt]


解得k≠±1，且-[image: alt]
 ＜k＜[image: alt]
 ，即

[image: alt]


设E，F的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）．由①式有

[image: alt]


因此

[image: alt]


当E，F在同一支上时，

[image: alt]


当E，F在不同支上时，

[image: alt]


综上，得

[image: alt]


于是由｜OQ｜＝2及③式，有

[image: alt]


若[image: alt]
 ，即

k4
 －k2
 －2＝0．

解得k＝±[image: alt]
 ，满足②．故满足条件的直线l有两条，其方程分别为y＝[image: alt]
 x＋2和y＝-[image: alt]
 x＋2．

【解题感悟】　由直线l与双曲线C相交于不同的两点E，F，这两点可以在同一支上，也可以在不同支上，因此，要对这两种情况分别进行讨论．





14．（2006年北京卷）已知点M（-2，0），N（2，0），动点P满足条件｜PM｜－｜PN｜＝2[image: alt]
 ．记动点P的轨迹为W．

（1）求W的方程．

（2）若A，B是W上的不同两点，O是坐标原点，求[image: alt]
 ·[image: alt]
 的最小值．

解　（1）由｜PM｜－｜PN｜＝2[image: alt]
 知，动点P的轨迹是以M，N为焦点的双曲线的右支，实半轴长a＝[image: alt]
 ，半焦距c＝2，虚半轴长b＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．因此W的方程为

[image: alt]


（2）设A，B的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）．当AB⊥x轴时，x1
 ＝x2
 ，y1
 ＝-y2
 ，从而

[image: alt]


当AB与x轴不垂直时，设直线AB的方程为y＝kx＋m．与W的方程联立，消去y得

（1－k2
 ）x2
 －2kmx－m2
 －2＝0．

因此x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ，x1
 x2
 ＝[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


由x1
 ，x2
 ≥[image: alt]
 知x1
 x2
 ＞0，所以k2
 －1＞0，从而[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＞2．

综上所述，当AB⊥x轴时，[image: alt]
 ·[image: alt]
 取得最小值2．

【解题感悟】　如果设出的直线方程为斜截式，一定要对斜率是否存在进行讨论．求最值时，要验证等号成立的条件．





15．（2008年广东卷）设b＞0，椭圆方程为[image: alt]
 ，抛物线方程为x2
 ＝8（y－b）．如图18-3，过点F（0，b＋2）作x轴的平行线，与抛物线在第一象限的交点为G，已知抛物线在点G的切线经过椭圆的右焦点F1
 ．

（1）求满足条件的椭圆方程和抛物线方程．

（2）设A，B分别是椭圆长轴的左、右端点，试探究在抛物线上是否存在点P，使得△ABP为直角三角形？若存在，请指出共有几个这样的点，并说明理由（不必具体求出这些点的坐标）．

[image: alt]


图18-3

解　（1）由x2
 ＝8（y－b）得

y＝[image: alt]
 x2
 ＋b．

当y＝b＋2时，x＝±4，所以G点的坐标为（4，b＋2）．由于

y′＝[image: alt]
 x，y′｜x＝4
 ＝1，

则过点G的切线方程为y－（b＋2）＝x－4，即

y＝x＋b－2．

令y＝0，得x＝2－b，则F1
 点的坐标为（2－b，0）．又由椭圆方程知F1
 点的坐标为（b，0），因此2－b＝b，即b＝1．故椭圆和抛物线的方程分别为[image: alt]
 和x2
 ＝8（y－1）．

（2）由于过A作x轴的垂线与抛物线只有一个交点P，因此以∠PAB为直角的Rt△ABP只有一个．

同理，以∠PBA为直角的Rt△ABP也只有一个．

若以∠APB为直角，设P点的坐标为[image: alt]
 ，由于A，B两点的坐标分别为（-[image: alt]
 ，0）和（[image: alt]
 ，0），则

[image: alt]


由于[image: alt]
 ，可知关于x2
 的二次方程[image: alt]
 有一个大于零的解，从而该方程关于x有两个解．因此以∠APB为直角的Rt△ABP有两个．

故抛物线上存在4个点使得△ABP为直角三角形．

【解题感悟】　当已知条件不能确定图形的位置时，在求解或证明的过程中，要根据可能出现的图形位置进行讨论．这类问题在解析几何和立体几何中较为常见．


[image: alt]
 第十九讲

利用转换和化归的思想解题

转换和化归的思想是数学中最基本的思想方法．在解题的过程中，我们往往将陌生的和难解的问题转化为熟悉的和易解的问题；将抽象的问题转化为直观的问题；将复杂的问题转化为简单的问题；将一般性问题转化为特殊性问题；将实际问题转化为数学问题．要注意的是，在转化的过程中必须等价．

一、陌生问题熟悉化

1．（2008年辽宁卷）已知[image: alt]
 （ω＞0），[image: alt]
 ，且f（x）在区间[image: alt]
 内有最小值，无最大值，则ω＝________．

解　由于[image: alt]
 ，f（x）在区间[image: alt]
 内有最小值，无最大值，因此f（x）在[image: alt]
 处取得最小值，并且有[image: alt]
 ，即0＜ω＜12．于是

[image: alt]


即ω＝8k－[image: alt]
 （k∈Z）．由于0＜ω＜12，所以[image: alt]
 ．故k＝1，ω＝8×1－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意到[image: alt]
 所蕴含的条件：f（x）只能在x＝[image: alt]
 处取得最值．注意到f（x）在区间[image: alt]
 有最小值，无最大值，从而判断f（x）只能在x＝[image: alt]
 处取得最小值，且有[image: alt]
 ，即0＜ω＜12．再按常规方法求ω，从而把陌生的问题转化为熟悉的问题．





2．（2008年江苏卷）设a，b，c为正实数，求证：

[image: alt]


证　因为a，b，c为正实数，由平均不等式可得

[image: alt]


于是

[image: alt]


【解题感悟】　这题如果直接作差比较，有些困难．考虑到均值不等式的模型，连环利用均值不等式，从而把陌生的问题转化为熟悉的问题．





3．（2005年江西卷）已知数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 满足

[image: alt]


且S1
 ＝1，S2
 ＝-[image: alt]
 ，求数列｛an
 ｝的通项公式．

解　方法1　先考虑偶数项有

[image: alt]


所以

[image: alt]


同理，考虑奇数项有

[image: alt]


所以

[image: alt]


因此

[image: alt]


综合可得

[image: alt]


方法2　因为Sn
 －Sn－2
 ＝an
 ＋an－1
 ，所以

[image: alt]


两边同乘以（-1）n
 ，可得

[image: alt]


令bn
 ＝（-1）n
 an
 ，则bn
 －bn－1
 ＝-3·[image: alt]
 （n≥3）．所以

[image: alt]


于是

[image: alt]


又因为a1
 ＝S1
 ＝1，a2
 ＝S2
 －S1
 ＝-[image: alt]
 －1＝-[image: alt]
 ，所以b1
 ＝-a1
 ＝-1，b2
 ＝（-1）2
 a2
 ＝-[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


故

[image: alt]


【解题感悟】　由题设可以发现数列｛an
 ｝中，S2n
 －S2n－2
 和S2n＋1
 －S2n－1
 都构成等比数列，这样利用累加法可以求出Sn
 ，然后求an
 ，从而把陌生的问题转化为熟悉的问题．

二、一般问题特殊化

4．（2008年江苏卷）在平面直角坐标系中，设三角形ABC的顶点分别为A（0，a），B（b，0），C（c，0），点P（0，p）在线段AO上（异于端点）．设a，b，c，p均为非零实数，直线BP，CP分别交AC，AB于点E，F．一同学已正确算得OE的方程：

[image: alt]


请你求OF的方程：（________）x＋[image: alt]
 ＝0．

解　画出草图，由对称性可猜想填[image: alt]
 ．事实上，由截距式可得直线AB的方程为[image: alt]
 ，直线CP的方程为[image: alt]
 ．两式相减得

[image: alt]


显然直线AB与CP的交点F满足此方程．又因为原点O也满足此方程，所以此方程即为所求直线OF的方程．故填写[image: alt]
 ．





5．（2008年重庆卷）若定义在R上的函数f（x）满足：对任意的x1
 ，x2
 ∈R，有f（x1
 ＋x2
 ）＝f（x1
 ）＋f（x2
 ）＋1，则下列说法一定正确的是（　　）．

A．f（x）为奇函数

B．f（x）为偶函数

C．f（x）＋1为奇函数

D．f（x）＋1为偶函数

解　令x1
 ＝x2
 ＝0，得f（0）＝2f（0）＋1，所以

f（0）＝-1．

令x2
 ＝-x1
 ，得f（0）＝f（x1
 ）＋f（-x1
 ）＋1，所以

f（-x1
 ）＋1＝-f（x1
 ）－1．

故f（x）＋1为奇函数．选C．





6．（2008年安徽卷）a＜0是方程ax2
 ＋2x＋1＝0至少有一个负数根的（　　）．

A．必要不充分条件

B．充分不必要条件

C．充分必要条件

D．既不充分也不必要条件

解　若a＜0，设方程ax2
 ＋2x＋1＝0的两根为x1
 ，x2
 ，由韦达定理知x1
 ·x2
 ＝[image: alt]
 ＜0，显然方程有一个正数根和一个负数根．而当a＝0时，方程有负数根-[image: alt]
 ．所以a＜0是方程ax2
 ＋2x＋1＝0至少有一个负数根的充分但不必要条件．故选B．





7．（2008年浙江卷）在（x－1）（x－2）（x－3）（x－4）（x－5）的展开式中，含x4
 的项的系数是（　　）．

A．－15

B．85

C．－120

D．274

解　在（x－1）（x－2）（x－3）（x－4）（x－5）的展开式中，含x4
 的项是4个因式中取x，余下的一个因式中取常数项形成的，所以含x4
 的项的系数是-1－2－3－4－5＝-15．故选A．





8．（2007年上海卷）设a，b是非零实数．若a＜b，则下列不等式成立的是（　　）．

A．a2
 ＜b2


B．ab2
 ＜a2
 b

C．[image: alt]


D．[image: alt]
 ＜[image: alt]


解　令a＝-2，b＝1，排除A，D．令a＝1，b＝2，排除B．故选C．





9．（2005年湖北卷）若0＜x＜[image: alt]
 ，则2x与3sinx的大小关系是（　　）．

A．2x＞3sinx

B．2x＜3sinx

C．2x＝3sinx

D．与x的取值有关

解　题中所给的x的范围是0＜x＜[image: alt]
 ，但是y＝2x和y＝3sinx当0＜x≤[image: alt]
 时是连续的，故可取x＝[image: alt]
 和x＝[image: alt]
 代入原式验算．

当x＝[image: alt]
 时，有2x＜3sinx；当x＝[image: alt]
 时，有2x＞3sinx．

故选D．





10．（2005年湖北卷）函数y＝e｜lnx｜
 －｜x－1｜的图象大致是（　　）．（见图19-1）

[image: alt]


图19-1

解　将x＝[image: alt]
 代入原式，有y＝[image: alt]
 ＞1．将x＝2代入原式，有y＝1．故选D．





11．（2005年湖北卷）若sinα＋cosα＝tanα[image: alt]
 ，则α∈（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　注意到0＜α＜[image: alt]
 时，

[image: alt]


从而tanα∈（1，[image: alt]
 ］，故选C．

【解题感悟】　由“特殊”到“一般”和由“一般”到“特殊”的思维形式在解题过程中有着广泛的应用．对于“一般”问题来说，“特殊”问题的解决往往比较容易，因此可以通过特殊值、特例或极端情况来探求问题解决的一般规律，从而使问题简化．这种方法在解选择题时格外奏效．

三、复杂问题简单化

12．（2008年广东卷）阅读如图19-2所示的程序框图，若输入m＝4，n＝6，则输出a＝________，i＝________．（注：框图中的赋值符号“＝”也可以写成“←”或“∶＝”）

[image: alt]


图19-2

解　要结束程序的运算，就必须通过n整除a的条件运算，而同时m也整除a，那么a的最小值应为m和n的最小公倍数12，即此时有i＝3．

【解题感悟】　抓住a应为m和n的公倍数，再去寻找最小的公倍数，这样，问题就简单了．





13．（2007年辽宁卷）已知函数

f（x）＝x3
 －9x2
 cosα＋48xcosβ＋18sin2
 α，

g（x）＝f′（x），且对任意的实数t均有

g（1＋e－｜t｜
 ）≥0，g（3＋sint）≤0．

（1）求函数f（x）的解析式．

（2）若对任意的m∈［-26，6］，恒有f（x）≥x3
 －mx－11，求x的取值范围．

解　（1）由题意得

[image: alt]


因为g（1＋e－｜t｜
 ）≥0，g（3＋sint）≤0，所以有

[image: alt]


即g（2）＝0．代入①得

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，由①有

[image: alt]


③－②，得36－36cosα≤0，即cosα≥1．而｜cosα｜≤1，所以只有cosα＝1．代入②，有cosβ＝[image: alt]
 ．故

f（x）＝x3
 －9x2
 ＋24x．

（2）由题设，对任意的m∈［-26，6］，恒有

mx－9x2
 ＋24x＋11≥0．

令h（m）＝mx－9x2
 ＋24x＋11，则有

[image: alt]


[image: alt]


【解题感悟】　在（1）中，先用两边夹法则求出g（2）＝0，以此为突破口，求出cosα和cosβ的值．在（2）中，对于mx－9x2
 ＋24x＋11≥0，这里有两个元，我们把m当做主元，而把x当做客元，反客为主，解关于m的一次不等式，直取结果．





14．（2005年湖北卷）在△ABC中，已知[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，AC边上的中线BD＝[image: alt]
 ，求sinA的值．

[image: alt]


图19-3

解　如图19-3，过A作AH⊥BC交BC于H，延长BD到P使BD＝DP，连结AP，PC，过P作PN⊥BC交BC的延长线于N，则

[image: alt]


[image: alt]


由于Rt△ABH≌Rt△PCN，知CN＝HB＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


由[image: alt]
 知，∠B是锐角，且[image: alt]
 ．根据正弦定理，得

[image: alt]


【解题感悟】　当年考生做这题时得分很低，有的学生甚至无从下手．这题的解题关键是正确作出辅助线，这样才能由难变易了．





15．（2008年全国卷Ⅱ）设椭圆中心在坐标原点，A（2，0），B（0，1）是它的两个顶点，直线y＝kx（k＞0）与AB相交于点D，与椭圆相交于E，F两点．

（1）若[image: alt]
 ，求k的值．

（2）求四边形AEBF面积的最大值．

[image: alt]


图19-4

解　（1）依题设知，椭圆的方程为[image: alt]
 ，直线AB，EF的方程分别为x＋2y＝2，y＝kx（k＞0）．如图19-4，设D，E，F的坐标分别为（x0
 ，kx0
 ），（x1
 ，kx1
 ），（x2
 ，kx2
 ），其中x1
 ＜x2
 ，且x1
 ，x2
 满足方程组

[image: alt]


即满足（1＋4k2
 ）x2
 ＝4．故

[image: alt]


由[image: alt]
 知x0
 －x1
 ＝6（x2
 －x0
 ），于是

[image: alt]


又因D在AB上，有x0
 ＋2kx0
 ＝2，得x0
 ＝[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


化简得24k2
 －25k＋6＝0．解得k＝[image: alt]
 或k＝[image: alt]
 ．

（2）由题设知，｜BO｜＝1，｜AO｜＝2．设y1
 ＝kx1
 ，y2
 ＝kx2
 ，由①得x2
 ＞0，y2
 ＝-y1
 ＞0．故四边形AEBF的面积为

[image: alt]


当x2
 ＝2y2
 时，上式取等号．所以S的最大值为2[image: alt]
 ．

【解题感悟】　将四边形AEBF的面积化为两个三角形面积之和，尽量让这两个三角形面积是比较容易求出的，因此要正确地选择三角形的底和高．此题还充分利用了对称性，整体考虑，利用重要不等式求出最大值．





16．（2004年福建卷）如图19-5，P是抛物线C：y＝[image: alt]
 x2
 上一点，直线l过点P且与抛物线C交于另一点Q．

（1）若直线l与过点P的切线垂直，求线段PQ中点M的轨迹方程．

（2）若直线l不过原点且与x轴交于点S，与y轴交于点T，试求[image: alt]
 的取值范围．

解　（1）设点P，Q，M的坐标分别为（2t1
 ，[image: alt]
 ），（2t2
 ，[image: alt]
 ），（x，y）．由于M是PQ的中点，所以

[image: alt]


抛物线C在点P的切线的斜率为[image: alt]
 ，又

[image: alt]


图19-5

[image: alt]


由直线PQ与过点P的切线垂直，有[image: alt]
 ，即

[image: alt]


将②代入①，得

[image: alt]


消去t1
 即得点M的轨迹方程为[image: alt]
 ．

（2）不必求｜ST｜，｜SP｜，｜SQ｜的值，转变思维角度，化繁为简．考虑

[image: alt]


由于P，Q，S三点共线，知S的坐标为[image: alt]
 ，所以｜xT
 －xS
 ｜＝[image: alt]
 ，｜xP
 －xS
 ｜＝[image: alt]
 ，｜xQ
 －xS
 ｜＝[image: alt]
 ．将其代入③式，整理后有

[image: alt]


因为｜t1
 ｜≠｜t2
 ｜，故无论t1
 ，t2
 同号或异号，都有[image: alt]
 ．因此[image: alt]
 的取值范围为（2，+∞）．

【解题感悟】　此题不必求｜ST｜，｜SP｜，｜SQ｜的值，转变思维角度，考虑到线段长度之比可以转化为其线段在x轴上射影之比，即[image: alt]
 ，从而化繁为简．

四、抽象问题具体化

17．（2008年全国卷Ⅰ）设奇函数f（x）在（0，+∞）上为增函数，且f（1）＝0，则不等式[image: alt]
 的解集为（　　）．

A．（-1，0）∪（1，+∞）

B．（-∞，-1）∪（0，1）

C．（-∞，-1）∪（1，+∞）

D．（-1，0）∪（0，1）

解　由奇函数f（x）在（0，+∞）上为增函数，知f（x）在（-∞，0）上也为增函数，且f（-1）＝-f（1）＝0，

[image: alt]


因此，当x＞0时，有f（x）＜0＝f（1），再由f（x）在（0，+∞）上为增函数，得x＜1，所以有0＜x＜1；当x＜0时，有f（x）＞0＝f（-1），又f（x）在（-∞，0）上为增函数，所以x＞-1，因此有-1＜x＜0．故选D．

【解题感悟】　此题利用了奇函数的性质，把抽象的不等式[image: alt]
 化为具体的不等式[image: alt]
 ，并再次利用奇函数的性质解决问题．





18．（2004年广东卷）设直线l与椭圆[image: alt]
 相交于A，B两点，l又与双曲线x2
 －y2
 ＝1相交于C，D两点，C，D三等分线段AB．求直线l的方程．

解　由于椭圆和双曲线都是关于坐标轴对称的，故满足条件的直线只可能有三种类型：通过原点、平行于x轴、平行于y轴，每种类型中有两条直线，一共有6条直线．所以将问题转化为设出三种直线方程y＝kx，x＝a，y＝b，分别与椭圆方程和双曲线方程联立求解，求出k，a，b即可．

①　将y＝kx代入椭圆方程解出x2
 ＝[image: alt]
 ．将y＝kx代入双曲线方程解出x2
 ＝[image: alt]
 ．由C，D三等分线段AB，有

[image: alt]


解得k＝±[image: alt]
 ．故直线l的方程为y＝±[image: alt]
 x．

②　将x＝a代入椭圆方程解出[image: alt]
 ．将x＝a代入双曲线方程解出y2
 ＝a2
 －1．由C，D三等分线段AB，有

[image: alt]


解得a＝±[image: alt]
 ．故直线l的方程为x＝±[image: alt]
 ．

③　将y＝b代入椭圆方程解出[image: alt]
 ．将y＝b代入双曲线方程解出x2
 ＝b2
 ＋1．由C，D三等分线段AB，有

[image: alt]


解得b＝±[image: alt]
 ．故直线l的方程为y＝±[image: alt]
 ．

综上所述，直线l的方程为

[image: alt]


【解题感悟】　如果利用线段AB的中点和线段CD的中点重合得到变量间的关系，接着解下去就比较繁了，不得不弃题．通过分析，可以将此题明朗化，由于椭圆和双曲线都是关于坐标轴对称的，故满足条件的直线只可能有三种类型，再进行讨论．





19．已知函数f（x）的定义域为R，对任意实数m，n，都有f（m＋n）＝f（m）·f（n），且当x＞0时，0＜f（x）＜1．

（1）证明：f（0）＝1，且当x＜0时，f（x）＞1．

（2）证明：f（x）在R上单调递减．

证　（1）令m＝1，n＝0，由f（m＋n）＝f（m）·f（n），得

f（1）＝f（1）·f（0）．

由于0＜f（1）＜1，所以f（0）＝1．

当x＜0时，-x＞0，所以0＜f（-x）＜1．令m＝x，n＝-x，由f（m＋n）＝f（m）·f（n），得f（x）·f（-x）＝1．因此

[image: alt]


（2）设x1
 ＜x2
 ，则x2
 －x1
 ＞0，且0＜f（x2
 －x1
 ）＜1，f（x1
 ）＞0．因此

[image: alt]


即f（x2
 ）＜f（x1
 ）．故f（x）在R上单调递减．

【解题感悟】　研究抽象函数的单调性，往往是代入特殊值0，1，计算出f（0），f（1），再利用定义证明．注意题中的分割重组，如

x2
 ＝x2
 －x1
 ＋x1
 ＝（x2
 －x1
 ）＋x1
 ．

五、实际问题数学化

20．（2008年湖南卷）在一个特定时段内，以点E为中心的7海里以内海域被设为警戒水域．点E正北55海里处有一个雷达观测站A．某时刻测得一艘匀速直线行驶的船只位于点A北偏东45°且与点A相距40[image: alt]
 海里的位置B，经过40分钟又测得该船已行驶到点A北偏东45°＋θ（其中sinθ＝[image: alt]
 ，0°＜θ＜90°）且与点A相距10[image: alt]
 海里的位置C．

（1）求该船的行驶速度（单位：海里/小时）．

（2）若该船不改变航行方向继续行驶，判断它是否会进入警戒水域，并说明理由．

[image: alt]


图19-6

解　（1）如图19-6，｜AB｜＝40[image: alt]
 ，｜AC｜＝10[image: alt]
 ，∠BAC＝θ，sinθ＝[image: alt]
 ．由于0°＜θ＜90°，所以

[image: alt]


由余弦定理得

[image: alt]


故船的行驶速度为[image: alt]
 （海里/小时）．

[image: alt]


图19-7

（2）方法1　如图19-7，以A为原点建立平面直角坐标系，设点B，C的坐标分别是（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），BC与x轴的交点为D．由题设有x1
 ＝y1
 ＝[image: alt]
 ｜AB｜＝40，

[image: alt]


因此过点B，C的直线l的斜率

[image: alt]


直线l的方程为y＝2x－40．点E（0，-55）到直线l的距离

[image: alt]


所以船会进入警戒水域．

方法2　如图19-8，设直线AE与BC的延长线相交于点Q．在△ABC中，由余弦定理得

[image: alt]


[image: alt]


图19-8

从而

[image: alt]


在△ABQ中，由正弦定理得

[image: alt]


由于｜AE｜＝55＞40＝｜AQ｜，所以点Q位于点A和点E之间，且｜QE｜＝｜AE｜－｜AQ｜＝15．过点E作EP⊥BC于点P，则｜EP｜为点E到直线BC的距离．在Rt△QPE中，

[image: alt]


所以船会进入警戒水域．

答：（1）该船的行驶速度为[image: alt]
 （海里/小时）；（2）船会进入警戒水域．





21．（2007年山东卷）本公司计划2008年在甲、乙两个电视台做总时间不超过300分钟的广告，广告总费用不超过9万元，甲、乙电视台的广告收费标准分别为500元/分钟和200元/分钟，规定甲、乙两个电视台为该公司所做的每分钟广告，能给公司带来的收益分别为0.3万元和0.2万元．问该公司如何分配在甲、乙两个电视台的广告时间，才能使公司的收益最大，最大收益是多少万元？

[image: alt]


图19-9

解　设公司在甲电视台和乙电视台做广告的时间分别为x分钟和y分钟，总收益为z元．由题意得

[image: alt]


目标函数为z＝3000x＋2000y．二元一次不等式组①等价于

[image: alt]


作出二元一次不等式组所表示的平面区域，即可行域，如图19-9阴影部分．作直线

l：3000x＋2000y＝0，

即3x＋2y＝0．平移直线l，从图中可知，当直线l过M点时，目标函数取得最大值．联立

[image: alt]


解得x＝100，y＝200，得点M的坐标为（100，200）．于是

zmax
 ＝3000x＋2000y＝700000（元）．

答：该公司在甲电视台做100分钟广告，在乙电视台做200分钟广告时，公司的收益最大，最大收益是70万元．





22．（2007年重庆卷）用长为18cm的钢条围成一个长方体形状的框架，要求长方体的长与宽之比为2∶1，问该长方体的长、宽、高各为多少时，其体积最大？最大体积是多少？

解　设长方体的宽为x（m），则长为2x（m），高为

[image: alt]


故长方体的体积为

[image: alt]


从而

V′（x）＝18x－18x2
 ＝18x（1－x）．

令V′（x）＝0，解得x＝0（舍去）或x＝1．当0＜x＜1时，V′（x）＞0；当1＜x＜[image: alt]
 时，V′（x）＜0．故在x＝1处V（x）取得极大值．由于当0＜x＜[image: alt]
 时，V（x）为单峰函数，所以这个极大值就是V（x）的最大值．因此最大体积

Vmax
 ＝V（1）＝9×12
 －6×13
 ＝3（m3
 ），

此时长方体的长为2m，高为1.5m．

答：当长方体的长为2m，宽为1m，高为1.5m时，体积最大，最大体积为3m3
 ．

【解题感悟】　解决实际问题，要做好4个字，即“读、建、解、答”．所谓“读”，就是阅读理解文字表达的题意，分清条件和结论；所谓“建”，就是将文字语言转化为数学语言，建立相应的数学模型；所谓“解”，就是求解数学模型，得到相应的数学结论；所谓“答”，就是将数学结论，还原为实际问题．4个步骤中，关键的是将文字语言转化为数学语言，建立数学模型．还应该注意实际问题的背景和要求．


[image: alt]
 第二十讲

利用整体思维方法解题

我们在研究某些数学问题时，往往不是着眼于问题的各个组成部分，而是有意地放大考察问题的“视角”，将需要解决的数学问题或这些问题的一部分看做一个整体，通过研究问题的整体形式、整体结构、整体功能或将其进行整体分析、变形或转换，以达到简洁明快地解决问题的目的，这种思维方式常常可以使许多按常规方法解题不能奏效的题目得到快速简便的解答．

一、整体转换

1．（2005年天津卷）设f－1
 （x）是函数f（x）＝[image: alt]
 （ax
 －a－x
 ）（a＞1）的反函数，则使f－1
 （x）＞1成立的x的取值范围为（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．［a，+∞）

解　直接求f－1
 （x），然后再解f－1
 （x）＞1，比较繁．考虑函数与反函数的关系，将此题进行整体转换，此题即是x＞1时，求f（x）的范围．由a＞1，知f（x）为增函数，于是当x＞1时，f（x）＞f（1）＝[image: alt]
 ．故选A．

【解题感悟】　根据函数与反函数的性质，整体地将反函数问题转换为函数问题处理．





2．甲、乙两人独立地解决一个问题，甲解决这个问题的概率是p1
 ，乙解决这个问题的概率是p2
 ，那么两人中至少有一人解决这个问题的概率是多少？

解　记甲解决成功的事件为A，乙解决成功的事件为B，那么甲、乙未能成功的事件分别为[image: alt]
 和[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 和[image: alt]
 相互独立，所以两人都没能解决这个问题的概率为

[image: alt]


故两人中至少有一人解决这个问题的概率是1－（1－p1
 ）（1－p2
 ）．

【解题感悟】　根据对立事件的概率公式进行整体的转换．





3．已知异面直线a与b所成的角为50°，P为空间中一定点，则过点P且与a，b所成的角都为30°的直线有且只有几条？

解　整体转换，将本题转化为另一同解题：两条直线a，b相交于点P且所成的角为50°，则过点P且与a，b所成角都为30°的直线有且只有几条？由直线所成角的概念知有且只有两条．

【解题感悟】　本题考查空间想象能力，其条件分散，要求比较高．这里作整体转换，将空间问题转换到平面中处理，问题就变得简单了．此方法是解决立体几何问题的常用方法．





4．（2005年全国卷Ⅰ）当0＜x＜[image: alt]
 时，函数f（x）＝[image: alt]
 的最小值为（　　）．

A．2

B．2[image: alt]


C．4

D．4[image: alt]


解　考虑到[image: alt]
 ＝cotx，此题整体转换为

f（x）＝cotx＋4tanx．

由于0＜x＜[image: alt]
 ，利用均值不等式即有f（x）≥4．故选C．

【解题感悟】　由三角公式[image: alt]
 ＝cotx，进行整体转换，再利用均值不等式解决问题．

二、整体变形

5．（2005年江西卷）若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝（　　）．

A．－1

B．1

C．－[image: alt]


D．[image: alt]


解　由[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，以及[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


故选C．

【解题感悟】　对照结论模式与题设模式的相同点和不同点，将结论模式整体变形，变为题设模式．





6．（2005年浙江卷）已知向量a≠e，｜e｜＝1，对任意的t∈R，恒有｜a－te｜≥｜a－e｜，则（　　）．

A．a⊥e

B．a⊥（a－e）

C．e⊥（a－e）

D．（a＋e）⊥（a－e）

解　对任意的t∈R，恒有｜a－te｜≥｜a－e｜，将其整体变形为我们熟悉的不等式，即有（a－te）2
 ≥（a－e）2
 恒成立．展开得

t2
 －2（a·e）t＋（2a·e－1）≥0

对任意t∈R都成立，因此

Δ＝［-2（a·e）］2
 －4（2a·e－1）≤0，

即（a·e－1）2
 ≤0，所以a·e＝1．于是e·（a－e）＝0，即e⊥（a－e）．故选C．

【解题感悟】　此题为向量不等式，这是一个不熟悉的模式，将其整体变形，平方后即为一元二次不等式，这就是我们熟悉的题目了．





7．（2006年全国卷Ⅱ）设数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，且方程x2
 －an
 x－an
 ＝0有一根为Sn
 －1，n＝1，2，…．

（1）求a1
 ，a2
 ．

（2）求｛an
 ｝的通项公式．

解　（1）a1
 ＝[image: alt]
 ，a2
 ＝[image: alt]
 （解略）．

（2）由题设知（Sn－1
 ）2
 －an
 （Sn－1
 ）－an
 ＝0，即

[image: alt]
 －2Sn
 ＋1－an
 Sn
 ＝0．

当n≥2时，an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ，代入上式得Sn－1
 Sn
 －2Sn＋1
 ＝0．将其变形，有

（Sn
 －1）（Sn－1
 －1）＋（Sn－1
 －1）－（Sn
 －1）＝0．

两边同时除以（Sn
 －1）（Sn－1
 －1），得

[image: alt]


由（1）知S1
 ＝a1
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．故数列[image: alt]
 是以首项为-2，公差为-1的等差数列．因此[image: alt]
 ＝-2－（n－1），即

[image: alt]


于是当n≥2时，

[image: alt]


又a1
 ＝[image: alt]
 满足上式，故an
 ＝[image: alt]
 ，n＝1，2，…．

【解题感悟】　此题一般用数学归纳法证明，但不如这里的证明方法简单．这里运用逆向思维，先求Sn
 ，再求an
 ，由题设条件，构造数列[image: alt]
 ，利用整体变形解决问题．

三、整体联想

8．（2005年江西卷）若函数f（x）＝loga
 （x＋[image: alt]
 ）是奇函数，则a＝________．

解　显然奇函数f（x）的定义域为R，因此有f（0）＝0，即loga
 （[image: alt]
 ）＝0．又a＞0，所以a＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　若按规律，利用f（-x）＝-f（x），求出a，比较繁．我们整体联想：若奇函数f（x）的定义域为R，则一定有f（0）＝0．





9．（2005年福建卷）已知等差数列｛an
 ｝中，a7
 ＋a9
 ＝16，a4
 ＝1，则a12
 的值是（　　）．

A．15

B．30

C．31

D．64

解　整体联想，由a7
 ＋a9
 ＝16有a8
 ＝8．又a4
 ＝1，由a4
 ＋a12
 ＝2a8
 有a12
 ＝15．故选A．

【解题感悟】　此题不必由a7
 ＋a9
 ＝16和a4
 ＝1求出a1
 和d后再求a12
 ．整体联想转换，两次利用等差数列的性质：若p＋q＝r＋s，则ap
 ＋aq
 ＝ar
 ＋as
 ，先求出a8
 ，再求a12
 ．





10．（2005年上海卷）用n个不同的实数a1
 ，a2
 ，…，an
 可得到n！个不同的排列，以每个排列为一行写成一个n！行的数阵．对第i行ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ，记

bi
 ＝-ai1
 ＋2ai2
 －3ai3
 ＋…＋（-1）n
 nain
 　（i＝1，2，…，n！）．

例如：用1，2，3可得数阵如下：

[image: alt]


由于此数阵中每一列各数之和都是12，所以

b1
 ＋b2
 ＋…＋b6
 ＝-12＋2×12－3×12＝-24，

那么，在用1，2，3，4，5形成的数阵中，b1
 ＋b2
 ＋…＋b120
 ＝________．

解　整体联想，在数阵的每一列中，每一个数要出现4！＝24次，故每一列的和为（1＋2＋3＋4＋5）×24＝360．因此

[image: alt]


【解题感悟】　整体联想，找出规律，解决此题的关键所在是发现数阵的每一列中，每一个数要出现4！＝24次．

四、整体换元

11．实数x，y满足方程x2
 ＋y2
 ＝6x－4y－9，求2x－3y的最大值与最小值的和．

解　方程可整理为

[image: alt]


令u＝2x－3y，即

[image: alt]


直线②与圆①相切时，有[image: alt]
 ，即

[image: alt]


由于u的最值在直线②与圆①相切时取得，所以u的最大值与最小值分别为方程③的两个根，由韦达定理有u1
 ＋u2
 ＝24．故2x－3y的最大值与最小值之和为24．

【解题感悟】　注意到所给的方程是圆的方程，做整体换元，令u＝2x－3y，则2x－3y－u＝0可视为直线方程，u的最值在直线与圆相切时取得．





12．设直线x＋y＝2a－1与圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 ＋2a－3的交点为（x0
 ，y0
 ）．当x0
 y0
 取最小值时，求实数a的值．

解　依题意，得

[image: alt]


由于（x＋y）2
 ≤2（x2
 ＋y2
 ），所以

（2a－1）2
 ≤2（a2
 ＋2a－3），

即2a2
 －8a＋7≤0．解之得2－[image: alt]
 ≤a≤2＋[image: alt]
 ．由①知，当a∈[image: alt]
 时，2x0
 y0
 在a＝2－[image: alt]
 处取得最小值．故x0
 y0
 取最小值时，实数a的值为2－[image: alt]
 ．

【解题感悟】　此题若按照常规解法，先求交点（x0
 ，y0
 ），再求x0
 y0
 的最小值，计算量大．考虑x＋y，x2
 ＋y2
 和xy的联系，整体换元，就可以快速地解决问题．





13．已知函数[image: alt]
 （x∈R，x≠0）．若实数a，b使得f（x）＝0有实根，求a2
 ＋b2
 的最小值．

解　由f（x）＝0知

[image: alt]


将其视为以a，b为变元的直线l的方程．在直角坐标平面aOb内，设原点O到直线l的距离为d，M（a，b）为直线上任一点，则有OM≥d，即

[image: alt]


设t＝[image: alt]
 ，则t≥[image: alt]
 ．于是

[image: alt]


因此a2
 ＋b2
 ≥[image: alt]
 ．当t＝[image: alt]
 且OM⊥l时a2
 ＋b2
 ≥[image: alt]
 中等号成立，此时由t＝[image: alt]
 知x＝±1，再由①和OM⊥l知

[image: alt]


解得a＝-[image: alt]
 ，b＝-[image: alt]
 或a＝[image: alt]
 ，b＝-[image: alt]
 ．故当a＝-[image: alt]
 ，b＝-[image: alt]
 或a＝[image: alt]
 ，b＝-[image: alt]
 时，a2
 ＋b2
 的最小值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　直接从讨论方程f（x）＝0的条件入手求解，比较繁琐．由[image: alt]
 联想到距离公式，将f（x）＝0整理为关于以a，b为变元的方程，即是将主、客变元互换，反客为主，再根据结论的要求将变元有机结合，这样就可以顺利地解决问题．

五、整体构模

14．（2005年天津卷）设f（x）是定义在R上的奇函数，且y＝f（x）的图象关于直线x＝[image: alt]
 对称，则f（1）＋f（2）＋f（3）＋f（4）＋f（5）＝________．

解　由题设f（x）是定义在R上的奇函数，且y＝f（x）的图象关于直线x＝[image: alt]
 对称，我们以符合条件的函数f（x）＝sin πx作为基本模型，显然f（1）＋f（2）＋f（3）＋f（4）＋f（5）＝0．

【解题感悟】　由奇函数联想到构造函数f（x）＝sinωx，由y＝f（x）的图象关于直线x＝[image: alt]
 对称，决定其周期为2，即[image: alt]
 ＝2，所以ω＝π，故构造函数f（x）＝sin πx来解决问题．





15．（2005年全国卷Ⅰ）过三棱柱任意两个顶点的直线共15条，其中异面直线有（　　）．

A．18对

B．24对

C．30对

D．36对

解　注意到三棱锥中有3对异面直线，我们以三棱锥为基本模型，整体考查三棱柱中有多少个三棱锥．可以得到三棱柱中有[image: alt]
 －3＝12个三棱锥，所以有36对异面直线．故选D．

【解题感悟】　注意基本模型：三棱锥中有3对异面直线．





16．（2005年全国卷Ⅱ）将半径都为1的4个钢球完全装入形状为正四面体的容器里，这个正四面体的高的最小值为（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由题意可以知道4个钢球两两外切，其球心构成棱长为2的正四面体（以下将这个正四面体简称（1）），（1）的内切球的球心即是原正四面体（以下将原正四面体简称（2））的内切球的球心．我们只要求出（2）的内切球的半径，就可以求出它的高，于是将问题转化为另一个模型，即是求（2）的内切球的半径．容易知道（1）的高为[image: alt]
 ，其内切球的球心到底面的高为[image: alt]
 ×[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，从而（2）的内切球的半径为[image: alt]
 ＋1，（2）的高为[image: alt]
 ×4＝[image: alt]
 ＋4．故选C．

【解题感悟】　解决此题，要注意两点：其一是球心构成棱长为2的正四面体，其二是这个正四面体的内切球的球心即是原正四面体的内切球的球心．

六、整体割补

17．（2005年全国卷Ⅰ）如图20-1，在多面体ABCDEF中，已知ABCD是边长为1的正方形，且△ADE，△BCF均为正三角形，EF∥AB，EF＝2，则该多面体的体积为（　　）．

[image: alt]


图20-1

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　这是不规则的多面体，我们采用整体分割的办法，将其分为柱体和锥体，再来求其体积．取EF的中点G，连结GA，GD，如图20-2所示，将多面体分为正四面体ADGE和柱体ADG-BCF．正四面体ADGE的棱长为1，所以其侧面三角形的高为1×[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，侧面的面积为[image: alt]
 ，正四面体的高为[image: alt]
 ，故

[image: alt]


[image: alt]


图20-2

易知VADG-BCF
 ＝3VADGE
 ，所以

[image: alt]


故选A．





18．（2006年全国卷Ⅰ）如图20-3，l1
 ，l2
 是互相垂直的异面直线，MN是它们的公垂线段．点A，B在l1
 上，C在l2
 上，AM＝MB＝MN．

[image: alt]


图20-3

（1）证明：AC⊥NB．

（2）若∠ACB＝60°，求NB与平面ABC所成角的余弦值．

证　（1）由于

[image: alt]


所以[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ，即AC⊥NB．

解　（2）由于MN是l1
 ，l2
 的公垂线段，l1
 ⊥l2
 ，AM＝MB＝MN，可知△ABN是直角三角形，CN⊥△ABN，且AN＝BN，AC＝BC，又∠ACB＝60°，所以△ABC是等边三角形，于是Rt△ABN≌Rt△ABN，有CN＝BN＝AN．因此可将三棱锥N-ABC补为正方体NADB-CPRQ，如图20-4所示．连结RN，因为BC⊥NQ，BC⊥RQ，由三垂线定理有BC⊥RN．同理AC⊥RN．故

RN⊥平面ABC，

[image: alt]


图20-4

设垂足为O，连结RB，OB，∠OBN即是NB与平面ABC所成的角．不妨设正方体的棱长为1，则RB＝[image: alt]
 ，RN＝[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


即NB与平面ABC所成角的余弦值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　题17是割，题18是补，都是整体变形，其目的都是一样的，将复杂的或者不熟悉的模式变为简单的或熟悉的模式．

七、整体配对

19．过圆x2
 ＋y2
 ＝1外一点P（3，4）作圆的两条切线，求经过两个切点的直线方程．

解　设两个切点分别为A，B，则

[image: alt]


于是以P为圆心，以｜PA｜或｜PB｜为半径的圆的方程为（x－3）2
 ＋（y－4）2
 ＝24．联立方程

[image: alt]


将两方程相减，即得经过两个切点的直线方程为

3x＋4y－1＝0．

【解题感悟】　由切线的定义可知A，B即是以P为圆心，以｜PA｜或｜PB｜为半径的圆与圆x2
 ＋y2
 ＝1的两个交点，要求的直线方程即为两圆公共弦的方程，因此可以考虑配一个圆与其联立求解．此题也可以这样解：先设出两个切点的坐标（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），再写出分别经过两个切点的切线方程：

x1
 x＋y1
 y＝1，x2
 x＋y2
 y＝1，

由点P（3，4）在两直线上，有

3x1
 ＋4y1
 ＝1，3x2
 ＋4y2
 ＝1，

由于两点决定一条直线，故所求的经过两个切点的直线方程为3x＋4y－1＝0．这种方法叫做“设而不求”．





20．（2007年重庆卷）已知各项均为正数的数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 满足S1
 ＞1，且6Sn
 ＝（an
 ＋1）（an
 ＋2），n∈N*
 ．

（1）求｛an
 ｝的通项公式．

（2）设数列｛bn
 ｝满足[image: alt]
 ，并记Tn
 为｛bn
 ｝的前n项和，求证：3Tn
 ＋1＞log2
 （an
 ＋3），n∈N*
 ．

解　（1）an
 ＝3n－1．（解略）

（2）容易求得bn
 ＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


令

[image: alt]


由于[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＞An
 Bn
 Cn
 ＝[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


故3Tn
 ＋1＞log2
 （an
 ＋3），n∈N*
 ．

【解题感悟】　考虑到An
 的结构形式，我们整体配出了Bn
 ，Cn
 ，使其三个的乘积即是要证明的目标．

八、设而不求

21．已知直线l过定点P（0，1），并与直线l1
 ：x－3y＋10＝0和l2
 ：2x＋y－8＝0分别交于点A，B．若线段AB被P（0，1）平分，求直线l的方程．

解　设A的坐标为（x0
 ，y0
 ），则B的坐标为（-x0
 ，2－y0
 ）．将A，B点的坐标分别代入直线l1
 与l2
 的方程，有

[image: alt]


两式相减有x0
 ＋4y0
 －4＝0．因为点P（0，1）满足方程x0
 ＋4y0
 －4＝0，故l的方程为x＋4y－4＝0．

【解题感悟】　此题依题意可设直线方程为y＝kx＋1，分别与直线l1
 ，l2
 的方程联立，求出A，B两点坐标，再根据中点公式求k的值，比较繁琐．在这里我们避实就虚，设而不求．





22．已知椭圆方程[image: alt]
 ，A1
 ，A2
 分别是椭圆的左、右顶点，P是椭圆上的任一点，且有A1
 Q⊥A1
 P，A2
 Q⊥A2
 P，求Q点的轨迹方程．

解　设P，Q的坐标分别为（acosα，bsinα），（x，y），则直线A1
 Q的方程和直线A2
 Q的方程分别为

[image: alt]


两式相乘后即有Q点的轨迹方程为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　由椭圆的参数方程设出点的坐标，根据三角公式，考虑整体消参．





23．（2006年北京卷）椭圆C：[image: alt]
 （a，b＞0）的两个焦点为F1
 ，F2
 ，点P在椭圆C上，且PF1
 ⊥F1
 F2
 ，｜PF1
 ｜＝[image: alt]
 ，｜PF2
 ｜＝[image: alt]
 ．

（1）求椭圆C的方程．

（2）若直线l过圆x2
 ＋y2
 ＋4x－2y＝0的圆心M，交椭圆C于A，B两点，且A，B关于点M对称，求直线l的方程．

解　（1）因为点P在椭圆C上，所以2a＝｜PF1
 ｜＋｜PF2
 ｜＝6，即a＝3．在Rt△PF1
 F2
 中，

[image: alt]


所以椭圆的半焦距c＝[image: alt]
 ．从而b2
 ＝a2
 －c2
 ＝4．故椭圆C的方程为[image: alt]
 ．

（2）设A，B的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），且x1
 ≠x2
 ．将圆的方程x2
 ＋y2
 ＋4x－2y＝0改写为

（x＋2）2
 ＋（y－1）2
 ＝5，

其圆心M的坐标为（-2，1）．由A，B在椭圆C上，有

[image: alt]


两式相减，得

[image: alt]


因为A，B关于点M对称，所以x1
 ＋x2
 ＝-4，y1
 ＋y2
 ＝2，代入①得

[image: alt]


即直线l的斜率为[image: alt]
 ．所以直线l的方程为y－1＝[image: alt]
 （x＋2），即8x－9y＋25＝0．

经检验，所求直线方程符合题意，故直线l的方程为8x－9y＋25＝0．

【解题感悟】　我们设出点A和点B的坐标，但是不必求出来，而是代入方程，两式相减得到直线方程，这种方法在解题中经常用到．要注意的是，在解题过程中，我们没有考虑“Δ”，所以一定要进行检验．

九、整体代入

24．若c≠0，求直线ax＋by＋c＝0与圆x2
 ＋y2
 ＋ax＋by＋c＝0的交点的个数．

解　将直线方程代入圆的方程有x2
 ＋y2
 ＝0，即x＝y＝0．所以直线与圆的交点坐标为（0，0）．将交点坐标（0，0）代入圆的方程有c＝0，与c≠0矛盾．故直线与圆没有交点．

【解题感悟】　若将直线方程与圆的方程联立，利用“Δ＞0”或者圆心到直线的距离与圆半径的大小关系来判断交点的个数，都比较繁．注意到ax＋by＋c＝0，整体代入，能快速解题．





25．（2007年山东卷）函数y＝loga
 （x＋3）－1（a＞0，a≠1）的图象恒过定点A．若点A在直线mx＋ny＋1＝0上，其中mn＞0，则[image: alt]
 的最小值为________．

解　函数y＝loga
 （x＋3）－1（a＞0，a≠1）的图象恒过定点A（-2，-1），又点A在直线mx＋ny＋1＝0上，则有

－2m－n＋1＝0，

即2m＋n＝1，又mn＞0，所以

[image: alt]


当且仅当n＝2m时等号成立．

【解题感悟】　考虑到2m＋n＝1，作整体代换，将[image: alt]
 写为

[image: alt]


再用重要不等式解决问题．这种方法称为“1的代换”，在解题中经常用到．

十、统一方程

26．直线y＝kx＋m与双曲线[image: alt]
 及其渐近线交于A，B，C，D四点，求证：｜AC｜＝｜BD｜．

证　设双曲线及其渐近线的方程为[image: alt]
 （u＝0，1）．解方程组

[image: alt]


有

（b2
 －a2
 k2
 ）x2
 －2kma2
 x－a2
 m2
 －ua2
 b2
 ＝0．

由韦达定理可得

[image: alt]


可知以直线与曲线的交点为端点的线段的中点的横坐标与u无关，故AB的中点与CD的中点重合，即有｜AC｜＝｜BD｜．

【解题感悟】　此题只需证明AB的中点与CD的中点重合即可．双曲线的渐近线方程为[image: alt]
 ，故可将双曲线及其渐近线方程统一起来．





27．一圆与直线x＋y－2＝0相切于点A（-1，3），且经过点B（0，1），求此圆的方程．

解　将点A写为“点圆”：

（x＋1）2
 ＋（y－3）2
 ＝0，

则过直线x＋y－2＝0和圆（x＋1）2
 ＋（y－3）2
 ＝0的交点的圆系方程为

（x＋1）2
 ＋（y－3）2
 ＋λ（x＋y－2）＝0．

将点B的坐标代入圆的方程，有λ＝5．故所求圆的方程为

x2
 ＋y2
 ＋7x－y＝0．

【解题感悟】　按照常规解法是，设圆的方程为

（x－a）2
 ＋（y－b）2
 ＝r2
 ，

然后利用条件解题．在这里我们把点A当做“点圆”，看上去条件“复杂”化了，然后采用更为一般的方法，利用圆系方程解题．这种方法看起来是“进”，而实际上是“退”，可使问题顺利解决．


[image: alt]
 第二十一讲

利用对称思维方法解题

对称通常是指图形对某个点、某条直线或某个平面具有一种对应关系，在数学中，我们把对称的概念进行了拓广，常把某些具有关联或对立的概念、公式视为对称，这样对称便成了数学中的一个重要组成部分．

一、在函数中的应用

1．已知函数f（x）＝[image: alt]
 ＋1，则f－1
 （3）＝________．

解　由3＝[image: alt]
 ＋1，得x＝4，故f－1
 （3）＝4．

【解题感悟】　按照常规解法，可以先求出y＝f（x）的反函数，然后再求值．考虑到函数和反函数的定义域和值域是互反的，我们可以用对称点解题．





2．设f（x）＝[image: alt]
 ，求f（-5）＋f（-4）＋…＋f（0）＋…＋f（5）＋f（6）的值．

解　由于

[image: alt]


所以，原式＝[image: alt]
 ×6＝3[image: alt]
 ．

【解题感悟】　常规解法是代入求值，这样做太繁琐．所求目标有12项，我们首尾搭配成6对，考虑题目的结构形式，即是求f（-x＋1）＋f（x）．





3．（2006年清华大学自主招生考试题）已知a，b为非负实数，M＝a4
 ＋b4
 ，a＋b＝1，求M的最值．

解　令a＝[image: alt]
 －t，b＝[image: alt]
 ＋t（0≤t≤[image: alt]
 ），代入到M＝a4
 ＋b4
 ，有

[image: alt]


而0≤t2
 ≤[image: alt]
 ，由二次函数的性质知

[image: alt]


【解题感悟】　要求M的最值，由a，b的关系显然要消元，再来建立函数关系．由a＋b＝1，我们引进一个中间变量t，令a＝[image: alt]
 －t，b＝[image: alt]
 ＋t，进行对称变换．





4．已知f（x）＝8＋2x－x2
 ．如果g（x）＝f（2－x2
 ），那么g（x）（　　）．

A．在区间（-1，0）上是减函数

B．在区间（0，1）上是减函数

C．在区间（-2，0）上是增函数

D．在区间（0，2）上是增函数

解　由已知可得

g（x）＝8＋2（2－x2
 ）－（2－x2
 ）2
 ．

显然g（x）为偶函数，因此在原点对称的两个单调区间上的增减性相反．根据这一点，若C正确，则B一定正确，这与答案唯一矛盾，故排除C．同理，可以排除D．假如B正确，由g（0）＝8，g（1）＝9，自相矛盾，所以排除B．故选A．

【解题感悟】　此题考察复合函数的单调性，直接做比较麻烦．作为选择题，可以用排除的方法，注意到选择支存在对称关系，我们可以利用这种关系解题．

二、在三角函数中的应用

5．求cos20°cos40°cos60°cos80°的值．

解　设A＝cos20°cos40°cos60°cos80°，B＝sin20°sin40°sin60°sin80°，则

[image: alt]


于是A＝[image: alt]
 ．故cos20°cos40°cos60°cos80°＝[image: alt]


【解题感悟】　按照常规解法，可以根据积化和差求值．如果我们把正弦函数和余弦函数看做是对称关系，可以构造对偶式求值．





6．求证：cos2
 α＋cos2
 β－2cosαcosβcos（α＋β）＝sin2
 （α＋β）．

解　设P＝cos2
 α＋cos2
 β－2cosαcosβcos（α＋β），构造其对偶式Q＝sin2
 α＋sin2
 β＋2sinαsinβcos（α＋β），则

P＋Q＝2－2cos2
 （α＋β）＝2sin2
 （α＋β），

P－Q＝cos2α＋cos2β－2cos（α－β）cos（α＋β）＝0，

于是P＝Q＝sin2
 （α＋β），即

cos2
 α＋cos2
 β－2cosαcosβcos（α＋β）＝sin2
 （α＋β）．

【解题感悟】　证明这道题通常是从左边出发，通过降幂、和差化积、积化和差，综合利用三角函数证明．我们把正弦函数和余弦函数看做是对称关系，构造对偶式证明．

三、在解析几何中的应用

7．（2008年湖北卷）过点A（11，2）作圆x2
 ＋y2
 ＋2x－4y－164＝0的弦，其中弦长为整数的共有（　　）．

A．16条

B．17条

C．32条

D．34条

解　圆的标准方程为

（x＋1）2
 ＋（y－2）2
 ＝169，

其圆心为（-1，2），半径为13，点A（11，2）在圆内．故过点A最长的弦为直径，长为26，最短的弦为垂直于圆心和点A的连线的弦，长为10，最长的弦和最短的弦都只有一条．而10到26之间有15个整数（不含10和26），而对每个正整数，由对称性可知有两条弦的长度与之对应．故弦长为整数的共有2＋2×15＝32条．选C．

【解题感悟】　圆中过定点的弦，除了最长的弦（直径）和最短的弦（垂直于定点与圆心连线的弦）只有一条外，其余的弦是对称出现的．





8．（2006年四川卷）如图21-1，把椭圆[image: alt]
 的长轴AB分成8等份，过每个分点作x轴的垂线交椭圆的上半部分于P1
 ，P2
 ，P3
 ，P4
 ，P5
 ，P6
 ，P7
 七个点，F是椭圆的一个焦点，则｜P1
 F｜＋｜P2
 F｜＋…＋｜P7
 F｜＝________．

[image: alt]


图21-1

解　设椭圆的另一个焦点为F1
 ．根据椭圆的对称性，知

｜P1
 F｜＋｜P7
 F｜＝｜P1
 F｜＋｜P1
 F1
 ｜＝2a．

同理，｜P2
 F｜＋｜P6
 F｜＝｜P3
 F｜＋｜P5
 F｜＝2a．又｜P4
 F｜＝a，所以

｜P1
 F｜＋｜P2
 F｜＋…＋｜P7
 F｜＝7a＝35．

【解题感悟】　利用椭圆的定义和对称性解题．





9．设A，B是双曲线x2
 －[image: alt]
 ＝1上的两点，点N（1，2）是线段AB的中点，求直线AB的方程．

解　双曲线x2
 －[image: alt]
 ＝1关于点N（1，2）对称的双曲线方程为

[image: alt]


将两个双曲线方程相减，整理后即有x－y＋1＝0，此即直线AB的方程．

【解题感悟】　其常规解法是分斜率存在和不存在，分别设出直线AB的方程，然后将直线方程和双曲线方程联立，利用韦达定理求解．这样做太繁琐．我们利用对称性，构造出关于点对称的双曲线方程，联立两个方程，消除二次项即可．





10．已知椭圆[image: alt]
 ，直线l：[image: alt]
 ，P是l上的一点，射线OP交椭圆于点R，又点Q在OP上且满足

｜OQ｜·｜OP｜＝｜OR｜2
 ．

当点P在l上移动时，求点Q的轨迹方程，并说明轨迹是什么曲线．

解　如图21-2，设Q的坐标为（x，y）．由｜OQ｜≠0，有x2
 ＋y2
 ≠0．由｜OQ｜·｜OP｜＝｜OR｜2
 ，可设

[image: alt]


[image: alt]


图21-2

由Q（x，y）及上式可得R的坐标为（-λx，-λy），继而可得P的坐标为（λ2
 x，λ2
 y）．因为R，P分别在椭圆和直线l上，所以

[image: alt]


两式相减，消去λ，即得点Q的轨迹方程为

2（x－1）2
 ＋3（y－1）2
 ＝5　（x2
 ＋y2
 ≠0）．

【解题感悟】　根据｜OQ｜·｜OP｜＝｜OR｜2
 ，可以导出比例形式，联想到线段的定比分点公式．定比分点公式表达的关系，从广义上讲，可以看做是两个动点关于定比分点的对称关系．根据这种关系，可以写出点R和点Q的坐标，然后代入直线方程和椭圆方程，消参后得到结果．

四、在立体几何中的应用

11．（2004年湖北卷）已知平面α和平面β所成的二面角为80°，P为α，β外一定点，过P的一条直线与α，β所成角都是30°，这样的直线有几条？

解　设平面α的法线为m，平面β的法线为n，且m∩n＝P．设l为过P点且与α，β成30°的直线，则l与法线m，n所成的角均为60°．问题转化为：两条直线m，n的夹角为80°，过P点作与m，n所成的角均为60°的直线有几条．由对称性，过P点向左翘有一条，则向右翘必有一条，过P点向前翘有一条，则向后翘必有一条，故与m，n所成的角均为60°的直线有4条．

【解题感悟】　将面面所成的角转化成线线所成的角，利用对称性解决问题．





12．（2008年四川卷）设直线l⊂平面α，过平面α外一点A与l，α都成30°角的直线有且只有（　　）．

A．1条

B．2条

C．3条

D．4条

[image: alt]


图21-3

解　如图21-3，设过点A的直线m与平面α成30°角．由定理“斜线和平面所成的角是斜线和平面内所有过斜足的直线所成角中最小的角”知道，要使直线m与平面α、直线l都成30°角，则l必是直线m在平面α内的射影或者是和射影平行的直线．由图形的对称性知，在另一侧还存在一条满足条件的直线．故选B．

【解题感悟】　要注意最小角定理，同时根据图形的对称性考虑问题．

五、在不等式中的应用

13．证明：[image: alt]
 ．

证　设

[image: alt]


则ABC＝3n＋1．显然A＞B＞C，所以A3
 ＞ABC＝3n＋1，即A＞[image: alt]
 ．故原式得证．

【解题感悟】　按照常规解法，涉及正整数的命题可以用数学归纳法证明，这样做比较繁琐．原题即是证明

[image: alt]


根据题目的结构形式，由数字的差异，插入数字，考虑其对称性，构造对偶式，使其能约分化简．





14．若x，y，z∈（0，1），求证：

[image: alt]


证　由于（1－x＋y）＋（1－y＋x）＋（1－z＋x）＝3，且1－x＋y＞0，1－y＋z＞0，1－z＋x＞0，所以

[image: alt]


故[image: alt]
 ．

【解题感悟】　此题只有分母为变量，且分母之和为

（1－x＋y）＋（1－y＋x）＋（1－z＋x）＝3，

于是不等式的左边可以“匹配”成两两互为倒数的和．

六、在数列中的应用

15．求和[image: alt]
 ．

解　设

[image: alt]


则

[image: alt]


将①，②两式相加，有

[image: alt]


故S＝n·2n－1
 ．

【解题感悟】　利用[image: alt]
 也可以计算出结果．上述解法是根据二项式系数的性质：[image: alt]
 ，利用对称性求解．

七、在排列组合中的应用

16．某城市在中心广场建造一个花圃，花圃分为6个部分，如图21-4所示．现要栽种4种不同颜色的花，每部分栽种一种且相邻部分不能栽种同样颜色的花，不同的栽种方法有多少种？

[image: alt]


图21-4

解　6个部分栽4种花，其中必有4个部分平均栽种2种颜色的花，而只有不相邻的部分才能栽种相同颜色的花．我们把不相邻的部分视为对称部分，除1部分以外，对于2，3，4，5，6部分任意抽掉一部分，剩余的4个部分可以成为两对对称部分，这样的情况有5种．对于两对对称部分栽种的方法有[image: alt]
 种，剩下的两个部分栽种的方法有[image: alt]
 种．故共有5[image: alt]
 [image: alt]
 ＝120种．

【解题感悟】　直接计算，容易重复和遗漏，我们可以利用图形的对称性进行处理．





17．（2008年浙江卷）用1，2，3，4，5，6组成六位数（没有重复数字），要求任何相邻两个数字的奇偶性不同，且1和2相邻，这样的六位数的个数是________（用数字作答）．

解　对于1和2相邻的六位数，有1在2前面和后面两种不同的情况，而这两种情况是对称的．我们先考察1在2前面的情况，即有12××××，×12×××，××12××，×××12×，××××12共5种情况．注意到第1种和第5种，第2种和第4种是分别对称的，且这5种排列的个数都为[image: alt]
 [image: alt]
 ＝4个，所以一共有5×4＝20个．根据对称性，1在2后面的六位数也有20个．故一共有40个．

【解题感悟】　此题的常规解法是插空排列，由于六位数的可能情况存在对称性，我们列举所有可能情况，利用对称性解决问题，简洁明了．

八、在复数中的应用

18．已知复数z1
 ＝cosθ－i，z2
 ＝sinθ＋i，求｜z1
 z2
 ｜的最大值和最小值．

解　由题设有[image: alt]
 ＝cosθ＋i，[image: alt]
 ＝sinθ－i，所以

[image: alt]


故｜z1
 z2
 ｜的最大值为[image: alt]
 ，最小值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　常规解法是将复数z1
 和复数z2
 直接代入｜z1
 z2
 ｜求解．在这里我们将共轭复数视为对称关系，利用共轭复数求之．

九、在概率中的应用

19．（2004年全国卷Ⅱ）已知8支球队中有3支弱队，以抽签方式将这8支球队分为A，B两组，每组4支．求

（1）A，B两组中有一组恰有两支弱队的概率；

（2）A组中至少有两支弱队的概率．

解　（1）三支弱队在同一组的概率为[image: alt]
 ．故有一组恰有两支弱队的概率为[image: alt]
 ．

（2）A，B两组有一组至少有两支弱队的概率为1，由于对A组和B组来说，至少有两支弱队的概率是相同的，所以A组中至少有两支弱队的概率为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　按照常规解法，我们可以分步求出．但是对于（1），注意到一组恰有两支弱队的反面是三支弱队在同一组，我们可以把这两种关系视为对称的．对于（2），A，B两组中至少有两支弱队的概率是相等的，我们也可以把它们的这种关系视为对称的．





20．（2007年湖北卷）连掷两次骰子得到的点数分别为m和n，记向量a＝（m，n）与向量b＝（1，-1）的夹角为θ，则θ∈[image: alt]
 的概率是（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由题设，知cosθ＝[image: alt]
 ≥0，所以a·b＝m－n≥0，即m≥n．显然当m＝n时有6种情况．根据对称性，m＞n和n＞m的可能性相同，各有15种可能．故所求概率为[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意到m＞n和n＞m的情形是对称出现的．


[image: alt]
 第二十二讲

利用辩证思维方法解题

数学中存在着大量的既统一又对立的辩证关系，如特殊和一般、局部与整体、前进和后退、具体和抽象、正和反、同和异、动和静、虚和实、进和退，等等．掌握和利用好这些关系，既可以探讨题目的异同，优化解题的过程，又能使我们在解题中学习辩证思想．

一、同　和　异

（一）同中寻异

1．（1）设函数f（x）＝x2
 ＋kx在［1，+∞）上是单调递增函数，求k的取值范围．

（2）若数列｛an
 ｝的通项公式为an
 ＝n2
 ＋kn，且满足an
 ＜an＋1
 （n∈N＋
 ），求k的取值范围．

解　（1）[image: alt]
 ，要使其在［1，+∞）上递增，只要满足-[image: alt]
 ≤1即可，解得k≥－2．

（2）[image: alt]
 ，要使an
 ＜an＋1
 （n∈N＋
 ），只须满足-[image: alt]
 ＜[image: alt]
 ，解得k＞-3．

（二）异中求同

2．（1）设抛物线y2
 ＝2px（p＞0）的焦点为F，经过点F的直线交抛物线于A，B两点，点C在抛物线的准线上，且BC∥x轴．证明：直线AC经过原点O．

（2）已知椭圆[image: alt]
 的右准线L与x轴相交于点E，过椭圆右焦点F的直线与椭圆相交于A，B两点，点C在右准线L上，且BC∥x轴，求证：直线AC经过线段EF的中点．

证　（1），（2）中的两种曲线不同，我们寻求它们的“同”，其实质是这样的一道平面几何题：

[image: alt]


图22-1

如图22-1，在直角梯形ABCD中，AD∥BC∥FE，且

[image: alt]


求证：EM＝MF．

下面给出证明．由[image: alt]
 有

AF·BC＝AD·BF．

由EF∥AD∥BC，有

[image: alt]


因此

[image: alt]


注意到此题只要求[image: alt]
 而与圆锥曲线的离心率e的大小无关，故在椭圆、双曲线、抛物线中都有同样的结论．

【解题感悟】　对于题1，乍看，两道题似乎一样，我们注意寻求它们的“异”．其中题（1）的图象是连续的，题（2）的图象是离散的，两道题都可利用二次函数的图象求解，但是，其解法是不同的．对于（2），以[image: alt]
 作为确定-[image: alt]
 的最大值，与（1）不同．[image: alt]
 是n＝1与n＝2的平均值．当对称轴-[image: alt]
 ＜[image: alt]
 时，由抛物线的对称性，及a1
 到对称轴的距离比a2
 到对称轴的距离小，可知a1
 ＜a2
 ；而对于n≥2，由抛物线的单调性可得an
 ＜an＋1
 ．（2）还可以用恒不等式的观点来解：依题意有n2
 ＋kn＜（n＋1）2
 ＋k（n＋1），即k＞-2n－1恒成立，故k＞-3．

对于题2，两种曲线不同，其中的题（2）用解析几何方法解是比较麻烦的，我们寻求它们的“同”，其实质就是同样的一道平面几何题．

二、动　和　静

（一）动中窥静

3．已知｛an
 ｝是首项为2，公比为[image: alt]
 的等比数列，Sn
 为其前n项和．

（1）用Sn
 表示Sn＋1
 ．

（2）是否存在正整数c和k，使得[image: alt]
 成立？

解　（1）Sn＋1
 ＝[image: alt]
 Sn
 ＋2．（解略）

（2）由（1）知Sk＋1
 ＝[image: alt]
 Sk
 ＋2，所以不等式即为

[image: alt]


由｛an
 ｝是首项为2，公比为[image: alt]
 的等比数列，得Sk
 ＝4[image: alt]
 ．代入上式，有

[image: alt]


由于[image: alt]
 ，故0＜4－c＜3．又c∈N*
 ，有c＝2或3．当c＝2时，不等式①为2＜2k
 ＜3，此时无正整数解k；当c＝3时，不等式①为4＜2k
 ＜6，此时也无正整数解k．故不存在这样的自然数c，k．

（二）静中思动

4．已知函数[image: alt]
 ，那么f（1）＋f（2）＋[image: alt]
 ＋f（3）＋[image: alt]
 ＋f（4）＋[image: alt]
 ＝________．

解　由[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，故

f（x）＋[image: alt]
 ＝1．

从而原式＝f（1）＋3＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　对于题3，c，k均在变，Sk
 是依赖于k的，我们将Sk
 视为“静”，c视为“动”，所给不等式可视为关于c的不等式，再讨论是否存在问题．

对于题4，考察所求式中，2与[image: alt]
 ，3与[image: alt]
 ，4与[image: alt]
 均为倒数关系，对照模式[image: alt]
 ，由“静”联想到“动”，将自变量x变为其倒数[image: alt]
 ．在解决数学问题时，我们可以用静的方法来处理运动过程和事物，也可以用动的观点来处理静的数量和形态．

三、虚　和　实

（一）避实求虚

5．已知直线l过定点P（0，1），并与直线l1
 ：x－3y＋10＝0和l2
 ：2x＋y－8＝0分别交于点A，B．若线段AB被P（0，1）平分，求直线l的方程．

解　设l与l1
 交于A（x0
 ，y0
 ），则l与l2
 交于B（-x0
 ，2－y0
 ）．将A，B的坐标分别代入直线l1
 ，l2
 的方程，有

[image: alt]


②－①，得x0
 ＋4y0
 －4＝0．因为P（0，1）满足方程x0
 ＋4y0
 －4＝0，故l的方程为x＋4y－4＝0．

（二）避虚就实

6．判断函数[image: alt]
 是否具有奇偶性．

解　注意题目中蕴含着1＋sinx＋cosx≠0，其定义域不关于原点对称，因此f（x）是非奇非偶函数．

【解题感悟】　对于题5，还可以依题意设直线方程为y＝kx＋1，分别与直线l1
 ，l2
 的方程联立，求出A，B两点坐标，再根据中点公式求k的值．这样做十分繁冗．我们避实求虚，设而不求，整体解决问题．

对于题6，这是一道极容易出错的题，不少同学会这样解：

[image: alt]


因此f（-x）＝-f（x），所以f（x）为奇函数．这里没有挖掘蕴含条件1＋sinx＋cosx≠0，只看见表面的“虚”，没有看见内在的“实”，其变换是非等价变换，导致解题失误．

四、进　和　退

（一）以退为进

7．已知数列｛an
 ｝满足条件（n－1）an＋1
 ＝（n＋1）（an
 －1），a2
 ＝6．是否存在非零常数p，q，使数列[image: alt]
 成等差数列？

解　a1
 ＝1＝1×（2×1－1），a2
 ＝6＝2×（2×2－1），a3
 ＝15＝3×（2×3－1），猜测an
 ＝2n2
 －n．用数学归纳法容易证明．

假设存在非零常数p，q，使得[image: alt]
 成等差数列，则应有

[image: alt]


即有pq＋2q2
 ＝0．由于q≠0，则有p＝-2q．而当p＝-2q时，有[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


故存在非零常数p，q，当p＝-2q时，使[image: alt]
 成等差数列．

（二）以进为退

8．设n∈N*
 ，证明：

[image: alt]


证　首先我们证明加强不等式：

[image: alt]


当n＝1时，不等式②显然成立．

假设当n＝k（k≥1）时不等式②成立，即

[image: alt]


则

[image: alt]


所以当n＝k＋1时不等式②也成立．故对任意的n∈N*
 ，不等式②成立．显然2－[image: alt]
 ＜2，所以对任意的n∈N*
 ，有

[image: alt]


【解题感悟】　对于题7，若根据条件，求出当n≥2时，有an＋1
 ＝[image: alt]
 （an
 －1），再计算[image: alt]
 ，判断其是否为常数，是比较困难的．我们这里考虑到“退”，以退为进，即“先足够地退到我们所容易看清楚的地方，认透了，钻深了，然后再上去”（华罗庚语）．我们退到n＝1，2，3时的情形，先计算出a1
 ，a2
 ，a3
 ，然后猜测an
 ，用数学归纳法证明，再将an
 代入[image: alt]
 ，又一次“退”，令n＝1，2，3，得出规律后代入一般式中检验．

对于题8，容易联想到数学归纳法证明：假设n＝k（k≥1）时，有[image: alt]
 ，则

[image: alt]


显然，2＋[image: alt]
 ＞2，证明受阻．我们联想到[image: alt]
 ＝2，将此命题强化为

[image: alt]


以进为退，即看起来是进，实际上是退．进退互用是辩证思维的策略．此题也可以利用[image: alt]
 给以证明．

五、特殊与一般

（一）一般问题特殊化

9．（2008年天津卷）函数y＝1＋[image: alt]
 （0≤x≤4）的反函数是（　　）．

A．y＝（x－1）2
 （1≤x≤3）

B．y＝（x－1）2
 （0≤x≤4）

C．y＝x2
 －1（1≤x≤3）

D．y＝x2
 －1（0≤x≤4）

解　函数的定义域是［0，4］，值域是［1，3］，故反函数的定义域是［1，3］，值域是［0，4］．在4个选项中，只可能选A．





10．（2006全国卷Ⅰ）已知函数[image: alt]
 ．若f（x）为奇函数，则a＝________．

解　函数[image: alt]
 的定义域为R．若f（x）为奇函数，则f（0）0，即[image: alt]
 ，a＝[image: alt]
 ．

（二）特殊问题一般化

11．证明：5099
 ＞99！

证　因为

[image: alt]


即[image: alt]
 ，于是[image: alt]
 ＞n！．取n＝99，即有5099
 ＞99！．

【解题感悟】　对于题9，由反函数的定义域和值域分别是函数的值域和定义域，用特殊的方法解决问题．

对于题10，若奇函数f（x）的定义域为R，则一定有f（0）＝0，我们用特殊值f（0）＝0解决问题．

对于题11，如果不推导出一般关系式，要证明这题是比较困难的，观察这两个数，有[image: alt]
 ＝50，由此，我们猜测应有[image: alt]
 ＞n！（n为奇数），因此，首先证明一般表达式．

六、局部和整体

（一）整体问题局部考虑

12．（2006年浙江卷）正四面体ABCD的棱长为1，棱AB∥平面α，则正四面体上的所有点在平面α内的射影构成的图形面积的取值范围是________．

[image: alt]


图22-2

解　如图22-2．从极端原理出发，正四面体绕AB转动的过程中，CD有两个极端位置：CD∥α和CD⊥α．在这两个特殊位置，得射影面积分别为[image: alt]
 和[image: alt]
 ．从而射影面积的取值范围为[image: alt]
 ．

（二）局部问题整体考虑

13．（2008年全国卷Ⅰ）四棱锥A-BCDE中，底面BCDE为矩形，侧面ABC⊥底面BCDE，BC＝2，CD＝[image: alt]
 ，AB＝AC．

（1）证明：AD⊥CE．

（2）设CE与平面ABE所成的角为45°，求二面角C-AD-E的大小．

证　（1）如图22-3，过点A作AO⊥BC，垂足为O，连结OD．由题设知AO⊥底面BCDE，且O为BC的中点．因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ，即AD⊥CE．

[image: alt]


图22-3

解　（2）容易知道BE⊥平面ABC，从而有平面ABE⊥平面ABC．作CR⊥AB于R，则CR⊥平面ABE，∠CER就是CE与平面ABE所成的角，所以∠CER＝45°．由于BC＝2，CD＝[image: alt]
 ，则有

[image: alt]


在Rt△CBR中，sin∠RBC＝[image: alt]
 ，所以∠RBC＝60°．又AB＝AC，所以△ABC为正三角形．

将四棱锥A-BCDE补成三棱柱ABC-FED，则三棱柱ABC-FED为正三棱柱．取FD的中点H，连结EH，则EH⊥平面ACDF，所以△ADH是△ADE在平面ACDF上的射影．取DE的中点G，连结AG，OG，则AG⊥DE，

[image: alt]


计算两个三角形的面积：

[image: alt]


设二面角C-AD-E＝θ，则

[image: alt]


故θ＝π－arccos[image: alt]
 ．

【解题感悟】　对于题12，由垂直和平行的两个局部情况考察整体问题，根据图形及其连续性得到面积的取值范围．

对于题13，立体几何中有很多问题可以用割和补的方法解决．对于（2），合理补形，变锥为柱，整体考虑，利用面积射影定理，解决问题．

七、具体和抽象

抽象问题具体化

14．（2006年浙江卷）函数f：｛1，2，3｝→｛1，2，3｝满足f（f（x））＝f（x），则这样的函数个数共有（　　）．

A．1个

B．4个

C．8个

D．10个

解　由f（f（x））＝f（x），令f（x）＝t，则f（t）＝t．分三种情况：

①　当t可取｛1，2，3｝中3个值时，只有1种情况，即f（1）＝1，f（2）＝2，f（3）＝3．

②　当t只能取｛1，2，3｝中2个值时，有3×2＝6种情况，如f（1）＝1，f（2）＝2，f（3）＝1或2．

③　有t只能取｛1，2，3｝中1个值时，有3种情况，如f（1）＝1，f（2）＝1，f（3）＝1．

故一共有10个，选D．





15．f（x）是定义在R上的函数，且满足以下条件：

①　对任意的实数x，y，都有f（x＋y）＝f（x）＋f（y）；

②　当x＜0时，f（x）＞0，且f（-1）＝1．

求f（x）在区间［-3，4］上的最大值和最小值．

解　令x＝y＝0，由①有f（0）＝f（0）＋f（0），则f（0）＝0．令y＝-x，由①有f（0）＝f（x）＋f（-x），则

f（-x）＝-f（x）．

而f（x）是定义在R上的函数，所以f（x）是奇函数．设x1
 ＜x2
 ，由于当x＜0时，f（x）＞0，所以

f（x1
 ）－f（x2
 ）＝f（x1
 ）＋f（-x2
 ）＝f（x1
 －x2
 ）＞0，

即f（x1
 ）＞f（x2
 ），f（x）是R上的减函数．又f（-1）＝1，所以

f（-3）＝f（-2）＋f（-1）＝3f（-1）＝3，

f（4）＝f（3）＋f（1）＝-f（-3）－f（-1）＝-4．

故f（x）在区间［-3，4］上的最大值是3，最小值是-4．

【解题感悟】　题14和题15都是关于抽象函数的问题．解决问题的方法是首先要将抽象的问题化为具体的问题，然后进行讨论．对于题15，求隐函数的最值，首先要判断其单调性，上述解法是判断隐函数的单调性的一般方法．这里只讲了抽象问题具体化，而具体问题的解决方法，就不一一赘述了．

八、正　和　反

（一）正面问题，逆向思维

16．设A＝｛x｜x2
 ＋（p＋2）x＋1＝0，x∈R｝，且A∩R＋
 ＝∅，求实数p的取值范围．

解　若A∩R＋
 ≠∅，则有

[image: alt]


解得p≤-4．故在条件A∩R＋
 ＝∅下，p的取值范围为（-4，+∞）．

（二）正难则反，相互转换

17．（2008年天津卷）甲、乙两位篮球运动员互不影响地在同一位置投球，命中率分别为[image: alt]
 与p，且乙投球2次均未命中的概率为[image: alt]
 ．

（1）求乙投球的命中率p．

（2）求甲投球2次，至少命中1次的概率．

（3）若甲、乙两人各投球2次，求两人共命中2次的概率．

解　（1）设“乙投球一次命中”为事件B．由题意得

（1－P（B））2
 ＝（1－p）2
 ＝[image: alt]
 ．

解得p＝[image: alt]
 或[image: alt]
 （舍去）．所以乙投球的命中率为[image: alt]
 ．

（2）设“甲投球一次命中”为事件A．由题设知P（A）＝[image: alt]
 ，P（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ．故甲投球2次至少命中1次的概率为[image: alt]
 ．

（3）由（1）和（2）知

P（A）＝[image: alt]
 ，P（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ，P（B）＝[image: alt]
 ，P（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ．

甲、乙两人各投球2次，共命中2次有三种情况：甲、乙两人各命中1次；甲命中2次，乙两次均不命中；甲两次均不命中，乙命中2次．概率分别为

[image: alt]


所以甲、乙两人各投两次，共命中2次的概率为

[image: alt]


【解题感悟】　对于题16，如果我们正向考虑问题，要分A＝∅和A≠∅进行讨论，综合后作答．这里对正面问题逆向考虑，然后还原为原题，避免讨论，化繁为简．

对于题17，题目的（1），（2）两问，都是从反面考虑问题作出的解答；对于第（3）问中的求“甲、乙两人各命中一次”的概率，其甲和乙命中的可能都有[image: alt]
 种情况，不要忘了要乘以两个[image: alt]
 ．


[image: alt]
 第二十三讲

逆向思维在解题中的应用

有些数学问题，如果从正面入手比较困难或者比较繁琐，或者出现一些逻辑上的困境．这时，我们就要从辩证思维的观点出发，克服思维定势的消极面，从问题或者它的某个方面的反面去进行思考，采取顺繁则逆，正难则反的思维策略，从而找到解决问题的捷径，这就是逆向思维．逆向思维是创造性思维的重要组成部分．

一、在函数和方程中的应用

（一）函数与反函数

1．（2006年重庆卷）设函数y＝f（x）的反函数为y＝f－1
 （x），且y＝f（2x－1）的图象过点[image: alt]
 ，则y＝f－1
 （x）的图象必过（　　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．（1，0）

D．（0，1）

解　我们先找出函数y＝f（x）的图象所通过的点，再来确定函数y＝f－1
 （x）的图象所通过的点．将函数y＝f（2x－1）的图象先向左平移[image: alt]
 ，再将横坐标扩大为原来的两倍，得到函数y＝f（x）的图象．这样，y＝f（x）过点（0，1），则y＝f－1
 （x）的图象必过点（1，0）．故选C．

【解题感悟】　抓住函数和它的反函数的图象关于直线y＝x对称的特点，逆向考虑．此题也可以这样解：由y＝f（2x－1）的图象过点[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，即f（0）＝1，则y＝f－1
 （x）的图象必过点（1，0）．

（二）客元和主元

2．若方程cos2θ＋6sinθ＋a－2＝0当θ∈[image: alt]
 时有解，求实数a的取值范围．

解　由cos2θ＋6sinθ＋a－2＝0，可得

[image: alt]


当θ∈[image: alt]
 时，有sinθ∈[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


即a∈[image: alt]
 ．故方程有解时，实数a的取值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　原方程变形为2sin2
 θ－6sinθ－a＋1＝0，这是关于sinθ的二次方程．设f（sinθ）＝2sin2
 θ－6sinθ－a＋1，sinθ∈[image: alt]
 ，再进行讨论可以得到a的取值范围，这样做太繁．方程中有两个变元：sinθ和a，逆向考虑，反客为主，用sinθ表示a，即求2sin2
 θ－6sinθ＋1在sinθ∈[image: alt]
 时的范围即可．

（三）正向和反向

3．将函数y＝f（x）sinx的图象按向量a＝[image: alt]
 平移后得到函数y＝3－2sin2
 x的图象，求f（x）的解析式．

解　题目即为：将y＝3－2sin2
 x按向量b＝[image: alt]
 平移后得到函数y＝f（x）sinx的图象，再求f（x）的解析式．

y＝3－2sin2
 x＝2＋cos2x．将函数y＝2＋cos2x按向量b＝[image: alt]
 平移后得到函数y＝cos2[image: alt]
 ＝sin2x．由题设有f（x）sinx＝sin2x．故f（x）＝2cosx．

【解题感悟】　若将函数y＝f（x）sinx的图象按向量a平移，其f（x）不好预设．本题采用逆向考虑．

二、在数列中的应用

（一）an
 与sn


4．观察下列等式：

[image: alt]


写出第n个等式的表达式．

解　观察知道，第n个等式右边为n3
 ，其左边是公差为2的n个数的和．通过Sn
 求a1
 ．由公式Sn
 ＝na1
 ＋[image: alt]
 ，有

na1
 ＋n（n－1）＝n3
 ，

即a1
 ＝n2
 －n＋1．所以

an
 ＝a1
 ＋2（n－1）＝n2
 －n＋（2n－1）．

故第n个等式的表达式为

（n2
 －n＋1）＋（n2
 －n＋3）＋…＋［n2
 －n＋（2n－1）］＝n3
 ．

【解题感悟】　此题可以先求第n个等式的表达式的左边的第一项，然后再求和，但是不如上述利用逆向思维的方法简单．

（二）低次和高次

5．（2006年安徽卷）数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ．已知a1
 ＝[image: alt]
 ，Sn
 ＝n2
 an
 －n（n－1），n＝1，2，…．

（1）写出Sn
 与Sn－1
 的递推关系式（n≥2），并求Sn
 关于n的表达式．

（2）设fn
 （x）＝[image: alt]
 ，bn
 ＝[image: alt]
 （p∈R），求数列｛bn
 ｝的前n项和Tn
 ．

解　（1）Sn
 ＝[image: alt]
 ．（解答略）

（2）由[image: alt]
 ，得bn
 ＝[image: alt]
 ＝npn
 ．从而

Tn
 ＝p＋2p2
 ＋3p3
 ＋…＋（n－1）pn－1
 ＋npn
 ．

当p＝1时，Tn
 ＝[image: alt]
 ．

当p≠1时，我们可以用错位相减法求和，但是计算量比较大，考虑题目的结构形式，bn
 ＝npn
 ，所以[image: alt]
 ＝npn－1
 ，逆向思维，将低次上升为高次，利用npn－1
 ＝（pn
 ）′．由于Tn
 ＝p（1＋2p＋3p2
 ＋…＋npn－1
 ），令Cn
 ＝p＋p2
 ＋…＋pn
 ，由

[image: alt]


对其两边求导有

[image: alt]


于是[image: alt]
 ．

综上所述，当p＝1时，Tn
 ＝[image: alt]
 ；当p≠1时，[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意到导数公式的特点：（xn
 ）′＝nxn－1
 ，其左边的表达形式类似于能利用错位相减法求和的数列的通项的模式．在题中，我们得到bn
 ＝npn
 ，继而得到[image: alt]
 ＝npn－1
 ，构造出能够利用导数解题的模式，再解决问题．

三、在不等式中的应用

6．已知x，y，z＞0，且x＋y＋z＝1，求[image: alt]
 的最大值．

解　由于

[image: alt]


同理[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


当且仅当3x＋1＝m，3y＋1＝m，3z＋1＝m，且x＋y＋z＝1时，即x＝y＝z＝[image: alt]
 ，m＝2时等号成立．故[image: alt]
 的最大值为3[image: alt]
 ．

【解题感悟】　逆向利用公式：a＋b≥2[image: alt]
 （a，b∈R*
 ）．用重要不等式求最值时，要验证等号成立的情况，要注意与题目中所给出的条件的相容性．此题用待定系数法确定参数m，就是为了保证题目所给的条件和不等式的等号成立的一致．





7．设任意实数x，y满足｜x｜＜1，｜y｜＜1，求证：

[image: alt]


证　由于｜x｜＜1，｜y｜＜1，则

[image: alt]


【解题感悟】　因为｜x｜＜1，｜y｜＜1，所以0＜x2
 ＜1，0＜y2
 ＜1，｜xy｜＜1，这样，可以把[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 分别看做是三个无穷递缩等比数列的各项和．逆向利用无穷递缩等比数列的求和公式，将[image: alt]
 ，[image: alt]
 展开，再利用重要不等式进行放缩，最后让其收敛于[image: alt]
 ．

四、在解析几何中的应用

（一）分析法和综合法

8．设抛物线y2
 ＝2px（p＞0）的焦点为F，经过点F的直线交抛物线于A，B两点，点C在抛物线的准线上，且BC∥x轴．证明：直线AC经过原点O．

解　抛物线的焦点为[image: alt]
 ，经过点F的直线AB的方程可以设为x＝my＋[image: alt]
 ．代入抛物线方程有

y2
 －2pmy－p2
 ＝0．

令A，B的坐标分别为（[image: alt]
 ，2pt1
 ），（[image: alt]
 ，2pt2
 ），则2pt1
 ，2pt2
 是上述方程的两个根．由韦达定理有4p2
 t1
 t2
 ＝-p2
 ，即

4t1
 t2
 ＝-1．

因为BC∥x轴，且点C在抛物线的准线x＝-[image: alt]
 上，所以点C的坐标为（-[image: alt]
 ，2pt2
 ）．从而，AC的方程为

[image: alt]


整理方程，考虑到4t1
 t2
 ＝-1，有

[image: alt]


显然O（0，0）满足方程，即线AC经过原点O．

【解题感悟】　逆向分析，证明直线AC经过原点O，即是证明原点O在直线AC上，也就是证明直线AC的方程没有常数项．

（二）集合和补集

9．试求实数k的取值范围，使抛物线y＝x2
 的所有弦都不能被直线y＝k（x－3）垂直平分．

解　利用补集解题．设抛物线y＝x2
 上两点A（x1
 ，[image: alt]
 ），B（x2
 ，[image: alt]
 ）关于直线y＝k（x－3）对称，A，B的中点为P（x0
 ，y0
 ），则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．由题设知[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


又A，B的中点P（x0
 ，y0
 ）在直线y＝k（x－3）上，所以

[image: alt]


因此（x0
 ，y0
 ）＝[image: alt]
 ．由于点P（x0
 ，y0
 ）在y＞x2
 的区域内，所以y0
 ＞[image: alt]
 ，即有[image: alt]
 ．整理得

（2k＋1）（6k2
 －2k＋1）＜0．

又6k2
 －2k＋1恒大于零，所以有k＜-[image: alt]
 ．因此当k＜-[image: alt]
 时，抛物线y＝x2
 上存在两点关于直线y＝k（x－3）对称，所以k≥－[image: alt]
 时，抛物线y＝x2
 上不存在两点关于直线y＝k（x－3）对称．故实数k的取值范围为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　“不能”的反面是“能”，逆向考虑，原问题的反面是“抛物线y＝x2
 上存在两点关于直线y＝k（x－3）对称”，按照问题的反面求出k的取值范围，再利用补集，求原问题的解．

五、在图形中的应用

（一）合成与分割

10．请你设计一个四棱锥，用若干个这样的四棱锥可以拼成一个正方体（画图说明拼正方体的方案）．

[image: alt]


图23-1

解　方案1：如图23-1，设正方体的4条对角线相交于点O，则正方体分割出以O为顶点，以6个表面为底的全等的6个正四棱锥．

[image: alt]


图23-2

方案2：如图23-2，从正方体的一个顶点A1
 出发，连结与之不相邻的4个顶点B，C，C1
 ，D，可以得到三个全等的四棱锥，即四棱锥A1
 -ABCD、四棱锥A1
 -B1
 C1
 CB、四棱锥A1
 -D1
 DCC1
 ．取其中的一个四棱锥，逆向地按照方案中的分割方法进行组合即可．

【解题感悟】　正面设计这样的四棱锥的确有些困难．逆向考虑，先画出正方体，然后在正方体中分割出全等的四棱锥．

（二）定点与动点

11．平面上给定△ABC，对于平面上的一点P建立如下的变换f：AP的中点为Q，BQ的中点为R，CR的中点为P′，f（P）＝P′．我们称使点P与P′重合的点为f的不动点，则这样的不动点P的个数有几个？

解　首先任意地给出A，P两点（A，P不重合），作出AP的中点Q，然后任意地给出异于A，P，Q点的B点，作出BQ的中点R，再作R点关于P点的对称点C，此时的C点唯一，即对于一个P点，存在唯一的△ABC，使f（P）＝P．反之，对于一个△ABC，也存在满足条件的唯一的P点，所以这样的不动点P有1个．

【解题感悟】　从正面考虑，不知从何处下手．逆向考虑，把不动点P看做是动点，动静转换．

（三）一般与特殊

12．（2006年湖南卷）如图23-3，OM∥AB，点P在由射线OM、线段OB及AB的延长线围成的阴影区域内（不含边界）运动，且[image: alt]
 ＝x[image: alt]
 ＋y[image: alt]
 ，则x的取值范围是________；当x＝-[image: alt]
 时，y的取值范围是________．

[image: alt]


图23-3

解　对于第一问，容易得到x＜0．

对于第二问，直接计算比较繁琐，逆向考虑，作[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 [image: alt]
 ，则[image: alt]
 是以[image: alt]
 和y[image: alt]
 为邻边的平行四边形的对角线．考虑两个极端的情况，其一，点P在射线OM上，可以得到y＝[image: alt]
 ；其二，点P在线段AB的延长线上，可以得到y＝[image: alt]
 ．又由于区域不含边界，所以y∈[image: alt]
 ．

【解题感悟】　逆向考虑，考察两个特殊的极端情况．

六、在排列组合和概率中的应用

（一）至多与至少

13．（2006年辽宁卷）5名乒乓球队员中，有2名老队员和3名新队员．现从中选出3名队员排成1，2，3号参加团体比赛，则入选的3名队员中至少有一名老队员，且1，2号中至少有1名新队员的排法有________种．（以数作答）

解　从5名乒乓球队员中选出3名队员排成1，2，3号，共有[image: alt]
 种方法，从3名新队员中选出3名队员排成1，2，3号，共有[image: alt]
 种方法，1，2号中没有1名新队员，共有[image: alt]
 [image: alt]
 种排法，故满足条件的排法共有[image: alt]
 －[image: alt]
 －[image: alt]
 [image: alt]
 ＝48种．

【解题感悟】　对于至多与至少问题，一般采用逆向思维的方法．

（二）正面和反面

14．（2005年湖北卷）以平行六面体ABCD-A′B′C′D′的任意三个顶点为顶点作三角形，从中随机取出两个三角形，求这两个三角形不共面的概率．

解　从中随机取出两个三角形共面和不共面的概率之和为1，利用其补集解题．平行六面体有6个表面和6个对角面，每个面有4个三角形，从这4个三角形中随机取出两个三角形有[image: alt]
 种取法，故从这12个面中随机取出两个三角形，其共面的有12[image: alt]
 个．而平行六面体有8个顶点，从中任取3个顶点，共有[image: alt]
 ＝56个三角形．从56个三角形中随机取出两个三角形有[image: alt]
 种取法．故随机取出两个三角形，这两个三角形共面的概率为[image: alt]
 ，所以这两个三角形不共面的概率为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　若正面考虑，三角形比较多，关系难以理清，难免重复和遗漏，因此采用逆向思维的方法．


[image: alt]
 第二十四讲

利用变量代换的方法解题

变量代换是一种重要的数学方法，在不等式的证明、研究函数的性质及化简求值中应用较多．变量代换实质上是实施数学中的转化思想，即化生疏为熟悉，化未知为已知，化难为易，化繁为简，从而优化解题过程．值得一提的是，变换时一定要注意等价．

一、均值代换

1．设方程ax2
 －4ax＋1＝0的两根为α，β，满足不等式｜lgα－lgβ｜≤1，试求实数a的取值范围．

解　由α＋β＝4，设α＝2＋p，β＝2－p（0≤p＜2）．又由｜lgα－lgβ｜≤1，有[image: alt]
 ．因此

[image: alt]


解得0≤p≤[image: alt]
 ．而a＝[image: alt]
 ，所以a＝[image: alt]
 ．于是[image: alt]
 ≤a≤[image: alt]
 ．

【解题感悟】　由α＋β＝4联想到利用均值代换，注意到a＝[image: alt]
 ，此时可用p表示a，再根据p的范围确定a的范围．





2．已知x＋y＝1，当n∈N*
 时，比较xn
 ＋yn
 与[image: alt]
 的大小．

解　由x＋y＝1，可以设x＝[image: alt]
 ＋t，y＝[image: alt]
 －t，于是

[image: alt]


【解题感悟】　利用均值代换和二项式定理，盯住目标[image: alt]
 ，适当地进行放缩．

二、和式代换

3．设a，b，c是三角形三边的长，求证：

[image: alt]


证　设a＝x＋y，b＝y＋z，c＝z＋x（x，y，z＞0），则有b＋c－a＝2z，c＋a－b＝2x，a＋b－c＝2y，于是

[image: alt]


当且仅当x＝y＝z，即a＝b＝c时等号成立．

【解题感悟】　待证式的左边式子中的分母太复杂，利用和式代换，设法减少分母中的元的个数．同时注意左边的代数式为轮换式，而且当a＝b＝c时不等式中的等号成立．确定了目标，再证明就不困难了．





4．设a，b，c∈R*
 ，求证：

abc≥（b＋c－a）（c＋a－b）（a＋b－c）．

证　令b＋c－a＝x，c＋a－b＝y，a＋b－c＝z，则

[image: alt]


故只须证明（y＋z）（x＋z）（x＋y）≥8xyz．

若xyz≤0，（y＋z）（x＋z）（x＋y）≥8xyz显然成立．

若xyz＞0，由a，b，c∈R*
 和①知，必有x，y，z∈R*
 ，因此有

[image: alt]


于是（y＋z）（x＋z）（x＋y）≥8xyz．

故abc≥（b＋c－a）（c＋a－b）（a＋b－c）．

【解题感悟】　进行整体的和式代换，构造新的变量，同时要注意判断新的变量的取值范围．

三、整体代换

5．设x，y，z＞0，x＋y＋z＝1，求[image: alt]
 的最小值．

解[image: alt]


当[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，即x＝[image: alt]
 ，y＝[image: alt]
 ，z＝[image: alt]
 时等号成立．故[image: alt]
 的最小值为36．

【解题感悟】　注意到x＋y＋z＝1，其他的代数式与之相乘后不会改变原来的性质，相乘后即可利用均值不等式解题．





6．若正数a，b满足ab＝a＋b＋3，则ab的取值范围是________．

解　设ab＝p，则a＋b＝p－3，故a，b是方程

x2
 －（p－3）＋p＝0

的两个正根．因此有

[image: alt]


解得p≥9．故ab的取值范围为［9，+∞）．

【解题感悟】　题中的a，b之和与a，b之积是联想韦达定理的信号．因此进行整体代换，构建以a，b为元的方程，利用方程的性质解题．此题也可以利用不等式求解，即ab＝a＋b＋3≥2[image: alt]
 ＋3，所以有[image: alt]
 ≥3或[image: alt]
 ≤-1（舍去），得ab≥9．

四、三角代换

7．若1≤x2
 ＋y2
 ≤2，求证：[image: alt]
 ≤x2
 －xy＋y2
 ≤3．

解　由1≤x2
 ＋y2
 ≤2，可设x＝rcosθ，y＝rsinθ（1≤r≤[image: alt]
 ，0≤θ＜2π）．于是

[image: alt]


由于[image: alt]
 ≤1－[image: alt]
 sin2θ≤[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


而[image: alt]
 r2
 ≥[image: alt]
 ，[image: alt]
 r2
 ≤3，故[image: alt]
 ≤x2
 －xy＋y2
 ≤3．

【解题感悟】　三角代换是解题中的常用方法，利用三角函数的有界性，可使问题更加清晰．此题的题设条件表示圆环，联想到圆的参数方程．换元后要注意新变量的取值范围．





8．若a，b∈R，且[image: alt]
 ，求证：

a2
 ＋b2
 ＝1．

证　由题设有｜a｜≤1，｜b｜≤1．设a＝cosα，b＝cosβ，α，β∈［0，π］．由[image: alt]
 ，有

cosαsinβ＋cosβsinα＝1．

故sin（α＋β）＝1．又α，β∈［0，π］，所以α＋β＝[image: alt]
 ，cosβ＝sinα．因此a2
 ＋b2
 ＝cos2
 α＋cos2
 β＝cos2
 α＋sin2
 α＝1．

【解题感悟】　由定义域知a2
 ≤1，b2
 ≤1，符合正、余弦函数的条件，可考虑等价变换，利用三角函数求解．





9．若椭圆x2
 ＋4（y－a）2
 ＝4与抛物线x2
 ＝2y有公共点，求实数a的取值范围．

解　由x2
 ＋4（y－a）2
 ＝4，可设x＝2cosθ，y＝a＋sinθ，θ∈［0，2π］．代入x2
 ＝2y，有4cos2
 θ＝2（a＋sinθ），于是

[image: alt]


因为sinθ∈［-1，1］，所以[image: alt]
 ，从而-1≤a≤[image: alt]
 ．

【解题感悟】　此题属于条件最值问题，解题的关键在于挖掘x2
 ＋4（y－a）2
 ＝4的隐含条件．利用三角函数求解，可避免对题目所给范围的讨论．

五、比值代换

10．若[image: alt]
 ，bi
 （i＝1，2，…，n）是正数，求证：

[image: alt]


证　设[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，由p＝[image: alt]
 ＝q，有

pb1
 ＝a1
 ＞qb1
 ，

pb2
 ＞a2
 ＞qb2
 ，

…，

pbn－1
 ＞an－1
 ＞qbn－1
 ，

pbn
 ＞an
 ＝qbn
 ．

将上面各式相加，有

[image: alt]


注意到条件[image: alt]
 ，故有[image: alt]
 即

[image: alt]


【解题感悟】　题中所给条件为链式不等式，待证式的中间部分为和式之比，而左右两式为条件中的链式不等式的一首一尾，故可考虑将首尾固定，让[image: alt]
 与首尾建立关系．





11．等比数列｛an
 ｝中，公比q≠1，其n前项和为Sn
 ，求Sn
 ．

解　由｛an
 ｝是等比数列，有

[image: alt]


当a1
 ＋a2
 ＋…＋an－1
 ≠0时，由比例的性质有

[image: alt]


即[image: alt]
 ＝q．于是（1－q）Sn
 ＝a1
 －an
 q．又q≠1，所以

[image: alt]


当a1
 ＋a2
 ＋…＋an－1
 ＝0时，有q＝-1，且n为奇数．此时Sn
 ＝a1
 ，亦满足上式．故Sn
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　利用等比数列的定义和比例的性质，整体构建关于Sn
 的表达式，要注意对除式的讨论．

六、向量代换

12．（2008年全国卷Ⅰ）若直线[image: alt]
 通过点M（cosα，sinα），则（　　）．

A．a2
 ＋b2
 ≤1

B．a2
 ＋b2
 ≥1

C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　由题意有[image: alt]
 ．设向量m＝（cosα，sinα），n＝[image: alt]
 ．由于m·n≤｜m｜·｜n｜，则

[image: alt]


因此[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．故选D．

【解题感悟】　向量有着数和形的双重身份，向量的性质有着广泛的应用．利用向量代换解题，简洁明快．

七、几何代换

13．已知i，m，n是正整数，且1＜i≤m＜n，证明：

（1＋m）n
 ＞（1＋n）m
 ．

[image: alt]


图24-1

证　作出函数f（x）＝ln（1＋x）的图象，如图24-1所示，设A（m，ln（1＋m）），B（n，ln（1＋n））为图象上的两点．由于1＜i≤m＜n，故kOA
 ＞kOB
 ，于是有

[image: alt]


即（1＋m）n
 ＞（1＋n）m
 ．

【解题感悟】　数形结合，以形助数，用形的直观性解决问题．对待证式的两边取自然对数，不等式即是证明nln（1＋m）＞mln（1＋n），也即证[image: alt]
 ．联想几何意义，即是在函数f（x）＝ln（1＋x）的图像上，比较点（m，ln（1＋m））、点（n，ln（1＋n））分别与原点连线的斜率的大小．这方面的例子在利用数形结合中讲得比较多，因此仅举一例．

八、匹配代换

14．求sin2
 20°＋cos2
 50°＋sin20°cos50°的值．

解　设x＝sin2
 20°＋cos2
 50°＋sin20°cos50°，y＝cos2
 20°＋sin2
 50°＋cos20°sin50°．则有x＋y＝2＋sin70°，及

[image: alt]


两式相加，有x＝[image: alt]
 ，即sin2
 20°＋cos2
 50°＋sin20°cos50°＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　直接求值比较繁琐，我们把要求的或者要证的代数式当做本体，而根据题目的要求配出孪体，整体考虑．此题中由于同角的正余弦的平方和为1，由正弦想到余弦，由余弦想到正弦，可进行正弦、余弦孪体配对．





15．设a，b∈R*
 ，且[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝1．求证：对于n∈N*
 ，有

（a＋b）n
 －an
 －bn
 ≥22n
 －2n＋1
 ．

解　令P＝（a＋b）n
 －an
 －bn
 ，则

[image: alt]


倒序排序有

[image: alt]


于是

[image: alt]


即P≥（2n
 －2）[image: alt]
 ．又因为[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝1，所以ab＝a＋b≥2[image: alt]
 ，即ab≥4．因此

[image: alt]


故（a＋b）n
 －an
 －bn
 ≥22n
 －22n＋1


【解题感悟】　以P＝（a＋b）n
 －an
 －bn
 作为主体，将其展开后倒序排序的表达式为孪体，联合起来解决问题．

九、概率代换

16．设x，y，z∈［0，1］，求证：

x（1－y）＋y（1－z）＋z（1－x）≤1．

证　设A，B，C是互相独立的三个事件，且P（A）＝x，P（B）＝y，P（C）＝z，则有

[image: alt]


而P（A＋B＋C）≤1，故x（1－y）＋y（1－z）＋z（1－x）≤1．

【解题感悟】　此题构造了互相独立的三个事件和的概率模型．





17．求证：[image: alt]
 ．

证　设事件A在一次实验中发生的概率为[image: alt]
 ，那么在n次独立重复试验中恰好发生k次的概率为

[image: alt]


由于[image: alt]
 ，有

[image: alt]


故[image: alt]
 ．

【解题感悟】　此题构造了n次独立重复试验的概率模型．

十、导数代换

18．求和[image: alt]
 ．

解　设[image: alt]
 ，则

[image: alt]


而当｜x｜＜1时，1＋x＋x2
 ＋…＝[image: alt]
 ，两边同时求导有

[image: alt]


取x＝[image: alt]
 ，有1＋2·[image: alt]
 ＋3·[image: alt]
 ＋…＝4，即

[image: alt]


于是Sn
 ＝3．

【解题感悟】　此题的常规解法是利用错位相减法求和．在这里，我们把Sn
 分为两部分的和，考虑到其中的一部分的结构形式与求导公式的异同，利用二项式定理的模型，对两边同时求导，将其整体代换于题目中，然后把变量换为[image: alt]
 ，即可顺利解题．


[image: alt]
 第二十五讲

利用构造模型的方法解题

我们在学习数学，掌握数学知识的过程中，思维活动要经历三个基本过程，即学习、模式识别、解决问题．学习就是获取信息、存储信息；模式识别就是认识数量和形状的关系，建立数或者形的模式，并逐步形成思维的模式；解决问题就是根据模式之间的共同性，运用思维策略，以达到得出正确结论的目的．

我们在解决数学问题时，要根据问题的结构特点和存在背景，通过观察、联想、分析，恰当地构造出我们熟悉的某个数学模型，并且将要解决的数学问题转化成这种模型，通过解决模型问题的途径，以达到解决原来的问题的目的．数学模型在数学中无处不在，其对象可以是数学概念、公式、图形等．

一、函数模型

1．（2007年重庆卷）已知定义域为R的函数f（x）在区间（8，+∞）上为减函数，且函数y＝f（x＋8）为偶函数，则（　　）．

A．f（6）＞f（7）

B．f（6）＞f（9）

C．f（7）＞f（9）

D．f（7）＞f（10）

解　构造符合条件的函数f（x）＝-（x－8）2
 ，即可选D．

【解题感悟】　构造符合条件的函数，由图象直取结果，这种方法在解决选择题和填空题时经常用到．





2．设Rt△ABC的三边为a，b，c，∠C＝90°，n＞2，求证：

an
 ＋bn
 ＜cn
 ．

解　构造函数[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ∈（0，1），所以f（x）在R上单调递减，从而

[image: alt]


故an
 ＋bn
 ＜cn
 ．

【解题感悟】　将待证的不等式的两边同时除以一个非零的代数式，构造函数，利用函数的单调性进行证明．在证明的过程中，注意勾股定理的定量作用．





3．已知i，m，n是正整数，且1＜i≤m＜n．求证：

（1＋m）n
 ＞（n＋1）m
 ．

证　要证（1＋m）n
 ＞（n＋1）m
 ，只需证nln（1＋m）＞mln（n＋1），即是证明

[image: alt]


我们构造函数[image: alt]
 ，求导，有

[image: alt]


由x≥2，知ln（1＋x）＞1，故f′（x）＜0，即f（x）当x≥2时单调递减．又2≤m＜n，所以f（m）＞f（n），即

[image: alt]


故（1＋m）n
 ＞（n＋1）m
 ．

【解题感悟】　将待证式的两边同时取自然对数，使题目进行等价转化，变为我们熟悉的函数模型，再进行证明．





4．（2008年山东卷）已知函数f（x）＝[image: alt]
 ＋aln（x－1），其中n∈N*
 ，a为常数．

（1）当n＝2时，求函数f（x）的极值．

（2）当a＝1时，证明：对任意的正整数n，当x≥2时，有f（x）≤x－1．

解　（1）由已知得函数f（x）的定义域为x∈（1，+∞）．当n＝2时，f（x）＝[image: alt]
 ＋aln（x－1），于是

[image: alt]


若a＞0，令f′（x）＝0，得x1
 ＝1＋[image: alt]
 ＞1，x2
 ＝1－[image: alt]
 ＜1．于是①可写为

[image: alt]


当x∈（1，x1
 ）时，f′（x）＜0，f（x）单调递减，当x∈（x1
 ，+∞）时，f′（x）＞0，f（x）单调递增．因此f（x）在x＝1＋[image: alt]
 处取得极小值，极小值为[image: alt]
 ．

若a≤0，则f′（x）＜0恒成立，所以f（x）无极值．

综上所述，当n＝2时，若a＞0，则f（x）在x＝1＋[image: alt]
 处取得极小值，极小值为[image: alt]
 ；若a≤0，则f（x）无极值．

证　（2）由a＝1，知

[image: alt]


由于当x≥2时，对任意的正整数n，恒有[image: alt]
 ≤1，故只需证明当x≥2时，1＋ln（x－1）≤x－1．

令h（x）＝x－1－（1＋ln（x－1））＝x－2－ln（x－1），x∈［2，+∞），则

[image: alt]


当x≥2时，h′（x）≥0，故h（x）在［2，+∞）上单调递增．于是当x≥2时，h（x）≥h（2）＝0，即

1＋ln（x－1）≤x－1．

因此对任意的正整数n，当x≥2时，有

f（x）≤1＋ln（x－1）≤x－1．

【解题感悟】　对于（2），发现[image: alt]
 ≤1，将题目进行转化是解题的一个难点．在解题的过程中，要善于观察、分析，尽量少走弯路．

二、方程模型

5．已知实数a，b，c满足a＋b＋c＝0，abc＝2，求证：a，b，c中至少有一个不小于2．

解　由a＋b＋c＝0，abc＝2，知道a，b，c中必有一个为正数，不妨设a＞0．由于b＋c＝-a，bc＝[image: alt]
 ，可知b，c是方程

x2
 ＋ax＋[image: alt]
 ＝0

的两个实根．因此Δ＝a2
 －[image: alt]
 ≥0，解得a≥2．故a，b，c中至少有一个不小于2．

【解题感悟】　考虑到题目给出的是对称式，不妨用a表示b＋c和bc，由韦达定理的模式，当然联想到构造方程．





6．在△ABC中，若[image: alt]
 ，则△ABC为正三角形．

证　由题设有[image: alt]
 ，即

[image: alt]


由于sin[image: alt]
 ∈（0，1）⊂R，故

[image: alt]


即[image: alt]
 ．又因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即有∠B＝∠C．将∠B＝∠C代入①，有sin[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，故∠A＝[image: alt]
 ．从而△ABC为正三角形．

【解题感悟】　由一个式子，至少要求出两个角，直接求是不可能的．我们首先考虑不等关系，利用不等关系和三角函数的有界性，导出相等关系．





7．已知△ABC的三个内角∠A，∠B，∠C满足∠A＋∠C＝2∠B，且[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值．

解　因为∠A＋∠C＝2∠B，所以∠B＝60°，故有

[image: alt]


即cosA＋cosC＝-2[image: alt]
 cosAcosC．于是

[image: alt]


由于∠A＋∠C＝2∠B＝120°，代入上式有

[image: alt]


即

[image: alt]


解之得[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　把[image: alt]
 当做整体，构造以[image: alt]
 为元的方程求解．用整体思维的方法解题，可以化繁为简．这种方法在解题中经常用到．

三、数列模型

8．已知sinθ＋cosθ＝[image: alt]
 ，θ∈（0，π），求tanθ的值．

解　由题意知，sinθ，[image: alt]
 ，cosθ成等差数列，设公差为d，则

sinθ＝[image: alt]
 －d，cosθ＝[image: alt]
 ＋d．

代入sin2
 θ＋cos2
 θ＝1，有d＝±[image: alt]
 ．当d＝[image: alt]
 时，sinθ＝-[image: alt]
 ，不符合题意．当d＝-[image: alt]
 时，sinθ＝[image: alt]
 ，cosθ＝-[image: alt]
 ，于是tanθ＝-[image: alt]
 ．

【解题感悟】　由sinθ＋cosθ＝[image: alt]
 ，联想到sinθ，[image: alt]
 ，cosθ成等差数列，然后转换为求数列的公差．





9．求证：2n
 ＞2n＋1（n≥3，n∈N）．

证　当n≥3时，

[image: alt]


故2n
 ＞2n＋1（n≥3，n∈N）．

【解题感悟】　由题目的模式联想到等比数列的求和公式，逆用等比数列的求和公式解题．此题也可以由2n
 联想到二项式定理，利用二项式定理证明，即当n≥3时，

[image: alt]






10．是否存在常数a，b，c，使得等式

1·22
 ＋2·32
 ＋…＋n（n＋1）2
 ＝[image: alt]
 （an2
 ＋bn＋c）

对一切自然数n都成立？并证明你的结论．

解　构造数列｛an
 ｝，

[image: alt]


题目即为：是否存在常数a，b，c，对一切自然数n，都有an
 ＝0，即an＋1
 －an
 ＝0恒成立？由于

[image: alt]


令an＋1
 －an
 ≡0，得

3－a＝0，48－5a－3b＝0，24－a－b－c＝0．

解得a＝3，b＝11，c＝10．此时

[image: alt]


所以有an
 ＝an－1
 ＝…＝a1
 ＝0．故存在常数a＝3，b＝11，c＝10，使得等式

[image: alt]


对一切自然数n都成立．

【解题感悟】　将题目转换为：是否存在常数a，b，c，对一切自然数n，都有

[image: alt]


我们首先把题目放宽，先利用an＋1
 －an
 ≡0确定a，b，c的值，然后代入检验了a1
 ＝0，所以有an
 ＝0，即由an＋1
 －an
 ≡0确定的a，b，c的值即为所求．

四、三角模型

11．（2007年安徽卷）定义在R上的函数f（x）既是奇函数，又是周期函数，T是它的一个正周期．若将方程f（x）＝0在闭区间［-T，］上的根的个数记为n，则n可能为（　　）．

A．0

B．1

C．3

D．5

解　构造三角模型y＝sinx，T＝2π，作出函数y＝sinx，x∈［-2π，2π］的图象，其图象与轴有5个交点，n可能为5．选D．

【解题感悟】　这题按照常规解法，可以得到f（T）＝f（-T）＝f（0）＝0，解题时容易忽视条件的隐蔽性：由f（x）的周期是T，有

[image: alt]


又由函数f（x）是奇函数，有[image: alt]
 ，故有[image: alt]
 ，从而有[image: alt]
 ．在这里，我们构造符合条件的特殊函数解决问题，一目了然，准确无误．这种方法在考试中解决选择题和填空题极为有效．





12．在△ABC中，求证：[image: alt]
 ．

证　联想到不等式a2
 ＋b2
 ＋c2
 ≥ab＋bc＋ca，令a＝tan[image: alt]
 ，b＝tan[image: alt]
 ，c＝tan[image: alt]
 ，则有三角不等式

[image: alt]


等号当且仅当A＝B＝C时成立．下面只要证明

[image: alt]


即可．由∠A＋∠B＋∠C＝π，有

[image: alt]


两边同时取正切有[image: alt]
 ，即

[image: alt]


整理后，有

[image: alt]


于是命题得以证明．

【解题感悟】　由不等式的模式大胆构造，转化为我们熟悉的三角不等式，以达到解决问题的目的．

五、向量模型

13．设点P（x，y）是椭圆[image: alt]
 上任一点，求x＋y的最大值．

解　设m＝[image: alt]
 ，n＝（5，4）．根据｜m·n｜≤｜m｜·｜n｜以及｜m｜＝1，有

[image: alt]


即有x＋y的最大值为[image: alt]
 ＋1．

【解题感悟】　向量具有“数”和“形”的双重特征，在解题中有着工具的作用．这里利用公式｜m·n｜≤｜m｜·｜n｜作为工具求出最值．





14．（2007年江西卷）如图25-1，在△ABC中，点O是BC的中点，过点O的直线分别交直线AB，AC于不同的两点M，N．若[image: alt]
 ＝m[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝n[image: alt]
 ，则m＋n＝________．

[image: alt]


图25-1

解　考虑模型：平面向量的基本定理．由于

[image: alt]


又O，M，N三点共线，根据平面向量的基本定理有[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝1，即m＋n＝2．

【解题感悟】　我们抓住平面向量的基本定理，利用由基本定理导出的重要性质：

[image: alt]


来解决问题．如果我们由O，M，N三点共线，分别求出[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，再根据[image: alt]
 ＝λ[image: alt]
 ，利用待定系数法求之，就麻烦多了．

六、排列组合模型

15．（同第10题）是否存在常数a，b，c，使得等式

1·22
 ＋2·32
 ＋…＋n（n＋1）2
 ＝[image: alt]
 （an2
 ＋bn＋c）

对一切自然数n都成立？并证明你的结论．

解　设an
 ＝n（n＋1）2
 ，则

[image: alt]


数列｛an
 ｝的前n项和为

[image: alt]


对比题设条件，即有a＝3，b＝11，c＝10．

【解题感悟】　由通项的表达式联想到组合公式，再利用组合数的性质解决问题．

七、概率模型

16．（2005年全国高中数学联赛加试题）设正数a，b，c，x，y，z满足cy＋bz＝a，az＋cx＝b，bx＋ay＝c，求函数f（x，y，z）＝[image: alt]
 的最小值．

解　设离散型随机变量的分布列为

[image: alt]


则有

[image: alt]


[image: alt]


由E（ξ2
 ）≥（E（ξ））2
 ，有

[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 ，即x＝y＝z＝[image: alt]
 时等号成立．故

[image: alt]


即函数f（x，y，z）＝[image: alt]
 的最小值为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　概率是新教材的内容，其期望和方差有着丰富的内涵．我们设离散型随机变量的分布列为P｛ξ＝xk
 ｝＝pk
 ，k＝1，2，…，n，其数学期望为E（ξ），方差为D（ξ），则有

[image: alt]


即E（ξ2
 ）≥（E（ξ））2
 ，当且仅当x1
 ＝x2
 ＝…＝xn
 ＝E（ξ）时等号成立．

八、导数模型

17．求和：[image: alt]
 ＝n·2n－1
 ．

解　由二项式定理知

[image: alt]


对上式两边求导，有

[image: alt]


令x＝1，即有[image: alt]
 ＝n·2n－1
 ．





18．已知数列｛an
 ｝是等差数列，且a1
 ＝2，a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＝12．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式．

（2）令bn
 ＝an
 xn
 （x∈R），求数列｛bn
 ｝的前n项和的公式．

解　（1）易得an
 ＝2n．（解答略）

（2）当x＝1时，｛bn
 ｝的前n项和Sn
 ＝[image: alt]
 ＝n（n＋1）．

当x≠1时，令cn
 ＝x＋x2
 ＋x3
 ＋…＋xn
 ．由于

[image: alt]


两边求导，有

[image: alt]


因为[image: alt]
 ＝nxn－1
 ，所以

[image: alt]


综上所述，得

[image: alt]


【解题感悟】　注意到导数公式：若f（x）＝xn
 ，则f′（x）＝nxn－1
 ．对于题17，我们利用二项式的展式：

[image: alt]


对两边求导，再对x赋予特殊值得到结果．对于题18（2），我们一般采用错位相减法解决．考虑题目的结构形式，bn
 ＝an
 xn
 ＝2nxn
 ，[image: alt]
 ＝nxn－1
 ，这就是导数的模式．

九、直线模型

19．已知等差数列｛an
 ｝的前n项和为a，前2n项和为b，求它的前3n项和．

解　设等差数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，则[image: alt]
 在同一条直线上．于是三点[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 共线，即

[image: alt]


故S3n
 ＝3（S2n
 －Sn
 ）＝3（b－a）．

【解题感悟】　考虑到等差数列的前n项和Sn
 ＝[image: alt]
 ，则有

[image: alt]


即点[image: alt]
 （n＝1，2，…）在直线y＝kx＋b上（其中k＝[image: alt]
 ，b＝a1
 －[image: alt]
 ），我们利用这一模型解决问题．





20．（2007年全国卷Ⅱ）设F为抛物线y2
 ＝4x的焦点，A，B，C为该抛物线上三点．若[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝0，则｜[image: alt]
 ｜＋｜[image: alt]
 ｜＋｜[image: alt]
 ｜＝（　　）．

A．9

B．6

C．4

D．3

解　由于[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝0，知点F为△ABC的重心，由重心公式有xF
 ＝[image: alt]
 ．又xF
 ＝1，所以xA
 ＋xB
 ＋xC
 ＝3．因为A，B，C为该抛物线上，所以

｜[image: alt]
 ｜＋｜[image: alt]
 ｜＋｜[image: alt]
 ｜＝xA
 ＋xB
 ＋xC
 ＋3×1＝6．

故选B．

【解题感悟】　由[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝0联想到点F为△ABC的重心是快速解题的关键，同时要考虑利用圆锥曲线的定义．





21．（2006年全国卷Ⅱ）函数[image: alt]
 的最小值为（　　）．

A．190

B．171

C．90

D．45

解　f（x）＝[image: alt]
 ｜x－n｜＝｜x－1｜＋｜x－2｜＋…＋｜x－19｜，f（x）表示数轴上一点到1，2，…，19的距离之和．我们将f（x）改写成

[image: alt]


可知当x＝10时，f（x）有最小值18＋16＋…＋2＋0＝90．故选C　．

【解题感悟】　考虑模型：同一数轴上的两点间的距离．若a＞0，则｜x＋a｜＋｜x－a｜的最小值为2a，要了解求和符号的意义和绝对值的几何意义．





22．已知acosα＋bsinα＝c，acosβ＋bsinβ＝c（α±β≠kπ，k∈Z），证明：[image: alt]
 ．

证　注意到点（cosα，sinα），（cosβ，sinβ）在直线ax＋by＝c上，经过点（cosα，sinα），（cosβ，sinβ）的直线方程还可以写为

[image: alt]


即

[image: alt]


由于两点决定一条直线，故

[image: alt]
 ．

【解题感悟】　首先要理解方程的几何意义，然后用两种形式的方程表示同一条直线，再根据对应系数成比例证明结论．





23．已知a，b都是正数，求证：

[image: alt]


当且仅当a＝b时等号成立．

证　这是课本上的一个著名的习题．我们把不等式加强为：若0＜a≤b，求证：

[image: alt]


对正数a，b作定比分点函数[image: alt]
 ，容易知道f（x）为［0，+∞）上的单调递增函数．因0＜a≤b，知0＜[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ≤1≤[image: alt]
 ，于是有

f（0）＜f（[image: alt]
 ）≤f（[image: alt]
 ）≤f（1）≤f（[image: alt]
 ）．

进一步有

[image: alt]


当且仅当a＝b时等号成立．将函数展开后即有

[image: alt]


当且仅当a＝b时等号成立．

【解题感悟】　要善于挖掘题目中的不易察觉的隐含条件．利用定比分点公式，构造[image: alt]
 （x≥0）是解题中的难点．

十、线性规划模型

24．（2008年四川卷）设等差数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ．若S4
 ≥10，S5
 ≤15，则a4
 的最大值为________．

解　设等差数列的公差为d，则Sn
 ＝na1
 ＋[image: alt]
 ．又S4
 ≥10，S5
 ≤15，所以有

[image: alt]


即[image: alt]
 问题转化为在线性约束条件下的目标函数的最值问题．此题即是在约束条件

[image: alt]


下，求目标函数a4
 ＝a1
 ＋3d的最值．容易知道函数a4
 ＝a1
 ＋3d经过点（1，1）时有最大值4，即当a1
 ＝1，d＝1时，a4
 取最大值4．

【解题感悟】　要不断地给解题过程中生成的新的表达形式寻找模式，以便快速解题．

十一、圆的模型

25．当θ取遍全体实数时，求直线

[image: alt]


所围成的图形的面积．

解　由直线方程有xcosθ＋ysinθ＝4＋sinθ＋cosθ，即

[image: alt]


联想到过圆的方程（x－1）2
 ＋（y－1）2
 ＝16上任一点（x0
 ，y0
 ）的切线方程为

[image: alt]


对比①，②，有x0
 －1＝4cosθ，y0
 －1＝4sinθ，即

（x0
 －1）2
 ＋（y0
 －1）2
 ＝16．

故直线xcosθ＋ysinθ＝4＋[image: alt]
 sin[image: alt]
 所围成的图形为圆（x－1）2
 ＋（y－1）2
 ＝16，其面积为16π．

【解题感悟】　由直觉知道这个图形是圆，关键是确定圆的半径，将已知的直线方程转换为圆的切线方程是解题的关键．由课本上的结论：“经过圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 上一点P（x0
 ，y0
 ）的圆的切线方程为x0
 x＋y0
 y＝r2
 ”，可以推导出“经过圆（x－a）2
 ＋（y－b）2
 ＝r2
 上一点P（x0
 ，y0
 ）的圆的切线方程为（x0
 －a）（x－a）＋（y0
 －b）（y－b）＝r2
 ”．





26．一圆与直线x＋y－2＝0相切于点A（-1，3），且经过点B（0，1），求此圆的方程．

解　将点A写为“点圆”：（x＋1）2
 ＋（y－3）2
 ＝0，故可以设所求圆的方程为

（x＋1）2
 ＋（y－3）2
 ＋λ（x＋y－2）＝0．

将点B的坐标代入上面方程，有λ＝5．故所求圆的方程为

x2
 ＋y2
 ＋7x－y＝0．

【解题感悟】　按照常规思路是，设出圆方程的一般式，然后利用条件求之．在这里我们考虑把点A当做“点圆”，然后利用圆系方程求之，可谓先繁后简，其实为简．





27．已知[image: alt]
 ，求证：[image: alt]
 ．

解　构造单位圆x2
 ＋y2
 ＝1，由题设有点[image: alt]
 在单位圆上，则过点A的切线方程为

[image: alt]


又圆上一点B（cosβ，sinβ），也满足切线方程，所以A，B表示同一个点，即有cos2
 α＝cos2
 β，sin2
 α＝sin2
 β．代入[image: alt]
 中，有[image: alt]
 ．

【解题感悟】　考虑单位圆的模式，利用同一法解题．

十二、圆锥曲线模型

28．求函数[image: alt]
 的值域．

解　[image: alt]
 ．令y2
 ＝[image: alt]
 ，则有

[image: alt]


其表示动点（x，y）到两定点[image: alt]
 ，[image: alt]
 的距离之差为z．

当x＝0时，由①有z＝0．

当x≠0时，z≠0，由①知其轨迹方程为

[image: alt]


方程②表示焦点在x轴上的双曲线的充要条件是[image: alt]
 且z≠0，因此有-1＜z＜0或0＜z＜1．

综上知，函数的值域为（-1，1）．

【解题感悟】　注意到被开方式x2
 ±x＋1≥0恒成立，所以x∈R，其函数的值域只与x的系数有关，而与常数项无关．由题设中的距离之差的结构形式，联想到双曲线方程，将函数写成z＝[image: alt]
 ，再来解决问题．

十三、四面体模型

29．从空间一点O出发的4条不共面的射线OA，OB，OC，OD两两所成的角为θ，求θ的值．

解　联想到点O是正四面体的内切球的球心，cosθ＝-[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意正四面体的性质的应用．





30．由正方体的8个顶点中的两个所确定的所有直线中，取出两条，这两条直线是异面直线的概率是多少？

解　正方体共有[image: alt]
 ＝28条直线，一个四面体共有3对异面直线，那么我们需要观察出正方体中有多少个四面体．注意到正方体中有[image: alt]
 －12个四面体，故正方体中有（[image: alt]
 －12）·3＝174对异面直线，其概率为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　注意到模型，四面体共有3对异面直线．

十四、物理模型

31．集合A，B的并集A∪B＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ｝，当A≠B时，（A，B）与（B，A）视为不同的对，则这样的（A，B）对的个数有（　　）．

A．8

B．9

C．26

D．27

解　因为A∪B＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ｝，所以ai
 ∈A或ai
 ∈B（i＝1，2，3）．

构造电路图，如图25-2所示，如在线路A1
 A2
 中，合上电键A相当于集合A提供元素a1
 ，合上电键B相当于集合B提供元素a1
 ，等等．这样问题相当于计算合上电键A或B，使整个电路接通的情况种数．电路A1
 A2
 接通的方法有3种．同理，电路A3
 A4
 和电路A5
 A6
 接通的方法也都各有3种．由乘法原理知道整个电路接通的情况有33
 ＝27种．

故（A，B）对的个数为27．选D．

[image: alt]


图25-2

【解题感悟】　这道题是1993年全国高中数学联赛试题，其解法比较多，但是都不如这个物理模型简洁明了，要注意各学科之间的相互联系．


[image: alt]
 第二十六讲

探索性问题的解题方法

探索性问题，就是由条件探索结论，或者是由结论追溯条件，或者是变更条件的某个部分而使命题发生变化的一种题型．这类问题有着趣味性、灵活性和隐蔽性，是高考中的热点和难点．

一、条件的探索

1．已知双曲线[image: alt]
 的左、右焦点分别是F1
 ，F2
 ，左准线是l，当它的离心率e满足什么条件时，能在双曲线的左支上找到一点P，使得｜PF1
 ｜是P到l的距离d与｜PF2
 ｜的比例中项．

解　因为能在双曲线的左支上找到一点P，使得｜PF1
 ｜是P到l的距离d与｜PF2
 ｜的比例中项，即｜PF1
 ｜2
 ＝d·｜PF2
 ｜，所以

[image: alt]


由双曲线的定义有

[image: alt]


由①，②解得｜PF1
 ｜＝[image: alt]
 ，｜PF2
 ｜＝[image: alt]
 ．因为在△PF1
 F2
 中，有｜PF2
 ｜＋｜PF1
 ｜≥2c，所以

[image: alt]


即e2
 －2e－1≤0．解之得1－[image: alt]
 ≤e≤1＋[image: alt]
 ．又e＞1，故当1＜e≤1＋[image: alt]
 时，能在双曲线的左支上找到一点P，使得｜PF1
 ｜是P到l的距离d与｜PF2
 ｜的比例中项．





2．如图26-1，已知平行六面体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 的底面ABCD是菱形且∠C1
 CB＝∠C1
 CD＝∠BCD＝60°．

（1）证明：C1
 C⊥BD．

（2）当[image: alt]
 的值为多少时，能使A1
 C⊥平面C1
 BD？请给出证明．

[image: alt]


图26-1

证　（1）连结A1
 C1
 ，AC，AC和BD交于O，连结C1
 O．因为四边形ABCD是菱形，∠BCD＝60°，所以AC⊥BD，

BC＝CD＝BD．

又因为∠BCC1
 ＝∠DCC1
 ，C1
 C＝C1
 C，所以△C1
 BC≌△C1
 DC．于是

C1
 B＝C1
 D．

又DO＝OB，所以

C1
 O⊥BD．

又AC⊥BD，AC∩C1
 O＝O，所以

BD⊥平面AC1
 C．

因为C1
 C⊂平面AC1
 C，所以C1
 C⊥BD．

解　（2）根据题目所给的条件，首先我们在特殊的正四棱柱ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中进行探求，容易知道，当[image: alt]
 ＝1时，能使A1
 C⊥平面C1
 BD．下面我们推广到题目所给的平行六面体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，进行论证．

因为[image: alt]
 ＝1，所以BC＝CD＝C1
 C，又∠BCD＝∠C1
 CB＝∠C1
 CD＝60°，由此可推得BD＝C1
 B＝C1
 D，三棱锥C-C1
 BD是正三棱锥．设A1
 C与C1
 O相交于G．因为A1
 C1
 ∥AC，且A1
 C1
 ∶OC＝2∶1，所以

C1
 G∶GO＝2∶1．

又C1
 O是正三角形C1
 BD的BD边上的高和中线，所以点G是正三角形C1
 BD的中心，于是CG⊥平面C1
 BD，即A1
 C⊥平面C1
 BD．

【解题感悟】　解决这种类型的题目，一般是执果索因，即采用分析法，先寻求结论成立的必要条件，再去论证它的充分性．题2也可以用平面向量求解．

二、结论的探索

3．（2008年全国卷Ⅰ）汽车经过启动、加速行驶、匀速行驶、减速行驶之后停车．若把这一过程中汽车的行驶路程s看做时间t的函数，其图象可能是（　　）（见图26-2）．

[image: alt]


图26-2

解　汽车加速行驶时，速度变化越来越快，其函数递增且图象上凹，汽车匀速行驶时，速度保持不变，其函数递增且图象是一条直线，汽车减速行驶时，其函数递增且图象下凹，故选A．





4．（2007年江西理）设有一组圆Ck
 ：（x－k＋1）2
 ＋（y－3k）2
 ＝2k4
 （k∈N*
 ）．下列4个命题：

①　存在一条定直线与所有的圆均相切；

②　存在一条定直线与所有的圆均相交；

③　存在一条定直线与所有的圆均不相交；

④　所有的圆均不经过原点，

其中真命题的代号是________．（写出所有真命题的代号）

解　其圆心为（k－1，3k），圆心在直线3x－y＋3＝0上移动，半径也随着k的增大而增大，因此直线3x－y＋3＝0一定和所有的圆相交，故②正确，③不正确．对于命题①，假设存在一条定直线Ax＋By＋C＝0与所有的圆相切，一定有圆心到直线的距离d等于半径，即d＝[image: alt]
 k2
 恒成立，即

[image: alt]


恒成立，显然办不到，故①不正确．对于命题④，代入原点进行检验，可以知道关于k的方程没有正整数解，故④正确．因此填②，④．

【解题感悟】　解决这种类型的题目，一般是由因导果，采用分析、论证，得出结果．

三、规律的探索

5．（2008年湖北卷）观察下列等式：

[image: alt]


可以推测，当k≥2（k∈N*
 ）时，ak＋1
 ＝[image: alt]
 ，ak
 ＝[image: alt]
 ，ak－1
 ＝________，ak－2
 ＝________．

解　利用赋值法．当k等于2，3，4，5，6时，ak－1
 分别为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，即是[image: alt]
 ，所以可以推测ak－1
 ＝[image: alt]
 ．当k等于2，3，4，5，6时，ak－2
 分别为0，0，0，0，0，所以可以推测ak－2
 ＝0．





6．（2007年广东卷）如果一个凸多面体是n棱锥，那么这个凸多面体的所有顶点所确定的直线共有________条，这些直线中共有f（n）对异面直线，则f（4）＝________，f（n）＝________．（答案用数字或n的解析式表示）

[image: alt]


图26-3

解　参考图26-3．n棱锥有n＋1个顶点，故共有直线

[image: alt]


又以n棱锥的n＋1个顶点为顶点的四面体有

[image: alt]


而每个四面体有3对异面直线，故

[image: alt]


从而f（4）＝12．

【解题感悟】　解决这种类型的题目，一般是由特殊情形入手，通过观察、分析，猜想出结论，然后在一般情形中，对这个结论进行归纳、论证．这里的解答，巧妙地运用了四面体这一模型．

四、类比的探索

7．函数f（x）的定义域为R，对任意的x，y∈R，都有

f（x＋y）＋f（x－y）＝2f（x）f（y），

且存在c∈（0，+∞），使[image: alt]
 ＝0．试问f（x）是不是周期函数？如果是，找出它的一个周期；如果不是，说明理由．

解　注意到题设中的结构形式，联想到三角函数中的一个等式：

cos（x＋y）＋cos（x－y）＝2cosxcosy，

且有cos[image: alt]
 ＝0．通过类比后猜想：f（x）是周期函数，它的一个周期可能是2c．下面给出证明．由题设知

[image: alt]


即f（x＋c）＋f（x）＝0，即f（x＋c）＝-f（x）．所以

f（x＋2c）＝-f（x＋c）＝f（x）．

故2c是函数f（x）的一个周期．

【解题感悟】　根据对象之间的相似性，将所求的问题和熟悉的信息进行类比，将知识进行引申、推广和迁移，使问题得以解决．这方面的问题，我们将在第二十七讲“类比型创新题的解题方法”中进一步探讨．

五、是否存在的探索

8．（2008年辽宁卷）设函数f（x）＝[image: alt]
 －lnx＋ln（x＋1）．

（1）求f（x）的单调区间和极值．

（2）是否存在实数a，使得关于x的不等式f（x）≥a的解集为（0，+∞）？若存在，求a的取值范围；若不存在，试说明理由．

解（1）[image: alt]


故当x∈（0，1）时，f′（x）＞0；当x∈（1，+∞）时，f′（x）＜0．所以f（x）在（0，1）内单调递增，在（1，+∞）内单调递减．由此知f（x）在（0，+∞）内的极大值为f（1）＝ln2，没有极小值．

（2）当a≤0时，由于

[image: alt]


故关于x的不等式f（x）≥a的解集为（0，+∞）．

当a＞0时，由[image: alt]
 知

[image: alt]


其中n为正整数，且有

[image: alt]


又n≥2时，

[image: alt]


且

[image: alt]


取整数n0
 满足n0
 ＞[image: alt]
 和n0
 ＞[image: alt]
 ＋1，且n0
 ≥2，则

[image: alt]


即当a＞0时，关于x的不等式f（x）≥a的解集不是（0，+∞）．

综上所述知，存在a，使得关于x的不等式f（x）≥a的解集为（0，+∞），且a的取值范围为（-∞，0］．





9．（2007年宁夏卷）在平面直角坐标系xOy中，经过点（0，[image: alt]
 ）且斜率为k的直线l与椭圆[image: alt]
 有两个不同的交点P和Q．

（1）求k的取值范围．

（2）设椭圆与x轴正半轴、y轴正半轴的交点分别为A，B，是否存在常数k，使得向量[image: alt]
 ＋[image: alt]
 与[image: alt]
 共线？如果存在，求k值；如果不存在，请说明理由．

解　（1）由已知条件，直线l的方程为y＝kx＋[image: alt]
 ，代入椭圆方程得[image: alt]
 ．整理得

[image: alt]


直线l与椭圆有两个不同的交点P和Q等价于

[image: alt]


解得k＜-[image: alt]
 或k＞[image: alt]
 ，即k的取值范围为[image: alt]
 ．

（2）设P，Q两点的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则

[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝（x1
 ＋x2
 ，y1
 ＋y2
 ）．

由方程①，有

[image: alt]


所以

[image: alt]


由于A，B的坐标分别为（[image: alt]
 ，0），（0，1），[image: alt]
 ＝（-[image: alt]
 ，1），所以[image: alt]
 ＋[image: alt]
 与[image: alt]
 共线等价于

x1
 ＋x2
 ＝-[image: alt]
 （y1
 ＋y2
 ）．

将②，③代入上式，解得k＝[image: alt]
 ．由（1）知k＜-[image: alt]
 或k＞[image: alt]
 ，故没有符合题意的常数k．

【解题感悟】　解决这种类型的题目，一般是实现承认结论，然后把结论当做条件，进行分析、论证，如果出现矛盾，则否认结论；否则，则肯定结论．


[image: alt]
 第二十七讲

类比型创新题的解题方法

波利亚曾经讲过：类比是一个伟大的引路人．所谓类比，就是根据两个对象的某些属性的相同或相似，推导它们的其他属性也可能相同或相似的推理方法．类比是具有创造性的逻辑思维方式，这类题型有利于开阔学生的视野，培养学生的发现问题的能力和创造性地解决问题的能力，因此，它成为高考中的热点题型．

一、概念类比，是非分明

1．在等差数列｛an
 ｝中，若a10
 ＝0，则有等式

[image: alt]


成立．类比上述性质，相应地，在等比数列｛bn
 ｝中，若b9
 ＝1，则有等式________成立．

解　参照等差数列和等比数列的定义、运算的差异和此题等式结构的差异，可以知道类比等式为

b1
 b2
 b3
 …bn
 ＝b1
 b2
 b3
 …b17－n
 　（n＜17，n∈N*
 ）．

【解题感悟】　准确理解概念，由等差数列的性质类比等比数列的性质是解决此题的关键．





2．（2006年福建卷）对于直角坐标平面内的任意两点A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），定义它们之间的一种“距离”：

｜AB｜＝｜x1
 －x2
 ｜＋｜y1
 －y2
 ｜．

给出下列三个命题：

①　若点C在线段AB上，则｜AC｜＋｜CB｜＝｜AB｜；

②　在△ABC中，若∠C＝90°，则｜AC｜2
 ＋｜CB｜2
 ＝｜AB｜2
 ；

③　在△ABC中，｜AC｜＋｜CB｜＞｜AB｜．

其中真命题的个数为（　　）．

A．0

B．1

C．2

D．3

解　对于①，若点C在线段AB上，设C点坐标为（x0
 ，y0
 ），则x0
 在x1
 与x2
 之间，y0
 在y1
 与y2
 之间，于是

[image: alt]


对于③，在△ABC中，

[image: alt]


对于②，显然不成立．

综上，命题①，③成立，故选C．

【解题感悟】　解题的关键是正确理解定义的“距离”：｜AB｜＝｜x1
 －x2
 ｜＋｜y1
 －y2
 ｜，按照这个定义，分别计算得到结果．对于②，不要把定义的“距离”公式和勾股定理混为一谈，而出现对概念理解的错误．





3．（2007年陕西卷）设集合S＝｛A0
 ，A1
 ，A2
 ，A3
 ｝，在S上定义运算⨁为：Ai
 ⨁Aj
 ＝Ak
 ，其中k为i＋j被4除的余数，i，j＝0，1，2，3，则满足关系式（x⨁x）⨁A2
 ＝A0
 的x（x∈S）的个数为（　　）．

A．4

B．3

C．2

D．1

解　因为（x⨁x）⨁A2
 ＝A0
 ，由x∈S，有x⨁x＝Ak
 ，即有Ak
 ⨁A2
 ＝A0
 ，所以k＝2．因此x⨁x＝A2
 ，则x＝A1
 或x＝A3
 ．故选C．

【解题感悟】　解题的关键是正确理解两个定义：Ai
 ⨁Aj
 ＝Ak
 和（x⨁x）⨁A2
 ＝A0
 ．注意到x∈S，按照定义进行运算．本题主要考查学生的理解能力和知识迁移能力．

二、模式类比，循序渐进

4．你能将人教版高中数学课本（必修）第二册（上）的例题的结论：若｜a｜＜1，｜b｜＜1，则[image: alt]
 ，推广到三个字母的情形吗？

解　设｜a｜＜1，｜b｜＜1，｜c｜＜1．由题设结论有

[image: alt]


由于｜c｜＜1，再次利用题设结论有

[image: alt]


整理后，得[image: alt]
 ．

故有结论：若｜a｜＜1，｜b｜＜1，｜c｜＜1，则

[image: alt]
 ．

【解题感悟】　反复利用原有的模式进行直接推理，在利用模式时，要注意验证满足其成立的条件，注意解题的严谨性．





5．若f（x＋m）＝[image: alt]
 对于正常数m和任意实数x都成立，判断f（x）是否为周期函数．

证　题目的结构与[image: alt]
 相似，而y＝tanx的最小正周期T＝π．因此，我们猜测f（x）为周期函数，其周期为3m．

因为f（x＋m）＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


故f（x）是周期为3m的周期函数．

【解题感悟】　根据题目的模式，类比正切公式，由正切函数的周期猜想f（x）的周期，针对目标有的放矢地进行证明．

三、相似类比，求同存异

6．（2004年广东卷）若由图27-1有面积关系：[image: alt]
 ，则由图27-2有体积关系：[image: alt]
 ＝________．

[image: alt]


图27-1

[image: alt]


图27-2

解　设PC与底面PAB所成角为θ，根据锥体体积公式V＝[image: alt]
 Sh，有

[image: alt]


【解题感悟】　抓住两类对象的相似之处，合情类比．





7．试求椭圆[image: alt]
 与直线xcosθ＋ysinθ－p＝0相切的充要条件．

解　令x＝5x′，y＝4y′，则椭圆方程和直线方程分别化为

[image: alt]


①式显然是圆的方程，②式依然是直线的方程．问题转化为求直线和圆相切的充要条件，其充要条件为

[image: alt]


即p2
 ＝25cos2
 θ＋16sin2
 θ．故椭圆[image: alt]
 与直线xcosθ＋ysinθ－p＝0相切的充要条件是p2
 ＝25cos2
 θ＋16sin2
 θ．

【解题感悟】　此题的常规方法是把两个方程联立起来得到一个二元二次方程组，将问题转化为这个二元二次方程组有唯一解，然后用代入法转化为一个一元二次方程，令其判别式等于零求出充要条件．这种解法比较繁琐．上述解答是把椭圆和圆看做是广义上的相似，通过变量替换，把椭圆变为圆，把直线变为另一种形式的直线，再利用直线和圆相切的充要条件解题．

四、方法类比，按图索骥

8．设f（x）＝[image: alt]
 ，利用课本中推导等差数列前项和的公式的方法，可求得f（-5）＋f（-4）＋…＋f（0）＋…＋f（5）＋f（6）的值为________．

解　课本中推导等差数列前项和的公式的方法是“倒序求和法”，考虑题目的结构形式，即是求f（-x＋1）＋f（x）．由于

[image: alt]


所以原式＝[image: alt]
 ×6＝3[image: alt]
 ．

【解题感悟】　类比时，要依照条件，遵循规律，不要犯经验主义的错误，去考察f（-x）＋f（x），而陷入困境．





9．（2006年四川卷）非空集合G关于运算⨁满足：

（1）对任意a，b∈G，都有a⨁b∈G；

（2）存在e∈G，使得对一切a∈G，都有a⨁e＝e⨁a＝a，

则称G关于运算⨁为“融洽集”．

现给出下列集合和运算：

①　G＝｛非负整数｝，⨁为整数的加法；

②　G＝｛偶数｝，⨁为整数的乘法；

③　G＝｛平面向量｝，⨁为平面向量的加法；

④　G＝｛二次三项式｝，⨁为多项式的加法；

⑤　G＝｛虚数｝，⨁为复数的乘法．

其中G关于运算⨁为“融洽集”的是________．（写出所有“融洽集”的序号）

解　①　G＝｛非负整数｝，⨁为整数的加法，满足对任意a，b∈G，都有a⨁b∈G，且令e＝0，有a⨁0＝0⨁a＝a，所以①满足条件（1）和（2），是“融洽集”．

②　G＝｛偶数｝，⨁为整数的乘法，若存在a⨁e＝a×e＝a，则e＝1，不符合条件（2），故②不是“融洽集”．

③　G＝｛平面向量｝，⨁为平面向量的加法，取e＝0，满足条件，③是“融洽集”．

④　G＝｛二次三项式｝，⨁为多项式的加法，两个二次三项式相加得到的可能不是二次三项式，不满足条件（1），所以④不是“融洽集”．

⑤　G＝｛虚数｝，⨁为复数的乘法，两个虚数相乘得到的可能是实数，⑤不满足条件（1），不是“融洽集”．

综上，G关于运算⨁为“融洽集”的有①，③．

【解题感悟】　解题时既要遵循题目所给的运算法则，又要熟练掌握各个集合中的元素自身的运算法则．是“融洽集”的，必须严格证明，不是“融洽集”的，要善于举出反例．

五、升维类比，低高转化

10．（2008年全国卷Ⅱ）平面内的一个四边形为平行四边形的充要条件有多个，如两组对边分别平行，类似地，写出空间中的一个四棱柱为平行六面体的两个充要条件：

充要条件①__________________________；

充要条件②__________________________．

（写出你认为正确的两个充要条件）

解　答案不唯一，如：两组相对侧面分别平行；一组相对侧面平行且全等；对角线交于一点；底面是平行四边形；等等．

【解题感悟】　根据平行六面体的定义，即要保证四棱柱的底面为平行四边形．





11．在平面几何里，有勾股定理：“设△ABC的两边AB，AC互相垂直，则AB2
 ＋AC2
 ＝BC2
 ”和射影定理：“设△ABC的两边AB，AC互相垂直，且AD⊥BC于D，则[image: alt]
 ”．拓展到空间，类比平面几何的勾股定理和射影定理，研究三棱锥的侧面面积与底面面积间的关系和高线与侧棱间的关系．可以得出的正确结论是：“设三棱锥A-BCD的三个侧面ABC，ACD，ADB两两相互垂直，AH⊥平面BCD于H，则（1）________；（2）________．”

[image: alt]


图27-3

解　如图27-3，对于（1），有

[image: alt]


对于（2），由题设有AB⊥AE，AC⊥AD．在Rt△ABE和Rt△ACD中，类比平面几何的射影定理有

[image: alt]


[image: alt]


将②代入①，即有

[image: alt]


【解题感悟】　平面类比到空间的一般规律是：“线”类比“面”，“面”类比“体”．

六、特性类比，殊途同归

12．设F1
 ，F2
 是椭圆[image: alt]
 的左、右焦点，Q是椭圆上的一动点，过F1
 作∠F1
 QF2
 的外角的平分线的垂线F1
 M，求垂足M的轨迹方程．类比椭圆，你能在双曲线[image: alt]
 中找到类似的规律吗？

[image: alt]


图27-4

解　对于椭圆[image: alt]
 ，如图27-4，延长F1
 M，交F2
 Q的延长线于T，易得｜QF1
 ｜＝｜QT｜，所以

[image: alt]


连结OM，OM即为△F1
 F2
 T的中位线，故｜OM｜＝a，即点M的轨迹方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ．

对于双曲线[image: alt]
 ，注意其定义与椭圆定义的相同点和不同点．题目应该为：设F1
 ，F2
 是双曲线[image: alt]
 的左、右焦点，Q是双曲线上的一动点，过F1
 作∠F1
 QF2
 的平分线的垂线F1
 M，求垂足M的轨迹方程．

[image: alt]


图27-5

不妨设Q在双曲线的右支上，如图27-5，延长F1
 M，交F2
 Q的反向延长线于T，易得｜QF1
 ｜＝｜QT｜，所以

｜TF2
 ｜＝｜QF1
 ｜－｜QF2
 ｜＝2a．

连结OM，OM即为△F1
 F2
 T的中位线，故｜OM｜＝a，即点M的轨迹方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ，但是应该剔除圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 与渐近线在x轴左侧的交点S，P，可以用反证法证明．当Q在双曲线的左支上时，同理可证．故点M的轨迹方程为

[image: alt]


【解题感悟】　这是轨迹方程类比，类比两种轨迹方程的相同点和不同点，其不同点是：椭圆是向∠F1
 QF2
 的外角的平分线引垂线，而双曲线是向∠F1
 QF2
 的平分线引垂线．其相同点是：轨迹方程都为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ．但是，在双曲线中求得的轨迹应该剔除圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 与渐近线在x轴左侧的交点．要特别注意轨迹的纯粹性和完备性．





13．已知椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）具有性质：若M，N是椭圆上关于原点对称的两个点，点P是椭圆上任意一点，直线PM，PN的斜率存在并且分别为kP
 M，kP
 N，那么kP
 M与kP
 N之积是一个与P点位置无关的定值．试对双曲线[image: alt]
 写出具有类似特征的性质，并给以证明．

解　双曲线[image: alt]
 具有性质：若M，N是双曲线上关于原点对称的两个点，点P是双曲线上任意一点，直线PM，PN的斜率存在并且分别为kP
 M，kP
 N，那么kP
 M与kP
 N之积是一个与P点位置无关的定值．

设P，M点的坐标分别为（x，y），（x1
 ，y1
 ）（x≠x1
 ，y≠y1
 ），则N点的坐标为（-x1
 ，-y1
 ），且[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．于是

[image: alt]


因为M，P都在双曲线[image: alt]
 上，所以

b2
 [image: alt]
 －a2
 [image: alt]
 ＝a2
 b2
 ，b2
 x2
 －a2
 y2
 ＝a2
 b2
 ．

两式相减有b（x2
 －[image: alt]
 ）－a（y2
 －[image: alt]
 ）＝0，于是

[image: alt]


故kPM
 与kPN
 之积为[image: alt]
 ．

【解题感悟】　这是性质的类比，通过椭圆的性质写出双曲线的性质，然后进行论证．

七、结构类比，捷足先登

14．已知函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c的图象过点（-1，0），是否存在常数a，b，c，使不等式x≤f（x）≤[image: alt]
 （1＋x2
 ）对一切实数x都成立？若存在，求出a，b，c的值；若不存在，说明理由．

解　根据结构形式：x≤f（x）≤[image: alt]
 （1＋x2
 ），类比数轴定比分点公式．设p1
 ＝x，p2
 ＝f（x），p3
 ＝[image: alt]
 （1＋x2
 ），且[image: alt]
 ＝λ，则

[image: alt]


f（x）的图象过点（-1，0），于是0＝[image: alt]
 ，得λ＝1．说明此时存在λ＞0，满足p1
 p2
 ＝λp2
 p3
 ，即存在常数a，b，c．将λ＝1代入①式，有[image: alt]
 ，故a＝[image: alt]
 ，b＝[image: alt]
 ，c＝[image: alt]
 ．

【解题感悟】　此题按照我们熟悉的解题套路，可以首先得到f（1）＝1，又由图象过点（-1，0），不等式对一切实数x都成立，可以得到关于a，b，c的三个方程，解方程即可求出a，b，c，这种解法比较繁琐．而根据题目的结构特征，进行方法迁移，可化繁为简．





15．求函数[image: alt]
 的值域．

解　令λ＝-[image: alt]
 ，则λ≤0，y＝[image: alt]
 ．显然λ是P（y，0）分有向线段[image: alt]
 所成的比，其中P1
 ，P2
 的坐标分别为（1，0），（-3，0）．因此

[image: alt]


解得y＜-3或y≥1．故函数的值域为y∈（-∞，-3）∪［1，+∞）．

【解题感悟】　此题若直接变形求值域则难以下手．若先作一个变换，令λ＝-[image: alt]
 ，则y＝[image: alt]
 与定比分点公式联系起来，利用λ≤0便可求出y的范围．

八、关系类比，寻求规律

16．设｛an
 ｝是集合｛2s
 ＋2t
 ｜0≤s＜t且s，t∈Z｝中所有的数从小到大排列成的数列，即a1
 ＝3，a2
 ＝5，a3
 ＝6，a4
 ＝9，a5
 ＝10，a6
 ＝12，…．将数列｛an
 ｝各项按照上小下大，左小右大的原则写成如下的三角形数表：

[image: alt]


（1）写出这个三角形数表的第四行、第五行各数．

（2）求a100
 ．

解　（1）我们把第四行、第五行各数依次用①，②，…，⑨表示，如下所示：

[image: alt]


类比杨辉三角，考察三角形边上数字的特征．由数3，5，9，①，⑤，注意到5－3＝2，9－5＝4，而4＝22
 ，根据这个关系，猜想数与数的差形成公比为2的等比数列（我们把它定义为规律（1）），故①为9＋23
 ＝17，⑤为17＋24
 ＝33．由数3，6，12，…，注意到它们是公比为2的等比数列（我们把它定义为规律（2）），故④为24，⑨为48．接着考察数6，10，②，⑥，它们应该满足规律（1），故②为18，⑥为34．再考察数5，10，③，⑧，它们应该满足规律（2），故③为20，⑧为40．最后无论是按照规律（1）还是规律（2），都可以确定⑦为36．故第四行的数分别为17，18，20，24，第五行的数分别为33，34，36，40，48．（证明略）

（2）a100
 是第14行的第9个数，按照上述规律，可以得到a100
 是以第六行的第一个数65为首项，以2为公比的等比数列的第9项，故a100
 ＝65×28
 ＝16640．

【解题感悟】　首先发现参照对象和目标对象间的个性关系，然后类比猜测这种关系亦实用于共性，从而使对象整体类似，再进行推理和归纳．对条件进行观察、整理、延伸、发散，从而得出一般结论．

17．观察两个等式：

[image: alt]


试归纳出一般结论．

解　注意到20°＋40°＝60°，28°＋32°＝60°，以及cos60°＝[image: alt]
 ，sin60°＝[image: alt]
 ，上述两个等式可以写为

[image: alt]


由此猜想有一般结论：若α＋β＝γ，则

sin2
 α＋sin2
 β＋2sinαsinβcosγ＝sin2
 γ．

下面给以证明：

[image: alt]


再注意到等式①，②类似余弦定理的模式，试用余弦定理给以证明：在△ABC中，∠A，∠B，∠C的对边分别是a，b，c，由余弦定理有

a2
 ＝b2
 ＋c2
 －2bc·cosA．

又由正弦定理有a＝2RsinA，b＝2RsinB，c＝2RsinC，将其代入上式，整理后即有

sin2
 B＋sin2
 C－2sinBsinCcosA＝sin2
 A．

由此归纳到一般结论：

（1）若α＋β＝γ，则

sin2
 α＋sin2
 β＋2sinαsinβcosγ＝sin2
 γ．

（2）若α＋β＋γ＝180°，则

sin2
 α＋sin2
 β－2sinαsinβcosγ＝sin2
 γ．

事实上（2）是（1）的推论．

【解题感悟】　注意到所给条件的两个角度之和为60°，把所给的两个关系式进行改写．因为2cos60°＝1，对两个角度的正弦之积，整体乘以2cos60°，由此猜想一般结论，再进行论证．注意到其结论类似余弦定理的模式，用正、余弦定理证明后即可得到结论的推论．


[image: alt]
 第二十八讲

解题中的常见错误辨析

我们在解题的时候，由于对概念理解的偏差，或者是对问题考虑的片面，或者是对方法选取的不当，往往导致解题失误．下面就一些容易出错的典型题目进行分析，解读其产生错误的原因，从而提高解题的准确率．

一、解题忽视定义域

1．（2005年江西卷）已知向量

[image: alt]


令f（x）＝a·b，是否存在实数x∈［0，π］，使f（x）＋f′（x）＝0（其中f′（x）是f（x）的导函数）？若存在，则求出x的值；若不存在，则证明之．

错解　由于

[image: alt]


又f（x）＋f′（x）＝0，所以有cosx＝0．于是可得x＝[image: alt]
 ，所以存在实数x＝[image: alt]
 ∈［0，π］，使f（x）＋f′（x）＝0．

错因　没有考虑函数的定义域．

正确解答　在前面解答的基础上，加上“因为x＝[image: alt]
 使得[image: alt]
 没有意义，破坏了函数的定义域，所以不存在实数x，使得f（x）＋f′（x）＝0”．





2．求函数[image: alt]
 的值域．

错解　令sinx＋cosx＝t，其中t∈［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］，则sinxcosx＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


即得[image: alt]
 ，故函数的值域为[image: alt]
 ．

错因　注意到①式的变形过程中，没有考虑到函数的定义域的变化．

正确解答　注意到①式中的t≠－1，则y≠－1，故函数的值域为[image: alt]
 ．

二、混淆概念出错误

3．（2006年北京卷）已知

[image: alt]


是（-∞，+∞）上的减函数，那么a的取值范围是（　　）．

A．（0，1）

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


错解　因为f（x）在（-∞，+∞）上是减函数，所以f（x）在（-∞，1）和（1，+∞）上是减函数，于是3a－1＜0且0＜a＜1，所以0＜a＜[image: alt]
 ，选B．

错因　运用了“函数在两个不同的区间递减，那么在这两个区间的并集上依然递减”的错误的结论，对函数的单调性这一概念认识不清．函数的单调性是局部性质，不是整体性质，函数在两个不同的区间递减，而在这两个区间的并集上不一定递减，例如函数f（x）＝[image: alt]
 ．

正确解答　在前面解答的基础上，增加一次函数的最小值不小于对数函数的最大值，即取7a－1≥0和0＜a＜[image: alt]
 的交集，得到[image: alt]
 ≤a＜[image: alt]
 ，选C．





4．（2005年广东卷）箱中装有大小相同的黄、白两种颜色的乒乓球，黄、白乒乓球的数量比为s∶t，现从箱中每次任意取出一个球．若取出的是黄球，则结束；若取出的是白球，则将其放回箱中，并继续从箱中任意取出一个球，但取球的次数最多不超过n次，以ξ表示取球结束时已取到白球的次数．

（1）求ξ的分布列．

（2）求ξ的数学期望．

错解　这道题是由高中数学第三册（选修二）p．11的例3改编而成的，例3为：有一批数量很大的产品，其次品率为15%，对这批产品进行检查，每次抽出1件，如果抽出次品，则检查终止，否则继续检查，直到抽出次品，但检查次数最多不超过10次，求检查次数ξ的期望（结果保留三位有效数字）．

例3显然是一个几何分布问题，检查次数ξ取1～10的整数，前k－1次取出正品而第k次（k＝1，2，…，9）取出次品的概率

P｛ξ＝k｝＝0.85k－1
 ·0.15　（k＝1，2，…，9）．

检查10次即前9次取出的都是正品的概率

P｛ξ＝10｝＝0.859
 ．

我们容易混淆概念，把这两题视为一个题，仿其例3解答，这样出现两个错误，其一，ξ取1～n的整数；其二，P｛ξ＝n｝＝[image: alt]
 ．

正确解答　（1）ξ的可能取值为0，1，2，…，n，ξ的分布列为

[image: alt]


（2）用错位相减法求出数学期望为E（ξ）＝[image: alt]
 ．

三、等号成立非一致

5．（2006年陕西卷）已知不等式[image: alt]
 对任意正实数x，y恒成立，求正实数a的最小值．

错解　因为x＋y≥2[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


要使[image: alt]
 对任意的正实数恒成立，只要4[image: alt]
 ≥9，于是a≥[image: alt]
 ，故正实数a的最小值为[image: alt]
 ．

错因　利用不等式中的等号成立求最值，往往需要对相关对象进行适当的放大、缩小，或不等式之间进行传递、相加或相乘等变形．在此过程中，常常忽视等号成立而导致错误，错误往往比较隐蔽，不易察觉．本题中，当a＝[image: alt]
 时，固然有[image: alt]
 对任意的正实数恒成立，但是当且仅当x＝y且[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即a＝1且x＝y时等号成立，这与a＝[image: alt]
 矛盾．

正确解答　由于

[image: alt]


要使[image: alt]
 对任意的正实数恒成立，只要（1＋[image: alt]
 ）2
 ≥9，于是a≥4．当且仅当a＝4且x＝y时，[image: alt]
 ≥（1＋[image: alt]
 ）2
 ，（1＋[image: alt]
 ）2
 ≥9和a≥4中的等号同时成立，故正实数a的最小值为4．





6．已知0＜x＜1，a，b都是正数，且a≠b，求[image: alt]
 的最小值．

错解　由0＜x＜1，设x＝cos2
 θ，其中θ∈[image: alt]
 ，则1－x＝sin2
 θ，所以

[image: alt]


错因　因为[image: alt]
 中的等号成立的条件是tanθ＝[image: alt]
 ，而[image: alt]
 中的等号成立的条件是θ＝[image: alt]
 ，所以两次等号同时成立的条件是a＝b，这与题目条件不相符．

正确解答　设x＝cos2
 θ，θ∈[image: alt]
 ，则

[image: alt]


即[image: alt]
 的最小值为（a＋b）2
 ．

四、充要条件未分清

7．（2004年全国卷1）已知f（x）＝ax3
 ＋3x2
 －x＋1在R上是减函数，求a的取值范围．

错解　求函数的导函数：f′（x）＝3ax2
 ＋6x－1，则

[image: alt]


所以a的取值范围为（-∞，-3）．

错因　f′（x）＜0（x∈（a，b））是f（x）在区间（a，b）内单调递减的充分不必要条件，而上述解法将之看做了充要条件．

注意到，若函数f（x）在（a，b）内可导，则在（a，b）内严格递增（或递减）的充要条件是：

①　对任何x∈（a，b），有f′（x）≥0（或f′（x）≤0）；

②　在（a，b）内的任何子区间上f′（x）不恒等于零．

正确解答　（利用充要条件）f′（x）＝3ax2
 ＋6x－1，其导函数是二次函数或一次函数，则在R的任何子区间上f′（x）不恒等于零；当f′（x）≤0时，f（x）为减函数，

[image: alt]


所以a的取值范围为（-∞，-3］．





8．（2005年重庆卷）已知a∈R，讨论函数

f（x）＝ex
 （x2
 ＋ax＋a＋1）

的极值点的个数．

错解[image: alt]


令f′（x）＝0，得x2
 ＋（a＋2）x＋（2a＋1）＝0．其判别式为

Δ＝（a＋2）2
 －4（2a＋1）＝a2
 －4a＝a（a－4）．

当Δ＞0，即a＜0或a＞4时，f′（x）＝0有两个实数解，故函数f（x）有两个极值点．

当Δ＝0，即a＝0或a＝4时，f′（x）＝0有一个实数解，故函数f（x）有一个极值点．

当Δ＜0，即0＜a＜4时，f′（x）＝0没有实数解，故函数f（x）无极值点．

错因　没有分清充要条件导致出错，f′（x0
 ）＝0是x0
 为函数f（x）有极值点的必要非充分条件，一定要考察x0
 左右两侧的符号．其正确解答如下：

（1）当

[image: alt]


即a＜0或a＞4时，方程x2
 ＋（a＋2）x＋（2a＋1）＝0有两个不同的实根x1
 ，x2
 ，不妨设x1
 ＜x2
 ，于是

f′（x）＝ex
 （x－x1
 ）（x－x2
 ）．

从而有下表：

[image: alt]


此时f（x）有两个极值点．

（2）当Δ＝0，即a＝0或a＝4时，方程x2
 ＋（a＋2）x＋（2a＋1）＝0有两个相同的实根x1
 ＝x2
 ，于是

f′（x）＝ex
 （x－x1
 ）2
 ．

当x＜x1
 时，f′（x）＞0；当x＞x2
 时，f′（x）＞0，因此f（x）无极值．

（3）当Δ＜0，即0＜a＜4时，恒有x2
 ＋（a＋2）x＋（2a＋1）＞0，所以f′（x）＞0，故f（x）为增函数，此时f（x）无极值．

故当a＞4或a＜0时，f（x）有2个极值点；当0≤a≤4时，f（x）无极值点．

五、生搬硬套有偏差

9．求函数[image: alt]
 （x∈（0，π））的单调增区间．

错解　因为函数f（x）＝sinx的单调增区间为

[image: alt]


所以

[image: alt]


解得-[image: alt]
 －kπ≤x≤[image: alt]
 －kπ（k∈Z），结合x∈（0，π），得到函数f（x）的单调增区间为[image: alt]
 和[image: alt]
 ．

错因　对于如何求三角函数的单调区间没有正确理解，死记硬背公式．

正确解答　[image: alt]
 ，即求[image: alt]
 的单调递减区间，所以

[image: alt]


解得[image: alt]
 ＋kπ≤x≤[image: alt]
 ＋kπ（k∈Z）．结合x∈（0，π），得到函数f（x）的单调增区间为[image: alt]
 ．





10．有4名男同学，4名女同学排成一排，要求男女相间，其排法有多少种？

错解　先将4名男同学全排，有[image: alt]
 种排法，再将4名女同学插空排列有[image: alt]
 种排法，故共有[image: alt]
 [image: alt]
 种排法．

错因　对于相间问题，可以考虑插空排列．上面的解法受定势思维的影响，盲目地套用模型，造成解题失误．此题中，若用×表示男同学，○表示女同学，类似这种情况：○×○××○×○，就不适合了．

正确解答　用×表示男同学，○表示女同学，考虑两种情况：○×○×○×○×和×○×○×○×○，故共有排法2[image: alt]
 [image: alt]
 种．

六、蕴涵条件欠挖掘

11．（2007年湖北卷）已知直线[image: alt]
 （a，b是非零常数）与圆x2
 ＋y2
 ＝100有公共点，且公共点的横坐标和纵坐标均为整数，那么这样的直线共有（　　）．

A．60条

B．66条

C．72条

D．78条

错解　满足条件的点有12个，即（±10，0），（6，8），（-6，-8），（6，-8），（-6，8），（8，6），（-8，-6），（8，-6），（-8，6），（0，±10），经过两点的直线共有[image: alt]
 ＝66条，又分别过这12个点的切线有12条，故共有78条．

错因　没有挖掘题目的蕴涵条件，注意到直线[image: alt]
 不平行（或重合）于坐标轴，也不通过原点．

正确解答　注意到经过两点的78条直线中，应该减去平行（或重合）于坐标轴的直线14条，还要减去不平行于坐标轴但是通过了原点的直线4条，故共有60条．选A．





12．已知sinθ，sin2x，cosθ成等差数列，sinθ，sinx，cosθ成等比数列，求cos2x的值．

错解　由题设有

[image: alt]


由①，②式有4sin2
 2x＝1＋2sin2
 x，即

4cos2
 2x－cos2x－2＝0，

解得cos2x＝[image: alt]
 ．

错因　没有挖掘sinθ与cosθ的有界性，导致增根，这是不易发现的错误．

正确解答　接上述解答，由②有2sin2
 x＝sin2θ∈（0，1］，故

cos2x＝1－2sin2
 x＝1－sin2θ∈［0，1），

所以cos2x＝[image: alt]
 ．

七、以偏概全遗失解

13．若A＝［-2，5］，B＝［a＋1，3a＋2］，且B⊆A，求实数a的取值范围．

错解　由B⊆A，有

[image: alt]


解得-[image: alt]
 ≤a≤1．

错因　空集是任何集合的子集，这种解法没有考虑到B＝∅的情况，以偏概全，造成失解．

正确解答　当B≠∅时，其解法同上；当B＝∅时，有a＋1＞3a＋2，解得a＜-[image: alt]
 ．故实数a的取值范围为a≤1．





14．已知曲线y＝[image: alt]
 x3
 ＋[image: alt]
 ，求曲线过点P（2，4）的切线方程．

错解　因为y′＝x2
 ，所以在点P处的切线的斜率k＝y′｜x＝2
 ＝4，则曲线过点P（2，4）的切线方程为y－4＝4（x－2），即

4x－y－4＝0．

错因　把“点P处的切线”当成了“过点P的切线”．注意到点P处的切线一定以点P为切点，而过点P的切线不一定以点P为切点，点P也不一定在已知曲线上．对于这道题，点P（2，4）虽然在曲线y＝[image: alt]
 x3
 ＋[image: alt]
 上，但是它不一定是切点，犯了以偏概全的错误．

正确解答　设曲线y＝[image: alt]
 x3
 ＋[image: alt]
 与过点P（2，4）的切线相切于点[image: alt]
 ，则切线的斜率[image: alt]
 ，所以切线方程为[image: alt]
 ，即

[image: alt]


由点P（2，4）在切线上，有[image: alt]
 ，解得x0
 ＝-1或x0
 ＝2．故所求的切线方程为4x－y－4＝0或x－y＋2＝0．

八、数形转换进误区

15．定长为l的线段AB的两个端点在抛物线y2
 ＝2x上移动，M为线段AB的中点，求点M到y轴的最短距离．

[image: alt]


图28-1

错解　如图28-1，

[image: alt]


所以（xM
 ）min
 ＝[image: alt]
 －[image: alt]
 ．

错因　这种解答不具有一般性，因为等号成立时，动弦通过焦点．如果动弦不能通过焦点，等号就取不到，这样的“形”就没有了．

正确解答　设M的坐标为（x，y），A，B的坐标分别为（x＋a，y＋b），B（x－a，y－b）．则有

[image: alt]


整理后有

[image: alt]


当l≥2时，由重要不等式，有x≥[image: alt]
 －[image: alt]
 ，当y2
 ＝[image: alt]
 －1时等号成立．而当0＜l＜2时，x＝f（y2
 ）为增函数，从而x≥[image: alt]
 ，当y2
 ＝0时等号成立．

故当l≥2时，点M到y轴的最短距离为[image: alt]
 －[image: alt]
 ；当0＜l＜2时，点M到y轴的最短距离为[image: alt]
 ．





16．已知棱长为2的正方形容器ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 的棱AB、棱BB1
 、面对角线BC1
 的中点处各有一个小孔E，F，G，若容器可以任意放置，其装水的最大容积是多少？

[image: alt]


图28-2

错解　如图28-2，设平面EFG与平面DCC1
 D1
 的交线为HR．当平面EFG为水平面时，其装水的容积最大，最大容积为[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝8－1＝7．

错因　受定式思维的影响，不知不觉地走入了“形”的误区，而且还不容易发现在解题中出现的错误．

[image: alt]


图28-3

正确解答　换个角度思考，连结EC，EB1
 ，CB1
 （如图28-3），显然CB1
 经过点G，当平面ECB1
 为水平面时，其装水的容积为

[image: alt]


故装水的最大容积为[image: alt]
 ．





九、轨迹探求有杂漏

17．设F1
 ，F2
 分别是双曲线[image: alt]
 的左、右焦点，Q是双曲线上的一动点，过F1
 作∠F1
 QF2
 的平分线的垂线F1
 M，求垂足M的轨迹方程．

[image: alt]


图28-4

错解　不妨设Q在双曲线的右支上，延长F1
 M，交F2
 Q的反向延长线于T（如图28-4），易得｜QF1
 ｜＝｜QT｜，所以

｜TF2
 ｜＝｜QF1
 ｜－｜QF2
 ｜＝2a．

连结OM，OM即为△F1
 F2
 T的中位线，故｜OM｜＝a，即点M的轨迹方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ．当Q在双曲线的左支上时，同理可证．故点M的轨迹方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ．

错因　求轨迹方程，要确保两点：以方程的解为坐标的点在曲线上，曲线上点的坐标必须是方程的解，即轨迹的纯粹性和完备性，这里没有保证轨迹的纯粹性．

正确解答　在上面解答的基础上，应该剔除圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 与双曲线的渐近线在x轴左侧的交点S，P．否则[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 ，即有F1
 M⊥OM，而F1
 M⊥QM，则Q，O，M三点共线，这是不可能的．故点M的轨迹方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 [image: alt]
 ．





18．已知圆C的方程为x2
 ＋y2
 ＝4．

（1）直线过点P（1，2），且与圆C交于A，B两点，若｜AB｜＝2[image: alt]
 ，求直线l的方程．

（2）过圆C上一动点M作平行于x轴的直线m，设m与y轴的交点为N，若向量[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，求动点Q的轨迹方程．

错解　（1）设直线的方程为y－2＝k（x－1），即

kx－y－k＋2＝0．

设圆心到这条直线的距离为d，则[image: alt]
 ，解得d＝1．所以

[image: alt]


解得k＝[image: alt]
 ．故所求的直线方程为3x－4y＋5＝0．

（2）设点M的坐标为（x0
 ，y0
 ），点Q的坐标为（x，y），则点N的坐标为（0，y0
 ）．因为[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，所以（x，y）＝（x0
 ，2y0
 ），即x＝x0
 ，y＝2y0
 ，代入[image: alt]
 ，得到动点Q的轨迹方程为

[image: alt]


错因　对于（1）没有考虑斜率不存在的情况，所求的轨迹不具有完备性．对于（2），没有注意到题目的条件“过圆C上一动点M作平行于x轴的直线m”，所求的轨迹不具有纯粹性．

正确解答　在上面解答的基础上，对于（1），当直线l垂直于x轴时，直线l与圆x2
 ＋y2
 ＝4的交点为（1，[image: alt]
 ）和（1，-[image: alt]
 ），其距离为2[image: alt]
 满足题意，所求的直线为x＝1．

对于（2），由条件“过圆C上一动点M作平行于x轴的直线m”，有y≠0．

故其答案为：（1）所求的直线方程为3x－4y＋5＝0或x＝1；（2）动点Q的轨迹方程[image: alt]
 （y≠0）．

十、考虑问题不周密

19．A，B两人拿两颗骰子做抛掷游戏，规则如下：若掷出的点数之和是3的倍数，则由原来掷骰子的人继续掷，若掷出的点数之和不是3的倍数，就由对方接着掷，第一次由A开始掷．设第n次由A掷的概率为Pn
 ．求Pn
 的表达式（用n表示）．

错解　A，B两人同时掷两颗骰子，有6×6＝36种可能的情况，点数之和是3的倍数的有（1，2），（2，1），（1，5），（5，1），（2，4），（4，2），（3，3），（3，6），（6，3），（4，5），（5，4），（6，6），共12种情形，因此Pn
 ＝[image: alt]
 ，即Pn
 ＝[image: alt]
 Pn－1
 （n≥2），所以数列｛Pn
 ｝是以P1
 ＝1为首项，以[image: alt]
 为公比的等比数列，于是

[image: alt]


错因　忽视了对“第n次由A掷”意义的周密思考，审题不清，缺乏缜密思维．

正确解答　“第n次由A掷”有两种情况：①第n－1次由A掷，第n次继续由A掷，此时概率为[image: alt]
 Pn－1
 ＝[image: alt]
 Pn－1
 ；②第n－1次由B掷，第n次由A掷，此时概率为

[image: alt]


因为这两种情况互斥，故Pn
 ＝[image: alt]
 Pn－1
 ＋[image: alt]
 （1－Pn－1
 ）（n≥2），变形整理得

[image: alt]


又P1
 ＝1，所以数列｛Pn
 ｝是以P1
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 为首项，以-[image: alt]
 为公比的等比数列，于是[image: alt]
 ，即

[image: alt]






20．已知sinxcosy＝[image: alt]
 ，求cosxsiny的取值范围．

错解　令t＝cosxsiny，则sinxcosy＋cosxsiny＝[image: alt]
 ＋t，即sin（x＋y）＝[image: alt]
 ＋t，所以-1≤[image: alt]
 ＋t≤1，解得-[image: alt]
 ≤t≤[image: alt]
 ．

错因　只注意到问题的一个方面而忽视了另一方面，扩大了cosxsiny的取值范围．

正确解答　接着上面的解答，还应该有

sinxcosy－cosxsiny＝[image: alt]
 －t，

所以-1≤[image: alt]
 －t≤1，解得-[image: alt]
 ≤t≤[image: alt]
 ．由-[image: alt]
 ≤t≤[image: alt]
 和-[image: alt]
 ≤t≤[image: alt]
 ，有-[image: alt]
 ≤t≤[image: alt]
 ．故cosxsiny∈[image: alt]
 ．
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 附文一

发掘教材　让我们享受数学内在美

妙笔生花的诗文，形韵俱全的图画，铁画银钩的书法，荡气回肠的乐曲……这些沁人肺腑的艺术作品，诚然给人们带来美的享受，然而，我们还应看到数学是一样能给人以美的感受和启迪的．数学中的美，不是以艺术家常用的文字、色彩、线条、旋律等形象语言表现出来，而是把自然规律抽象成一些概念、定理或公式，并通过演绎而构成一幅现实世界与理想空间交融的完美图画．正如古希腊数学家普洛克拉斯的一句名言所说：“哪里有数，哪里就有美．”

美的事物，总是让人们心驰神往的．数学中的美是激发学生的求知欲望，使之形成内驱力的源泉．高中的数学课本中，简练的语言、对称的公式、和谐的比例与优美的曲线或图形无不具有形式美的魅力．然而，教师带给学生的美远不应该只是这些直观的美，更应该发掘教材中能够揭示数学的本质特征和内在结构的隐蔽和深邃的美，即在数量关系和几何图形中表现出来的简单美、和谐美、奇异美，从而赋予课本内容以美的生命、美的内涵，使学生在数学显性美的基础上提高对数学隐性美的认识，进而形成数学美感，塑造数学精神，完成数学的德育功能和美育功能，培养学生的审美情趣．

1．开发教材，追求简单美

数学家庞家莱说：“正因为简单是美的……因此我们宁可寻求简单的事实．”数学题目所给的形式比较复杂，但其本质总存在简单的一面，而最简单的表示，最简单的解法，才是最优美的．





例1　（高中数学（必修）第二册（上）习题6.2第3题）已知a，b都是正数，求证：

[image: alt]


当且仅当a＝b时等号成立．

[image: alt]


图1

解析　课本上是用比较法证明的，我们不妨换个思维方式，切入点是如何表示[image: alt]
 ．联想到平面几何的切割线定理，作出图1，其中PC是圆O的切线，割线PO与圆O交于A，B两点，CD⊥BA，EO⊥BA．设PA＝a，PB＝b，则有

[image: alt]


[image: alt]


显然PD≤PC≤PO≤PE，当且仅当圆缩为一点时等号成立．

【感悟】　仅以一个图形，利用直角三角形的性质，循序渐进，以形助数，解决了链式不等式的证明．其解法启人心扉，有令人赏心悦目之感．





例2　（高中数学（必修）第二册（上）7.3　点到直线距离公式的推导）在平面直角坐标系中，如果已知某点P的坐标为（x0
 ，y0
 ），直线l的方程是Ax＋By＋C＝0，怎样由点的坐标和直线的方程直接求点P到直线l的距离？

课本回避了求距离的一般方法，而利用面积解决问题，其计算也比较繁琐．这种解法违背了数学的简单性原则．笔者曾尝试用以下的解法．

解析　方法1　针对目标[image: alt]
 ，构造模式．作PQ⊥l于Q，设Q的坐标为（x，y），则直线PQ的方程为

[image: alt]


将l的方程改写为

[image: alt]


①，②两式平方相加，得

[image: alt]


[image: alt]


图2

方法2　由②式的左边容易联想到向量的数量积．如图2，作PQ⊥l于Q，设点N（x，y）为直线l上的任意一点，则

[image: alt]


其中n为直线l的法向量．由于｜[image: alt]
 ·n｜≤｜[image: alt]
 ｜·｜n｜，则有

[image: alt]


注意到Ax＋By＋C＝0，代入上式有

[image: alt]


因此

[image: alt]


【感悟】　方法1采用了整体代换，一气呵成，直取结果；方法2展示了点到直线的距离的求解过程，揭示了距离的内涵，其解法自然，流畅．让我们感受到数学的简捷美．

2．整合教材，构造和谐美

和谐是数学形式在不同层次上的协调和平衡，给人以完善、对称、统一的美感．





例3　（高中数学（必修）第一册（下）5.9节）推导正弦定理、余弦定理．

解析　课本里的正弦定理是用向量证明的，笔者认为其思路不够自然，其技巧也难以想到，让学生不容易理解．在处理这节内容时，笔者首先沿用传统教材的证明方法，利用面积公式证明正弦定理．从而笔者认为，要实事求是地对待传统教材，汲取精华，去其糟粕．

用传统方法证明了正弦定理后，我们尝试着用向量的坐标表示进行证明．

[image: alt]


图3

如图3，以A为原点，AB所在的直线为x轴，建立直角坐标系．设｜[image: alt]
 ｜＝a，｜[image: alt]
 ｜＝b，｜[image: alt]
 ｜＝c，作[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，则有[image: alt]
 ＝（c，0），

[image: alt]


由[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，有

[image: alt]


即有

[image: alt]


由①有bcosA＋acosB＝c；由②有[image: alt]
 ；由③有b2
 ＝c2
 ＋a2
 －2cacosB，即分别为射影定理、正弦定理和余弦定理．

【感悟】　一个证明，勾画出三个定理，揭示了数学知识的内在联系．“东涧水流西涧水，南山云起北山云．”让我们耳目一新，感受到数学的统一美．





例4　（高中数学（必修）第二册（上）8.1）推导椭圆方程．

解析　课本上得到方程

[image: alt]


后，采用移项、平方，整理得到结果．其计算比较繁琐．

我们构造对称形式，令

[image: alt]


①，②式相乘即有m＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


①，③式平方后相加，有

[image: alt]


我们令a2
 －c2
 ＝b2
 ，即有

[image: alt]


方程变得对称整齐，而且a，b有明显的几何意义，给人以对称的美感．

如果①，③式相减，则有[image: alt]
 ，进一步有

[image: alt]


又0＜[image: alt]
 ＜1，得到椭圆的第二定义：如果一个动点与一个定点和一条定直线的距离之比为常数e（0＜e＜1），其动点的轨迹是以这个定点为焦点，以这条定直线为准线的椭圆，其中e＝[image: alt]
 为椭圆的离心率，有明显的几何意义．

将④变形整理为

[image: alt]


其中-1＜[image: alt]
 －1＜0，得到椭圆的又一个定义：如果一个动点与两个定点的连线的斜率之积为n（-1＜n＜0），其动点的轨迹是以这两个定点为长轴端点的椭圆．由此解决课本8.1练习的第4题．

【感悟】　变换方程的结构形式，将椭圆的三个定义有机地结合起来，环环紧扣，步步深入，其思维触角的每一次延伸，都开辟了一片新的视野，让我们感受到知识内在的和谐美．

3．发掘教材，创造奇异美

奇异美是指数学中的某些问题的和谐或统一遭到一定的破坏，而运用新思想、新方法突破原有习惯法则和统一格局而产生出的创造性的美．





例5　（高中数学（必修）第二册（上）第七章的小结与复习中例3）求经过A（2，-1），与直线x＋y＝1相切，且圆心在直线y＝-2x上的圆的方程．

解析　课本是设圆心和半径来求解的．笔者考虑到点A（2，-1）在直线x＋y＝1上，把点A视为点圆

（x－2）2
 ＋（y＋1）2
 ＝0，

故过圆（x－2）2
 ＋（y＋1）2
 ＝0和直线x＋y＝1的交点的圆系方程为（x－2）2
 ＋（y＋1）2
 ＋λ（x＋y－1）＝0，即

x2
 ＋y2
 －（4－λ）x＋（2＋λ）y＋5－λ＝0．

其圆心[image: alt]
 在直线y＝-2x上，有λ＝2．故所求的圆的方程为x2
 ＋y2
 －2x＋4y＋3＝0．

【感悟】　将点变成圆，看似舍简求繁，有悖常理，但正是这种逆向思维，导致我们标新立异，让我们感受到数学的奇异美．





例6　（高中数学（必修）第二册（上）习题8.6第6题）过抛物线焦点的一条直线与它交于两点P，Q，经过点P和抛物线顶点的直线交准线于M，求证：MQ平行于抛物线的对称轴．

解析　这个命题容易证明．其逆命题是否成立？即过抛物线焦点F的一条直线与它相交于两点P，Q，过Q作QM平行于对称轴，交抛物线的准线于M点，直线PM是否经过抛物线顶点？经过探讨可以证明它是正确的．

一个问题的解决并不等于这个问题思考的结束，而是对这个问题深入研究的开始．我们发现，证明直线PM经过抛物线顶点，即是证明PM经过以焦点和对称轴与准线的交点为两个端点的线段的中点．因此，据以猜测：将抛物线改为椭圆、双曲线，依然有同样的结论．可以证明这个猜测是正确的．

“你可能找出一个新的更好的解，你可能发现新的有趣的事实．”按照G．波利亚的教导，再找共同点：过P作PN垂直准线于N点，都可以用圆锥曲线的第二定义证明，所以在圆锥曲线中有统一的结论．下面给出简单的证明方法．

设过圆锥曲线的焦点F的直线与圆锥曲线相交于P，Q两点，其相应准线l与x轴相交于E点，点M在相应准线上，且MQ∥x轴，FE⊥l于E点，即证明PM经过线段EF的中点G．

[image: alt]


图4

作PN⊥l于N点，此题即为如下的平面几何题（如图4）：

在直角梯形MNPQ中，MQ∥EF∥NP，

[image: alt]


PM交线段EF于G，求证：

EG＝GF．

证　MQ∥EF∥NP

[image: alt]


【感悟】　其解法可谓删繁就简．将几个比较复杂的题目穿插在一起，借石攻玉，一箭三雕，耐人回味．学生在解题的过程中感受到数学的创造美．





从以上的几个例子可以看到这样一个事实，数学本身就是简单、和谐和奇异的统一体．简单美是和谐美的特殊表现，而奇异美是和谐美的升华，而新的和谐美又是奇异美的进一步发展．

冯克勤教授指出：“如果你使学生都有一个好的分数，那只算是一个合格的教员，但是学生们（哪怕只是班上的一小部分）在你的课上对数学着了迷，看到数学的光焰光彩夺目，那才是一位优秀的教员．”这句话值得我们深思．我们的数学教育绝不是单纯传授数学知识，而是着重陶冶学生的情操，健全学生的心理，启迪学生的思维，提升学生的素质，发展学生的个性．数学教育最重要的任务就是让学生掌握数学精神，因为数学精神是学习、应用、发展数学的根源所在，是学生探求真理的永不衰竭的动力．而这种数学精神的培养过程就是让学生感受数学美、发现数学美和创造数学美的过程．因此，在数学教学中我们要努力地去发现美，欣赏美，挖掘美，形成对数学美的规律性认识，再利用这些规律猜想、探索、发现、分析和解决数学问题．


[image: alt]
 附文二

让人文教育走进数学教学课堂

21世纪的地球是一个数字化地球，数学已经成为现代科学技术的语言和工具，因此，时代赋予了数学教育工作者更重要的任务：与时俱进，不断创新．联合国教科文组织发布的21世纪教育报告《学习：内在的财富》中提出，21世纪教育的四根支柱：学知、学做、学会与人相处、学会生存．现在我们在数学课堂上一般实施传统的科学教育，它给人以智慧和能力，使学生学知、学做；而忽视了能够提升人格，净化人的灵魂，使学生学会处理人际关系，学会能稳固地立足于社会的本领的人文教育．让人文教育走进数学课堂，将科学教育和人文教育有机地整合，使学生带着强烈的使命感与责任感进行创造性学习，让学生在成功的经验中不断认识自我，发展自我，从而提高科学素养和人文素养，以适应社会发展的需要，已成为当前亟需研讨和解决的重要课题之一．

一、在学校教育中强化人文教育是时代的需要

1．对目前中学教育的现状的一点反思

遵照党中央、国务院的全面实施素质教育的重要指示，中学教育进行了一系列的改革：课程改革、教材改革、教学模式改革，深化创新教育．确实改革给教育的发展带来了生机．但在学校教育改革的过程中，我们也有许多困惑．虽然素质教育正在升温，但实际上高考升学的压力迄今仍丝毫未减．这是因为相关的教育体制未建立或不健全，地方相关的政策未制定或不完善．由于受应试教育的影响，加之对科学知识的掌握有显性的可测性，升学率便不仅与学校的声望和发展有关，而且和教师的待遇直接挂钩．如此，学校教育淡化对学生人格素质的培养，教师不是将学生当“人”来培养，而是将学生当“工具”来制造，当“产品”来生产；温馨的家庭也不再是孩子们的避风港，而是另一种压力的发源地．这样，学生承受着社会、学校和家庭的三重压力．于是有的学生逆来顺受，努力应付考试，不免反映出几分悲哀，几分无奈；有的学生则难以驯服，他们以一些不良的行为来逃避和宣泄心中的压抑，努力释放社会、学校和家庭给自己的压力．我们应当清楚地知道，尽管有的学生考了高分，争了名次，但是他们破灭了浪漫的理想，藏匿了天真的笑容，压抑了生活的情趣，牺牲了身心的健康，其个性明显地被染上趋利性和工具性的色彩．这种以自己的功利心去设计孩子，只图短期的效应和眼前的利益的做法，阉割了学生的主体性，泯灭了学生的创造精神和能力，导致学生思想贫乏，道德滑坡，人性扭曲，前进方向迷茫．为何造成这样的后果？究源溯流，我们的教育在一定程度上缺乏对受教育者的科学素养，特别是人文素质的培养，这应该是问题的症结所在．

2．数学的科学教育与人文教育的关系

所谓数学的科学教育，它包含两个部分，其一，给学生传授数学的知识和方法；其二，培养学生的科学素养和科学精神．科学素养是一个人从事学习创造所必需的素质，主要体现在品质、观念、态度、思想、能力等方面．科学精神的主要体现是：求真与求实，批判与创新．科学素养是科学精神形成和发展的基础，科学精神又是创新教育的永不衰竭的力量源泉．因此，给学生传授数学的知识和方法只是数学科学教育的一部分，而对学生进行科学素养和科学精神的培养，才是数学科学教育的根本．

所谓人文教育是为了探讨人之所以为人，寻找人生方向，使人类生活得美好，使个人生活得美满幸福的一种教育。其核心任务就是塑造人文精神．而人文精神是整个人类文化所体现的最根本的精神，它复合着人的意志、品格、个性及创造才能，是人类文化生活的内在灵魂．

由此可见，人文思想中蕴含着精微的科学精神，科学活动的领域又是一个丰富的人文世界，科学教育与人文教育都把人作为出发点和归宿，将两种教育有机地融合在一起，既传给学生充满科学精神的“业”，又挖掘富有人文精神的“道”；既教给学生如何求“真”，又教给学生如何追“善”与“美”，这才是完整的数学课堂教育．

前不久，中科院院士杨叔子先生在一篇《科学与人文，相融而成绿》的文章中提到，李岚清同志在国务院学术委员会的一次会议上强调指出，我们培养的学生，应该有相当的人文修养，一个人想要成就伟大的事业，没有足够的人文底蕴是绝对不行的．科学、人文相融是高等教育发展的必然趋势，也是高层次教育的绿色方向．杨先生在文中对此作了进一步的阐述，他把“科学与人文，相融而成绿”的含义归纳为四点，即科学与人文相融，（1）有利于形成正确的人生追求，（2）有利于形成完备的知识基础，（3）有利于形成优秀的思维品质，（4）有利于形成和谐的与外界的关系．这些观点，对我们中学教育同样起着导向作用，值得我们深思．

二、在数学课堂上实施人文教育

1．创建充满人文情怀的教学氛围

要培养高素质的创新人才，我们教师本身必须具有高素质，在教育工作实践中奉献、合作、求真、创新，这是新时期为人师表的重要内容．我们不能只满足于蜡烛精神，因为烛光有限，照亮了别人，烧尽了自己，而我们不仅仅是付出，还应该而且可以从学生身上解读另一份人生成长的喜悦，找回自己褪色的童心，体现自己生命的价值和意义；我们不能只满足“一桶水”，因为学生不是容器，教学不是简单地倒水和盛水，一桶水有限，我们要成为一眼取之不尽，用之不竭的泉井；我们不只是要做园丁，更要化为泥土，因为泥土不仅把全部的爱给了花，也给了草，从不厚此薄彼．我们要具有科学的教育观，始终保持着良好的心境，乐观的情绪，用自己满腔的热情，渊博的学识，人格的魅力去感染学生，激励学生，滋润有益于学生健康成长的教学氛围．

课堂上，教师要将自己置身于班集体之中，尊重学生的人格，关注个体差异，要善于捕捉学生思维中的亮点，从学生的眼神中读出他们的希望和要求，要对不同的学生安排不同的而又恰到好处的学习任务，特别要给成绩较差的学生创设能够获得成功的机会．要倾听学生的意见，让师生之间心与心默默地靠近，情与情悄悄地对流，使学生感到教师是自己信赖的朋友，合作的伙伴，感到班集体好像是家庭的延伸，课堂好像是一片充满生机的绿洲．这样，学生就会自然地亲近数学，享受数学，使师生情感产生共鸣和升华，从而真正体会到哲学家罗素所说的“一种真实的喜悦的精神，一种精神上的亢奋，一种觉得高于人的意识——这些是至善至美的标准，能够在诗里得到，也能在数学里得到”的真实含义．课堂上一旦形成“天光云影共徘徊”的教学情境，学生不受障碍地发挥自己的聪明才智，课堂充满创造的活力，学生在愉快中得到发展，在发展中获得愉快，教师也融于其间充满分享学生成功的喜悦的快感——这就是我们应当追求的理想境界．

学习数学，不是读而知之，而是思而知之，教学过程中，学生是学习的主体，他们必须参加教学活动的各个环节，由于数学的抽象性和严密性，学生容易产生“高处不胜寒”的恐惧感和神秘感．为此，教师的教只能作为一条辅助线贯穿整个教学活动中，课堂上要留有较多的时间和空间，让学生用自己的活动去填充．

在一次解析几何教学中，我让学生解了一道题：过点M（2，1）作直线l，分别交x轴的正半轴于A，B两点，求满足下列条件的直线l的方程：

（1）△AOB的面积最小；

（2）｜MA｜·｜MB｜最小．

学生求出：（1）x＋2y－4＝0；（2）x＋y－3＝0．

我问：满足条件（1），（2）的M点是否有其特殊的位置？

学生讨论后得知：满足条件（1）的M点为AB的中点，满足条件（2）的AB为等腰直角三角形AOB的底边．这时，学生流露出成功的喜悦．

接着我又给出两道题：

（1）已知直线l：y＝4x和点P（6，4），在l上求一点Q，使得直线PQ与直线l，以及x轴在第一象限内围成的三角形的面积最小．（全国中学生数学竞赛试题）

（2）在角A内有一定点P，过P作直线交角A的两边于B，C，问[image: alt]
 何时取最大值？（美国奥林匹克数学竞赛试题）

求出的结论是否适用于一般的三角形？

学生的大脑正处于高度兴奋、欲罢不能的状态，一听说是竞赛题，积极性更高，课堂上充满合作学习的动人情景，他们争论时互不相让，统一时握手言和，通过分析、批判、探索、证明，得知适合于一般的三角形，并在课外活动园地上写出了自己的结论：过定角内一定点的直线与定角两边相交构成三角形，以定点为一边的中点时，三角形的面积最小；以连结两个交点的线段为等腰三角形的底边时，定点到两交点的距离之积最小，以角的顶点与定点的连线垂直于三角形一边时，定点到两交点的距离的倒数和最大．学生们自豪地说，这是我们发现的定理．

这样，规律让学生发现，方法让学生寻找，思路让学生探索，教师只是课堂活动的策划者和参与者，在教学过程中不断分享学生思维碰撞的快乐．师生共享经验，融合视界，感受到沿途的风景是最美丽的．学生在个体和群体的交往中，享受了欣赏别人和被别人欣赏的幸福，懂得了合作和竞争的真谛，形成良好的品质特征．

2．挖掘底蕴丰富的人文内涵

课堂教学中，教师要善于挖掘数学教材中的底蕴丰富的人文内涵，注重数学知识与人文知识、科学方法相互交叉．教师要结合数学内容，利用科学技术产生的历史环境，发展的条件和过程的相关知识启发学生，如几何学的产生，数的由来和发展，代数学和几何学的有机统一，微积分的产生和发展，数学史上的三大危机，π的历史等，还有我国古代的数学成就——勾股定理、圆周率、祖暅原理、杨辉三角形等．读史使人明智，给人启迪，追溯数学的历史，学生了解到数学在促进人类思想解放、涤尽人们的愚昧和无知时，不断创造新的丰功伟绩，同时发现数学的产生源于人类生存的需要，数学的发展源于人类生活的需要．我们要刻意把数学教材内容生活化，把实践作为理论的出发点和归宿，使学生受到熏陶与启迪．

数学的发展离不开一代代为科学痴狂的数学家，是他们一层层地揭开自然界的神秘面纱，从而不断地推动世界科技的发展．“数学之神”阿基米德的不懈努力，“数学王子”高斯的执著追求，“数学奇才”欧拉以顽强的毅力写成浩如烟海的著作，“计算机之父”冯·诺伊曼在实验室里日夜奋战，“几何学中的哥白尼”罗巴切夫斯基在逆境中终生拼搏，“解几奠基人”笛卡儿的大胆假设，“祖率”发明人祖冲之的治学方法和精神，这些都是将心育融入教学的一个个亮点．阿基米德的“给我一个支点，我就要移动地球”，牛顿的“如果我看得比别人远，是因为我站在巨人肩上”，希尔伯特的“我们必须知道，我们应该知道”，华罗庚的“工作到最后一天为最大愿望”，这些豪放而又朴实的话语强烈地震撼学生的心灵，唤起学生的心神，我们仿佛触摸到学生融入生命的激情，听到学生情感裂变的声音．以丰富的精神资源激励学生学习科学家们严谨朴实、诚实求是的科学态度，宽容谦恭、勤奋自强的人格操守，领略科学家们用数学解释世界，用数学证明世界，用数学改造世界的宏伟气魄，读懂自己对社会的责任．

3．激发学生积极创新的科学人文精神

传统教育给了教师“传道、授业、解惑”的任务，传统的评价体制认为没有问题就是最好的教学，传统教学中，教师设计问题时，总希望学生的回答不要偏离自己设计的轨道，而学生关心的不是自己怎么看问题，而是教师怎么看问题，他期望的答案是什么，在心理上，他们习惯于接受教师的答案，而不会、也不想向教师的答案提出挑战，只能单向地、被动地接受教师灌输的知识．在课堂上实施人文教育，就是要打破传统观念，教师一方面要有意识地通过情景、疑问、破绽等激发学生的问题意识，另一方面要正确地接受学生的挑战．即使有的学生想法是幼稚的，观点是错误的，探索是失败的，也要正确引导，不要挫伤学生求异思维的积极性．教师在与学生辩论的过程中，以平等的态度与学生共同求真、求实，以达到统一的意见解决问题．在解决旧问题的同时，还会不断地产生新问题，让学生总是带着问题走进教室，而带着更多的问题走出教室，形成经久不衰的探究心理．

在一次高考复习课中，我们研究了这样一道题目：设x∈（-1，1），n∈N*
 ，P＝[image: alt]
 ，Q＝（1＋x）n
 －1，试比较P，Q的大小，并证明你的结论．

按照常规思路，我们作差比较：

[image: alt]


接着我们分析①式，其分母大于零，分子不能分解因式，不易确定正负，怎么办？

同学们探讨后，找出了解题途径，从特殊入手，找到了x＝0时有P＝Q；x≠0时，令n＝1，2，3，均有P＞Q，用数学归纳法给予证明．

我肯定了同学们的方法，作了小结：“这个题打破了中学两个数值比较大小的常规模式，无套路可循，解题碰壁后要改变思维角度，寻求其他解法……”正当我分析得比较得意时，看见一位同学皱着眉头，摇了摇头．我的眼睛一亮，微笑着询问他有什么想法．他站起来说：“不，老师，没有碰壁．”当时我的确感到有些吃惊，因为，原来我分析这题时同学们并没有异议，很多资料上也是这样分析的．我迅速反思自己，在“教学流”冲向不同的方向时，只要自己善于把握，还可以和同学们一起去欣赏教学的奇观．我没有犹豫，微笑地请他走上讲台，他在黑板上写道，①式即是证明了x≠0时，（1＋x）n＋1
 －（1＋x）＞nx，此题即为：x∈（-1，0）时，证明[image: alt]
 ＜n；x∈（0，1）时，证明[image: alt]
 ＞n．这两个式子的左边即为[image: alt]
 ，利用等比数列的求和公式易证．

“好”，看到这里，我叫出声来，和同学们一起鼓掌．我向同学们承认了自己分析问题的失误，称赞这位同学解法的精辟，更重要的对于他不“唯师是从”的精神给予了高度的评价．教室里热闹了，师生间情感交融，课堂上形成了一种“完而未完，意味无穷”的教学境界，同学们的大脑处于高度兴奋，欲罢不能的状态，百花齐放，百家争鸣，他们另辟蹊径，继续寻求其他方法．由①的结构形式，有的同学设an
 ＝[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


即数列｛an
 ｝单调递减，又注意到a1
 ＝[image: alt]
 ＜1，故an
 ＜a1
 ＜1，于是解决了问题．

有的同学写出

[image: alt]


要证②式＞0，当x∈（0，1）时显然，但x∈（-1，0）时怎么证？他们探讨利用数形结合，在同一坐标系中作出两个函数f（x）＝（1＋x）n＋1
 和g（x）＝（n＋1）x＋1的图象，两图象都过点M（0，1），即要证明y＝g（x）是y＝f（x）的切线，且切点就是点M，怎么证？下课了，同学们带着这个新问题走出了教室，进一步深入研究．

在数学课堂上实施人文教育对我们来说是一个新课题．教学是塑造人的艺术，数学教学更是一门博大精深的艺术，它需要我们用心去感受，去捕捉，用情感去灌溉，去融合．数学教学的过程绝不仅仅是解几个题目，而是学生开发潜能，体验生活，唤醒精神，弘扬特征的过程，是师生共同感受生命的活力和人生价值的升华的过程．数学的思想和方法将贯穿于学生的整个生命之中．为了学生的明天，我们应该坚持不懈地努力．


[image: alt]
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 后　记

由于长期在高三任教，我养成了阅读和反思的习惯，课后总是喜欢写写画画，把自己感受比较深的题目记下来，作一些探讨和研究，日积月累，这些反思就成了呈献在大家面前的这本书．

复习备考时，每当我看见一些学生摆在课桌上的一堆堆资料，看见他们日以继夜地在题海中苦苦挣扎、摸索而难着边际，以至脸上写满茫然和无奈时，总是“别是一番滋味在心头”．怎样让学生脱离题海，轻松愉快地复习备考，这个课题一直严峻地摆在我们每一个数学教师的面前．我们必须正视这个问题，并且积极地去求得解决，这应该是责无旁贷的．

授之以鱼，不如授之以渔．波利亚曾经说过：一个数学教师有着极大的机会．如果他把分配给他的时间塞满了例行运算来训练他的学生，他就扼杀了学生的兴趣，妨碍了他的智力发展，从而错用了他的机会．但是，如果他给他的学生以适合他们程度的问题去引起他们的好奇心，并且用一些吸引人的问题来帮助他们解题，他就会引起学生们对独立思考的兴趣并教给他们一些方法．这些话道出了数学的真谛，的确发人深省．

遵照大师的教导，我努力地作了一些尝试．在这本书里，我从三个方面进行探讨，其一是精选题目，使这些题目具有代表性、典型性，有的题目还具有一定的迷惑性；其二是将题型归类，除了做到一题多解外，还努力做到多题一解，使知识融会贯通，让学生对数学知识的体会有如“东涧水流西涧水，南山云起北山云”；其三在解答之后写出解题感悟，分析题中关键的字眼和解题的思路，从分析个案入手，总结整体的规律，对解题思想进行宏观和微观的探讨．让题解真正能够起到举一反三、触类旁通的作用．

当然，我深知，要想彻底地解决这个问题，远非一本书所能奏效，更何况我个人水平有限，所谈未必都能切中肯綮，更不敢奢谈指点迷津．这里，只是贡献一得之愚，只是希望读者（主要是同学们）能从中得到一点启迪和帮助．倘能得到同行和方家的指教，那更是求之不得了．

在本书编写过程中，得到了学校领导的大力鼓励和支持，得到了数学教研组同仁的帮助，高三年级的部分同学还认真地帮我校对文稿．借书稿付梓的机会，在此表示诚挚的感谢．





王朝璇

2008年教师节
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